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14.1 Funktionen von zwei Variablen

Defimitousdoreicl

Sei D C R2— RIS wk-r- Eene”

Eine Funktion f von zwei Variablen x und y mit Definitionsbereich
D ist eine Regel, die eine genau spezifizierte Zahl

f(x,y) € R zu jedem Punkt (x,y) € D

festlegt.
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Beispiel: f(x,y) = 2x + x%y3
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f(x,y) =2x + x2y°

Gebe die Werte von f fiir folgende Zahlenpaare an:
z. C')g = 2

a) (x,y) =(1,0) ~» F{»ﬁ()‘) = 2.4 + 42

X
z
b) (x,y)=(0,1) ~ fco.1) = 20 + 01 - O
3
c) (x,y)=(-2,3) ~» f(2,3) = 2¢» * (023 -y v4-22= 109
d) (Xay) = (3+17b) ~ ﬁ(qaq’g)__ 2 (b L (‘“4)2,‘
Z-a 2 + (a%s 2a e) €3

c 25 2a » at6lr2a674 83

- 2+ zﬁSgpés + ,Ff&JS)

- 24— z'xgs"‘cg

Af . ]C(am,g) _]Cu.()
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Beispiel: Cobb-Douglas-Funktion

f(x,y) = Ax“y*
mit A, c,d > 0.

z="f(x,y)
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14.2 Partielle Ableitungen bei zwei Variablen
’y oAel

"

Sei f : D — R differenzierbar mit D C R2.
S . oleltn

Falls z = f(x, y), dann ist

> % die Ableitung von f(x, y) nach x,
wenn y konstant gehalten wird.

> g—; die Ableitung von f(x,y) nach y,
wenn x konstant gehalten wird.

Definition: -
of(xy) _ o e FxFdxy)—f(xy)
> %_fll(xvy) T dL!EO = XdX atl

— 7 T
8)‘-X7 ny d 7fX7
> (gyy) = fl(x,y) == |IT (x.y+dy)—f(x.y)
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Beispiel f(x,y) = 2x + x?y?

e g e
i F1 77
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Z
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Partielle Ableitung nach x

f(x, y0) = 2x +x°y5
Betrachte die Variable y als konstanten Parameter: y = yp

V4

f(x,y0)

Steigung: f{(xo, yo)

, X
X0

fl(x.%0) = 2+ 2x5
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Cobb-Douglas-Funktion f(x,y) = Ax‘y?

mit A, c,d > 0.

f(x, yo)
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Cobb-Douglas-Funktion

f(x,y)= Axcyd

mit A, c,d > 0. ah«{os :
! ol
z _Z L)
r?, (4, 4) = q p*’"j
Steigung: f{(x0, Y0)
f(x, yo)
1 X
X0
&
T4
f1 X y /4c X {4}5)? ﬁ”{

=-'4XC“5‘{ - R Pias)
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14.3 Geometrische Darstellung

Koordinatensystem mit drei Dimensionen

[, 3.

(%0, Y0, 20)

Zgk-------m - - - ¢

{(x,y,2z) €R®: x,y,z >0} : ,nichtnegativer Oktant"
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Der Graph einer Funktion von zwei Variablen
Der Graph der Funktion f : D — R mit D C R%:

V4 ]
|
|

W |
(%0, ¥ )0 |
|
! |
! I
| |
o
A P —
w4l D

il 5

X
X0

{(x,y,2) € R} .z= f(x,y), (x,y) € D}
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Hohenlinien
L& frugs —om-mt - conboted

z="f(x,y)

7
)
T
i
/ "f//’//"/‘, 71
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Isoquanten der Cobb-Douglas Produktionsfunktion

y
Ty fFx,y) =z \2—24
2z {(X’))/):Z3 z=2z3
3 f(x,y)=2z
V4 )
Z% f(va):Zl é:%
X X

Eine Isoquante (, gleich Menge") gibt an, mit welchen
Inputkominationen (x, y) die Menge z produziert werden kann.

Isoquanten sind Projektionen der Hohenlinien von
Produktionsfunktionen auf die Ebene der Inputmengen.
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Indifferenzkurven fiir perfekte Komplemente
L(’o-qotr-c,)[_[vufff{-'MEm : F“’;‘O) = i {O—)(' és g

y
V4 |—Z:Z4
U(Xay):Z4 z=12
Z y U(X7y):Z3 R
% u(x.y) = 2 ~ 2
% u(x,y) =21 z=2a
X X

Eine Indifferenzkurve gibt an, welche Giiterbiindel (x, y) den
gleichen Nutzen generieren.

Indifferenzkurven sind Projektionen der Héhenlinien von
Nutzenfunktionen auf die Ebene der Giiterbiindel.
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Geometrische Interpretation der partiellen Ableitungen

s

227

22

DLRLLLL.
222z

22

Steigung von T: f/(a, b)

Steigung von T fy(a, b)

Modul 1 Methodische Grundlagen: Mathematik Kapitel 14, Lars Metzger, SoSe 2026, =x Kontakt

17 / 48


mailto:mathe.wiwi@tu-dortmund.de

Der Gradient: Vektor der partiellen Ableitungen

Yo

f3(x0, ¥o0)

VE(x,y) = (f(x.y), f(x.y))

(x0, ¥0) + V£(x0, y0)

X0 fll(XO,)/O)
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Der Gradient einer Cobb-Douglas Funktion

f(x,y) = Ax“y* , X, 20

1. partielle Ableitungen:

-_ﬁ(t.-'g) X ® > o

Gradient /\
Vf(x,y) ( vf'{*b) = e 53) (- = ,[fx«ﬁ)
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Zweite partielle Ableitungen in zwei Variablen

Fiir jede der beiden Variablen x und y von f gibt es zwei partielle

Ableitungen zweiter Ordnung:

o (or\_ @,
ox \Ox ) — oxox 1

o (ory_ o,
ox \dy )  oyox %

9
dy

9
dy

(5)

(

of
dy

)

_ o,
T Oxdy 2
Py,
- 8_)/8_)/ - 22

Insgesamt gibt es also vier zweite partielle Ableitungen.
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Zweite Ableitungen von f(x,y) = 2x + x2y3
1. partielle Ableitungen:

8f(X,y) _ 3
of(x,y) 2.2
dy 3x“y
2. partielle Ableitungen:
O%f(x,y) 2 3
—27 = 2214 - 29
(0x)?
M — zx-3 32 = € 3(31
Ox0y N
5 L
a;;g;y) 320" - 6x5°)
0°f(x,y) ? z
7/ - 3x2 = 6 X
(9y)? s ’

Modul 1 Methodische Grundlagen: Mathematik Kapitel 14, Lars Metzger, SoSe 2026, =x Kontakt 21 / 48


mailto:mathe.wiwi@tu-dortmund.de

Zweite Ableitungen von f(x,y) = Ax¢y?
1. partielle Ableitungen:

W(axw = f(xy)ex - £ fuw
X
af(Xay) _ -1 - i
oy f(x,y)dy S Foes)
2. partielle Ableitungen:
9°f(x,y) o _)C(/,:j),%.f:x_‘
(0x)? N
2 | oL
TIOI) _fup e G fm) & 0 575 frus)
xJy y
£
0%f(x, / z
ay(axy) :-F; I(X“‘j:‘ bev4: % Fr,'l.b)-% = < :'é A)C(X:V))
0°f(x,y) B oL Aok
R/ AU
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-1
G"Q F(rfg)vc-x

it Produlet re-‘;e{f{

-2
/ -1

’ I
= {r’r,fj)-c,-x"’ _C,X"f _ ]ny‘tﬁ') . - _X—»L
1
. flay e - flas) e
[
). . - ~
F(‘)-) C)(z (C ,1)
i
- _]C/x,o)),,c_ e - \Cﬁ xoyq)



Hesse-Matrix an der Stelle (x, y)

Sei f : D — R mit D C R? zweimal partiell differenzierbar.
Dann heiBt

fi(x,y) fh(x y))
f// X, — 11 ’ 12 )
() (fﬁ(x,y) Fh(x.y)

die Hesse-Matrix von f an der Stelle (x,y) € D.

Die Ableitungen £, und fJ; nennen wir auch , Kreuzableitungen*

Wenn alle zweiten partiellen Ableitungen stetig sind, dann gilt

fla(x,y) = fi(x,y) fir alle (x,y) € D .
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Hessematrix der Cobb-Douglas Funktion

oA
- £ 55 fuy S5 feo
(x,y) =
Eo_*( o d( ’_(_'-—"—C )
x5 fug -2 % foey
- £ 4-¢ c =t
X x ey
= ,F()(,Vj)
e £ L 2L
X% Py 4
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14.4 Flachen: Eine Ebene im Raum

ax+by+cz=d

mit a,b,c,d € R mit nicht a=b=c=0festund x,y,z € R
variabel.

Alle Punkte (x, y, z), welche diese Gleichung erfiillen, liegen auf
einer Ebene.

Falls nicht a = b =0, dann definiert ax + by + c-0 = d die
Schnittgerade der Ebene mit der xy-Ebene.
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ax + by &

,u.‘{ew f)rto‘-\;“blﬂ /I’

p@j -Ad = -c2

&) ax

=) -z—"x -—é-!_-g+3£— = 2

% r"" k[';h, h'-; 2wy bﬁ!l‘l&r”w
D Oﬁ@ o, &

2= Fi’.ﬂb) = .--;)(‘;Ej

(§) : Groph von ]Cfr.fj)

I;.,-i‘w 'orzl(ﬁx'rb-‘o] z
Lineare fon QA:‘:& wil ofred Jf/ﬂ'f;Ag'('-q_
F'("’-“S; 3): ok b 45 - C &
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Okonomische Anwendung: Budget-Ebene

Seien x, y,z > 0 Mengen dreier Giiter und
seien px, py, Pz > 0 deren Preise.

Sei zusatzlich m > 0 das verfiigbare Einkommen. .
Au;ﬁnﬁ:q puu lefiou

Alle Punkte (x,y, z) welche die Gleichung Alxs,z) = bA+RS+ A2
GIa.o{'é.né fem /4
[px'X+py'Y+pz'Z:m
/405“1\6.‘.‘_, ! VA ﬁ’%) ;@Kj PS; PZ')
erfiillen, kosten genau m Geldeinheiten. Sie liegen in der
Budget-Ebene.

Alle Giiterbiindel, die man sich leisten kann, bilden die
Budget-Menge:

{(y.2) ERS i pextpy y+pz-z<m}
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a-Xl—ﬂs‘sr £ 2m

Grafische Darstellung der Budget-Ebene

y
o br B P w0l sm
(0.5 ’
7py7
VA x4,2)

7(60 P‘s.« %)

,0,0)

m
Px

(0.0, 2
V4
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G, %,, 24)  legh oof e Reolgelelenc

p‘ (’Vl D, Z) —(t —
T X b + SR 2, P =
I X Ffe ¢ ga% - Zh =M
T-T: Kl XF *‘5;“03“:’,@ '_azp?“a'»rp? = o
&) G\'?.’/ﬂ)-“:( + (3,- "54)1'05 + (23-3.,3%_ = O
—— ———— [
el x D(S o2
o Ax. F,( I “‘{:5' P"S + olz- %_ El=]

r
c=» Colx, dy, "(3)'(?; ) o = (Ax ofy,dz2) . (Pe fy, P‘é)
fz



Abstand zwischen zwei Punkten im R3

Der Abstand zwischen zwei Punkten (x,y, z) und (a, b, ¢) ist

d=1/(x— a2+ (y— b2 +(z—c)?

Eine Kugel mit Mittelpunkt (a, b, ¢) und Radius r ist definiert
durch
(x—a)P?+(y—b2+(z—c)?=r?
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14.5 Funktionen von n Variablen

Sei n € N. Die Menge aller moglichen n-Vektoren (xi, x2, ..., Xn)
aus reellen Zahlen nennen wir n-dimensionalen Euklidischen
Raum und bezeichnen ihn mit R".

Funktion von n Variablen:

Sei f: D — R mit DCR".

Der Graph der Funktion f bezeichnet die Menge aller Punkte
(x, f(x)) € R™1 fiir die gilt x € D.

Die Menge aller Punkte x € R", die f(x) = zo fiir zg € R erfiillen,
heiBt Flache zum Niveau z; von f.
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Verschiedene Funktionen

Sei n € N und seien ay,...,an, b, A € R Konstanten.

Lineare Funktion in n Variablen (fiir b # 0, affin®):

F(x) = f(X1,..., %) = a1x1 +axxo +...+apx, + b

Cobb-Douglas Funktion in n Variablen:

f(X) = f(le s 7Xn) = AX181X232 .. .X;?"

mit x1,...,X, >0
Leontief Funktion in n Variablen:
f(x) = f(x1,...,xn) = min{a1x1, a2x2, ..., anXn}
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Mittelwerte

Gegeben sei eine Stichprobe x1,x2,...,x, € R mit n € N.

Lingare Fevlbehisu

(a) arithmetisches Mittel: X4 := % (x; + X2 + ... 4+ X,)

~n
Cok§-Povglos - Tumtek s~

(b) geometrisches Mittel: Xg := /xix2...Xn 1 1 1

e

(fiir x1, x2,...,xp, > 0) TH Ky X

1

(c) harmonisches Mittel: xy == ————
)

(fiir x1, x2,...,xn, # 0)

Falls x1,x2,...,x, > 0, dann gilt allgemein:

XH < X < Xa
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14.6 Partielle Ableitungen in n Variablen

Falls z = f(x) = f(x1, %2, ..., xn), dann bedeutet %, fiir
i=1,2,...,n die partielle Ableitung von f(x1, x2, ..., Xp) nach x;,
wenn alle anderen Variablen x; fiir j # i, konstant gehalten werden.

Interpretation:

4

Die partielle Ableitung 7 8 ist annihernd gleich der Anderung in
z = f(x1,x2,...,%n) Pro Elnhelt Erhéhung von x;, wahrend alle
anderen Xx;, fiJrJ = i konstant gehalten werden.

AL

F(X1y .oy Xim1, Xi + dXiy Xig1y - oy Xn) — F(X)
8X,' dx;—0 dXi
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Gradient an der Stelle x

Sei f: D — R mit D C R" partiell differenzierbar.

dann heiB3t

Gradient von f an der Stelle x € D.
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Zweite partielle Ableitungen in n Variablen

Fiir jede der n Variablen von f gibt es n partielle Ableitungen

zweiter Ordnung:
O (of\ _ &f L
Oxj \ Oxi Oxi0x; v

(falls alle Ableitungen existieren.)

2

Insgesamt gibt es also n“ zweite partielle Ableitungen.
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Hesse-Matrix an der Stelle x
Sei f: D — R mit D C R"” zweimal partiell differenzierbar.

Dann heiBt
55(x) H5(x) ... £ (x
fn(x)  fa(x) ... fon(x)

die Hesse-Matrix von f an der Stelle x € D.
f':, direkte partielle Ableitung"

fi (mit i # j): ,gekreuzte partielle Ableitung"

Wenn £ stetig ist fiir alle /,j = 1,..., n, dann gilt
fi(x) = £ (x) firalle i,j =1,...,n und fiir allex € D .
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f(x1, %0, X3) = BX} + x16 — X35 + X3 Xy - 2
SS?_P X - 1..1
Bestimme den Gradienten V£ (x1, x2, x3) ’ % (2)
F(-2)
und die Hessematrix f”(xq, x2, x3)!
’g‘p(!’i’yhxﬁ) / S 3
=L = 26K +Ax" = 10X+ X
? X, 1 ¢
[ (= 2
'p = LXK -2 K%
5
7 ra
[5 = - 2 :(5 i/z, + S/k/?,
3
Wox, + X
3 ¥ 2 }(Z
- X 2
v I{X"')/}.f){,) s
2 2
R PRV
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31—
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o 355 o
I 2
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14.8 Konkave und konvexe Funktionen

Sei f eine Funktion, definiert auf einer konvexen Menge D.

f ist konvex, wenn fiir alle a und b in D und fiir alle A in [0, 1] gilt:

f(Aa+ (1 — A)b) < AMf(a) + (1 — \)f(b)

f ist konkav, wenn fiir alle a und b in D und fiir alle A in [0, 1] gilt:

f(Aa+ (1 — A)b) > Af(a) + (1 — A\)f(b)

f ist strikt konvex/konkav bei <,>,a # b, \ € (0,1))

Falls D C R: Definition identisch zu Kapitel 8.

Falls D C R": a, b sind Vektoren. Die Idee der Definition bleibt
aber erhalten.

Modul 1 Methodische Grundlagen: Mathematik Kapitel 14, Lars Metzger, SoSe 2026, =x Kontakt 37 / 48


mailto:mathe.wiwi@tu-dortmund.de

Beispiel: f(x,y) = x? + y?

Vl/(:},ﬂ(w‘f[-‘-‘v"t LT
X F(g) ved F({)

’PV- f(} M/o(f... Cra/4 Yok f
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(X0
/o‘//’;
X

KK
//4"
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Beispiel: f(x,y) = x> + y? — 2xy

OO Y
OO0 vy
N

“N"
‘g:}% on vy

z=f(x,y)

)

/
ik,
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Beispiel: f(x,y) = x> + y? — 3xy
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Konvexitit /Konkavitat und 2. partielle Ableitungen

In allen drei Beispielen
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S\(rf—ag> X2+y2 'Fn: 2K.£:23 fFﬁ‘! ey fz?-:&
f
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Kowvex 5B x“ 4 y< — 2xy ][:;fgx-zii ;{;:35‘7*’ r;,‘::=?' "}C: zz

eder s P> X2 + y2 — 3Xy
gilt £ = £, = 2> 0.

Es stellen jedoch nur die ersten zwei Beispiele streng konvexe
Funktionen dar.

Bei multivariaten Funktionen kommt es nicht nur auf die
Vorzeichen von flf’ an, sondern auf alle zweiten partiellen
Ableitungen.
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Konkavitat und Konvexitat und die Hessematrix

Sei f : D — R mit D C R? zweimal differenzierbar. Dann gilt:
f konvex ¢ L, £ >0 und FLEL > FLEL

f streng konvex < f{1,f5 > 0 und {1 > f5f;

f konkav < f1,f3 < 0 und f1f3; > fiafyy

f streng konkav < f{1, f55 < 0 und fifs > 56

Beachte, dass jede zweite partielle Ableitung von dem jeweiligen
Punkt (x,y) abhdngen kann. Die Ungleichungen miissen fiir jeweils
alle Punkte (x,y) € D gelten.

Falls in einem Punkt (x,y) gilt, dass {1y, < f{5f;7, dann ist die
Funktion weder konvex noch konkav.
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Beispiel f(x,y) = x?+y?> —t-xy
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Konkavitat und Konvexitat und die Hessematrix

Sei f: D — R mit D C R" zweimal differenzierbar. Dann gilt:

f konvex < f”(x) positiv semi definit fiir alle x € D

f streng konvex < f"(x) positiv definit fiir alle x € D

f konkav < f”(x) negativ semi definit fiir alle x € D

f streng konkav < f"(x) negativ definit fiir alle x € D
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14.9 Okonomische Anwendung:
Cobb-Douglas Produktionsfunktion

Die Hesse-Matrix der Cobb-Douglas Produktionsfunktion
f(x,y) = Ax°y? mit c,d > 0 , Aso

haben wir fiir x, y > 0 bereits berechnet:

Unter welchen Bedingungen ist die
Cobb-Douglas-Produktionsfunktion (streng) konkav fiir x,y > 07
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14.9 Okonomische Anwendung:
Leontief Produktionsfunktion |/, ) - c.x  worenr
S |r(. ‘15—) - of j Lewuitas
Die Leontief Produktionsfunktion /ist definiert durch:
f(x,y) = min{cx, a\j/—} mit ¢,d >0

Problem: Entlang der Gerade cx = dy hat die Funktion eine Falte;
sie ist dort nicht differenzierbar.

( ) cx falls cx < dyp
X, =
YW=V dye  falls ex > dyo

Ist diese Produktionsfunktion (streng) konkav?

Doas Hinimum 2wtiey KonWa ver Comledivua -‘:i/' Lo éﬂ".
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Zusammenfassung

» Funktionen mit zwei und mehr Variablen

» Geometrische Darstellung:
Hohenlinien als Isoquanten & Indifferenzkurven

» Ebenen und Abstand

> Erste und zweite partielle Ableitungen:
Gradient und Hesse-Matrix

» Konvexe und konkave Funktionen
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