Vorlesung zu Kapitel 13:1

Determinanten, Inverse
und quadratische Formen

Lehrbuch

!Aus , Mathematik fiir Wirtschaftswissenschaftler” von Sydszter,
Hammond, Strgm und Carvajal, 6. Auflage
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13.1 Determinanten der Ordnung 2

Das lineare Gleichungssystem

anxi+anpxe = b
axy +anxy = b
bzw.
Ax=Db
. a; a o . ..
mit A = 11912 ) hat die eindeutige Losung
a  axn
biaz — braiz v — bra1y — brax
. - - K - - _
ai1azp — di2azl ai1az2 — d12az1

falls dii1do2 — aizalil 7£ 0.

det (4)
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Determinanten der Ordnung 2
ad,l‘)(n + qar-g'J(Z = {,‘

Qaa Xa + Ong sy = &,
Der Ausdruck ajiazs — ajpar1 determiniert also, ob
Uag Gay a1 aie X1\ by
M(qu) i 1"(0:.1) :< ar  ax ) (Xz) B <b2>
eine eindeutige Losung hat.

Wir nennen die Determinante der Matrix A und
schreiben det(A) oder |A].
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Beispiel 13.1.1 det (XA Al = +oun 20y — %ae ey

Die Matrix A laute

Berechne ebenfalls die Determinanten der Matrizen

(3] )

2 2 1 2

>&,,-3 -, 66 /

=34, 64, 5> 28, - 16, - 26,-&,
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Cramer'sche Regel (fiir n = 2) 4 - (Z - 5J
(7 =

Die eindeutige Losung des Gleichungssystems

( ail an ) <X1> _ (bl)
ar1  ax X2 b

lautet

1 b1 312-6> 1 <1311 by )‘
=T nd xp = — -
A ‘( by ans)| "0 Al [\an b
(falls |A| #0.)
lw &eispel
/ -5.44-?.‘& | I _£1 5 lgz-é,,
Ko o (38,+6€,) - 22 ke - (s ) . e
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Beispiel

Berechne mit den Formeln von voriger Folie die Losung des
Gleichungssystems

2x1 —b6xo = 4 b,
x1+3x = 0 §é;
£.+2(, 4 +20
XA’ L[, i Lf :1
o 26,- ¢, 20 -4 4
2~ T = 12 -3

A+ ;.(_é):a-zr:o/
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Geometrische Interpretation der Determinante

(a12, a22)
|det(A)|

(a1, a21)
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13.2 Determinanten der Ordnung 3

Sei A eine Matrix der Ordnung 3 x 3:

ail ar ans
A= a1 ax» ax
a1 ax as

Die Determinante von A ist definiert durch:

|A| = a11(axaszz — axzazp)
—aio(az1as3 — ax3asy)
+a13(az1as2 — axasi)

Wir kdnnen uns diese Formel leichter durch die Regel von Sarrus
merken (siehe nachste Folie).
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|A| = aj1a20a33 + a12323331 + 313321332
— 31322313 — 332323311 — 333321312
= aii(axnazs — a23a32)

—ayo(ar1a33 — ax3asy)
+a13(az1a32 — ax0az1)
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Losung eines 3 x 3-Gleichungssystems (Cramer fiir n = 3)

Die eindeutige Losung des Gleichungssystems

a1 a2 a3 X1 by
a1 ax»n ax x2 | =1 b
asl a3y asz X3 b3
lautet:
b1 ap a3 air bi a3
by ax» ax a1 by ax
b3 a3 a3z N a1 bz as3 N
X1 = , X = , X3
A Al
(falls |A| # 0).
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13.4 Grundlegende Regeln fiir Determinanten

Gegeben sei eine Matrix A der Ordnung n x n. Dann gilt:
» Falls A eine 0-Zeile (oder 0-Spalte) hat, dann |A| = 0.
> |A] = |A]

» Wird eine Zeile (oder Spalte) mit einer Zahl multipliziert, so
wird auch |A| mit dieser Zahl multipliziert. (= |aA| = a"|A])

» Vertauschen zweier Zeilen (oder Spalten) vertauscht das
Vorzeichen von |A|.

» Addieren des Vielfachen einer Zeile (oder Spalte) zu einer
anderen Zeile (oder Spalte) verdndert |A| nicht.

» |AB| = |A| - |B| (, wobei B n x n)
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13.5 Entwicklung nach Co-Faktoren

Streichmatrix Aj; einer Matrix A der Ordnung n x n:

a1l di2 ... Jj din
dp1 do2 ... j don
Aj = .. 2
“rL = IJ had 1]
dnl danp2 ... )j dnn
Schachbrettvorzeichen:
1 2 3 4 )
1/ + - + - Lry
| - + - + (- 1)
2 + - + -
¢4\ — + — +

Modul 1 Methodische Grundlagen: Mathematik Kapitel 13, Lars Metzger, SoSe 2026, =x Kontakt

13 / 40


mailto:mathe.wiwi@tu-dortmund.de

Determinante einer Matrix der Ordnung n x n

Die Determinante einer Matrix A der Ordnung n X n ist fiir eine
beliebige Zeile i gegeben durch

IA| = (—1)lag|An| + (—1) 2apn|An| + ...+ (=1) a3 Anl

In Summenschreibweise:

n

Al =) (—1)ay|Ayl

j=1
Analog fiir die Festlegung auf eine beliebige Spalte j:
n . .
Al =D (—1)ay/Aj]
i=1

Wihle — falls méglich — eine Zeile i oder Spalte j mit vielen Nullen!
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Beispiel [/4{ ==-0 IA“’ *O '[/4&1} -0 [Au's[ * Auy I AW/
Wie lautet die Determinante der (Dreiecks-)Matrix A?

tail - 2 7 --3
-0 *ay --5 +3
0 -0 +d33 -~ 1
-0 -0 -0 +*adjq

A=

beustze =Y

A

44

A,

1:’

a'.'4 2 *
"‘35 1

o o Oss
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{ ‘*‘"4,
4 () 4 O 4!,[ 1-12‘”' A I\—
, ¥ [ M‘,J- [ 3

[ uq

’/4{: -0

-2 + F ):@
o-a-_m o
rﬁgz
A - [-o S
by o -

as | B,
' @31’ s

| = +0 |8, | -0

A - o |

1y




Lineare Abhangigkeit von Vektoren

Eine Gruppe von Vektoren gleicher Ordnung sind linear abhingig,
falls einer der Vektoren als Linearkombination der anderen
Vektoren dargestellt werden kann.

Beispiele
a=(1,-2), b=(-2,4)

Wegen b = —2 - a sind a und b linear abhangig.

Im R? liegen a und b auf einer Geraden durch den Ursprung.

c=(1,-2,3), d=(-2,4,-2), e=(-1,2,1)
Wegen e = c +d sind ¢, d & e linear abhangig.

Im R3 liegen c, d & e auf einer Ebene.
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Lineare Unabhangigkeit von Vektoren

Die Vektoren ay,...,a, heiBen linear unabhangig, wenn

n

E xai=0=x,=0 firallej=1,...,n.
j=1
Liin en bty adeio

In Matrix-Schreibweise bedeutet dies fiir die Matrix
A = (aj,...,a,) und den Vektor x:

Ax=0=x=0
oder dquivalent (Kontraposition):

x£0=Ax#£0

Modul 1 Methodische Grundlagen: Mathematik Kapitel 13, Lars Metzger, SoSe 2026, =x Kontakt 17 / 40


mailto:mathe.wiwi@tu-dortmund.de

Beispiel

Sind die Spaltenvektoren der Matrix (ﬁ) (2)
= 2| 4
- - 2
p— <
4
linear unabhangig? 4 a)

- l
& 2\¢ 7
G+ Zi(-1)-1 O o

2 11 -(-2) _
ra 1 2 1

Wie lautet die Determinante |P|?
I{D{ = +4-1- 2.2 = O
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Noch ein Beispiel

Welche Bedingung muss an a, c,d, e, f, h # 0 gestellt werden,
damit die Spaltenvektoren von

A=

O Qv
> o O
O K 0O

linear unabhangig sind?

Wie lauted |A|?
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Bemerkungen zu linearer Unabhangigkeit

» Lineare Unabhangigkeit bedeutet, dass sich kein a; als
Linearkombination der {ibrigen a; ... a, darstellen lasst.

» Andernfalls kann z.B. im Fall x; # 0 der Vektor aj als
Linearkombination der iibrigen a;’s dargestellt werden:

» Es konnen hochstens n Vektoren a; € R” linear unabhangig
sein. Beispielsweise sind die n Einheitsvektoren e; € R" linear
unabhingig.
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Rang einer Matrix

Sei A eine Matrix der Ordnung m x n.

Der Spaltenrang von A ist die groBte Anzahl linear unabhangiger
Spalten von A.

Der Zeilenrang von A ist die groBte Anzahl linear unabhangiger
Zeilen von A.

Der Spaltenrang von A entspricht immer dem Zeilenrang von A.

Wir nennen beides daher nur Rang der Matrix A, rk(A).
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Rang: Beispiele

Wie lauten die Range der Matrizen

2 —6 —4
A:(i‘?),B:(f‘S _g>undC: 1 3 0|7
0 0 4
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13.6 Die Inverse einer Matrix

Fiir eine gegebene Matrix A ist die Matrix X eine Inverse von A,
wenn gilt:
AX =1und XA =1

Die Matrix A heiBt dann invertierbar, die Inverse heift A™L.

Bemerkung:

AX und XA sind nur dann definiert, wenn A und X quadratisch
und derselben Ordnung sind.

Nur quadratische Matrizen kénnen eine Inverse haben.
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Inverse einer Matrix der Ordnung 2

a b
n-(22)
Falls |[A| = ad — bc # 0, dann gilt:

1 d —b
Al=_—
IAI(—C a )
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Inverse Matrix: Beispiel
Wie lautet die Inverse der Matrix

2 —6
= ?
a-(1 %)

Zeige, dass das Ergebnis tatsichlich die Inverse A~1 ist!
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Eigenschaften der Inversen

Es seien A und B invertierbare n x n-Matrizen. Dann gilt:
a) A7l ist invertierbar und (A~1)"1 = A.
b) AB ist invertierbar und (AB)~! = B~1A"L.
c) A’ ist invertierbar und (A')~"1 = (A71).
d)

(cA)~! = c 1A~ fiir jede Zahl ¢ # 0.
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Losungen von Gleichungen durch Matrizeninversion

Falls |A| # 0, dann gilt:
AX=B<=X=A"1B

YA=B<=Y=BA!

Spezialfall:
Ax=b<x=A"1b
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Determinante, lineare Unabhangigkeit, Rang, Inverse

Fiir eine Matrix A der Ordnung n x n sind folgende Aussagen
dquivalent:

» Die Determinante |A| # 0
> Alle Spalten bzw. Zeilen von A sind linear unabhangig.
» Der Rang rk(A) =n

» Die Inverse A~1 existiert.
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13.7 Allgemeine Formel fiir die Inverse

Es sei A eine n x n-Matrix und es bezeichne adj(A) die Adjunkte
von A, wobei

|A11] ... |Ak1| ... |An]
A ... |A v A
2di(A) = | .12| . \ .k2’ . ’ | |
|A1n| ... |Akn| .. |Ann]

Falls |A| # 0, dann ist die Inverse A~1 von A eindeutig bestimmt
durch 1
Al = __.adj(A).

Al

Modul 1 Methodische Grundlagen: Mathematik Kapitel 13, Lars Metzger, SoSe 2026, =x Kontakt 29 / 40


mailto:mathe.wiwi@tu-dortmund.de

Inverse: Berechnung durch elementare Zeilenumformungen

Elementare Zeilenumformung:

Multiplizieren einer Zeile mit einer Zahl # 0 (und Addieren des
Resultats zu einer Zeile).

» Eine Matrix A der Ordnung n x n mit |A| # 0 wird durch
elementare Zeilenumformungen zur Einheitsmatrix umgeformt.

» Die identischen Zeilenumformungen werden auf die
Einheitsmatrix angewendet.

» Das Ergebnis ist dann die Inverse von A.
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Beispiel

1 2
~(50)
Multiplizieren der ersten Zeile

mit minus drei und Addieren
auf die zweite Zeile:

A= (o %)

Multiplizieren der zweiten Zeile

. 1.
mit —5:

i (11)

Multiplizieren der zweiten Zeile
mit minus 2 und Addieren auf
die erste Zeile:

-(30)
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Beispiel (ctd.)

Anwendung der gleichen Zeilenumformungen auf die
Einheitsmatrix ergibt die Inverse!

Multiplizieren der zweiten Zeile

mit —%:
| — 10 i_ 1 0
“Lo {3 4
Multiplizieren der ersten Zeile Multiplizieren der zweiten Zeile
mit minus drei und Addieren mit minus 2 und Addieren auf
auf die zweite Zeile: die erste Zeile:

Ni— O
‘ [N

[

v

SRR
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Beispiel: Probe

Berechne:

(30

NI O

| W=
o=

N———
Il
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Losungen linearer Gleichungssysteme: Charakterisierung

Lineares Gleichungssystem:
Ax=Db

A: Koeffizientenmatrix der Ordnung m x n
A|b: erweiterte Koeffizientenmatrix

» Das System ist lésbar, falls b als Linearkombination der
Spalten von A darstellbar ist. Dies ist der Fall, wenn
rk(A) = rk(A|b).

Genau eine Lésung, falls rk(A) = rk(A|b) = n.2
Unendlich viele Lésungen, falls rk(A) = rk(A|b) < n.

» Keine Losung, falls rk(A) < rk(Alb).

2(Nur) in diesem Fall gilt |A| # 0 und x* = A™'b.
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13.12 Quadratische Form

Eine Funktion @ : R" — R heiBt quadratische Form, falls eine
Matrix A der Ordnung n x n existiert, so dass:

Q(x) = x'Ax fiir alle x € R”

Fir n=2:

Q(x1,x) = (X17X2)< Zi Zz > <2>

2 2
= a11xi + (312 + a21)x1x2 + a22%;
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Definitheit von Matrizen

Sei A eine Matrix der Ordnung n x n.

Die

| 4

Matrix A heiBt

positiv definit, falls xX’Ax > 0 fiir alle x e R" mit x # 0
positiv semidefinit, falls x’Ax > 0 fiir alle x € R"”
negativ definit, falls X’ Ax < 0 fiir alle x € R” mit x # 0
negativ semidefinit, falls xX’Ax < 0 fiir alle x € R"

indefinit, falls x, y existieren mit xX’Ax > 0 und y'Ay < 0

Bemerkung:
A ist negativ (semi)definit, falls —A positiv (semi)definit ist.
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Beispiel
Ist die Matrix

- (47)

(semi)definit?
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Definitheit von 2 x 2-Matrizen

D

. . a a .
e Matrix A = 1 €12 ist
a1 ax

» positiv definit < a1 > 0und
ai1axn —apax = |A| >0

P positiv semidefinit < a;; > 0, a2 > 0 und
ai1axn —apax = |A| >0

> negativ definit < a11 < 0 und
ai1axn — azax = |A[ >0

» negativ semidefinit < a11 < 0,a2 <0 und
ajrax — appax = |A[ >0
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Definitheit von 3 x 3-Matrizen

a11 d12 a3

Die Matrix A = ar1 az a ist
a31 a3  ass
P positiv definit < a1 > 0 und

aj1ax — aipaz1 > 0und |A| >0

» (positiv semidefinit)

» negativ definit < a11 < 0 und
aiiax — aipast > 0 und |A| <0

» (negativ semidefinit)
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Zusammenfassung

» Determinanten — der Ordnung 2, 3 und n
> lineare Unabhéangigkeit von Vektoren

» Rang einer Matrix

» Inverse Matrizen

» Losungen von linearen Gleichungssystemen

» Definitheit von Matrizen
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