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Teil 2: Wahrscheinlichkeitsrechnung

Lernziele

» Kennenlernen zentraler Grundbegriffe der
Wahrscheinlichkeitsrechnung.

» Fi3higkeit, mit gebrduchlichen Typen von Zufallsvariablen
umzugehen.

» Erlangung eines fundierten Uberblicks iiber die wichtigsten
diskreten und stetigen Verteilungen.

» Beherrschung wichtiger Verteilungsparameter sowie deren
Interpretation.

» Verstandnis des Gesetzes der groBen Zahlen sowie des
zentralen Grenzwertsatzes.
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Kapitel 7: Zufallsvorgange,
Ereignisse und
Wahrscheinlichkeiten
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Zufallsvorgang

Ein Zufallsvorgang ist ein Geschehen, bei welchem sich
gegenseitig ausschlieBende Ausginge systematisch aber
unvorhersehbar eintreten.

Synonyme:

Zufallsabhangiges Geschehen, Zufallsexperiment,
stochastischer Vorgang

Beispiele:

Wiirfelwurf, Bestehen einer Klausur durch teilweises Raten,
Platzierung des Schusses beim Elfmeter, ...
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Elementarereignisse und Ergebnismenge

Die moglichen sich gegenseitig ausschlieBenden Ausgédnge eines
Zufallsvorganges heiBen Elementarereignisse.

Die Menge aller Elementarereignisse heiBt Ergebnismenge.

Wir bezeichnen ein Elementarereignis mit w und die
Ergebnismenge mit .

Beispiel Wiirfel:
w1 Wy we
Q={1,2,...,6}
Beispiel zwei Wiirfel:

w3s w36

Q= {(1,1),(1,2).....(6.5),(6.6)}
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Ereignisse

Alle Elementarereignisse schlieBen sich gegenseitig aus.
Dies ist bei Ereignissen nicht notwendig der Fall.

Ein Ereignis ist eine Menge von Elementarereignissen, also eine
Teilmenge von Q.

Wir schreiben A C Q.

Beispiel: Ereignisse beim Wiirfeln (2 = {1,2,...,6})

‘ Menge
gerade Zahl | A= {2,4,6}
Primzahl B ={2,3,5}
Zahl > 4 C ={5,6}
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Ereignissystem

Die Gesamtheit aller bei einem Zufallsvorgang in Betracht
kommenden Ereignisse heit Ereignissystem.

Kleinstes Ereignissystem: {0, Q}

GroBtes Ereignissystem:

Potenzmenge P(£2) (Menge aller Teilmengen von Q)

Ein Ereignissystem muss bestimmte Forderungen erfiillen.

Hierfiir miissen wir aber zunichst sinnvolle Rechenoperationen
fiir Mengen definieren.
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Mengenoperationen

Seien A und B Teilmengen von Q.

> AN B: Schnittmenge von A und B
Menge aller w € Q die in A und in B enthalten sind.

> AU B: Vereinigungsmenge von A und B
Menge aller w € Q die in A oder B (oder beiden) liegen.

> A: Komplementirmenge von A
Menge aller w € 2 die nicht in A liegen.

» A\ B: Differenzmenge von A und B
Menge aller w € Q die in A aber nicht in B liegen.

> Zwei Ereignisse A und B heiBen disjunkt, wenn es keine w
gibt, die in A und B liegen, also wenn AN B = ().

Modul 1 Methoden: Statistik, Teil 1, Wintersemester 24 /25, Lars Metzger 9 / 99



Beispiel: Ereignisse beim Wiirfeln (Fortsetzung)

verbal ‘ Menge
gerade Zahl | A= {2,4,6}
Primzahl B =1{2,3,5}
Zahl >4 | C = {5,6}

» AUB ={2,3,4,5,6}: gerade Zahl oder Primzahl
> A\ B = {4,6}: gerade Zahl, aber keine Primzahl
» BN C = {5}: Primzahl und gréBer 4

» AN BN C = (: gerade Zahl und Primzahl und groBer 4 - das
erfiillt keine Zahl
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Eigenschaften eines Ereignissystems

Das Ereignissystem , filtert" die Informationen, die fiir die jeweilige
Untersuchung relevant sind. Sie spiegelt sozusagen das, was
potentiell gewusst werden kann.

Hierfiir fordern wir von einem Ereignissystem A einer
Ergebnismenge () folgende mathematischen Eigenschaften:

» Falls A€ A, dann muss auch A € A sein.
» Falls A, B € A, dann muss auch AN B € A sein.

» Falls A, B € A, dann muss auch AU B € A sein.
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Definition Partition oder Zerlegung

Eine Menge von Ereignissen {A1, Ay, ..., Ak} heiBt Partition von
Q, falls

> AfiUAU...UA=Q
Die Ergebnismenge ist die Vereinigung aller Ereignisse

> AinNAj=0firallei,j=1,...,k i#}j.
Alle Ereignisse sind paarweise disjunkt.

Fiir Partitionen von Q gelten vereinfachte Rechenregeln.
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Wahrscheinlichkeit von Ereignissen

Gesucht ist eine Zahl zur Beschreibung der Chance des Eintretens
eines bestimmten Ereignisses.

Fiir unsere Uberlegungen bendtigen wir zwei
Wabhrscheinlichkeitsbegriffe (wobei der 2. den 1. umfasst):

» Kilassischer Wahrscheinlichkeitsbegriff (Laplace)

> Axiomatischer Wahrscheinlichkeitsbegriff
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Definition Klassischer Wahrscheinlichkeitsbegriff

Ein Laplace-Experiment ist ein Zufallsvorgang mit endlichem £,
in dem alle Elementarereignisse mit gleicher Wahrscheinlichkeit
auftreten.

» Jedes Elementarereignis hat die Wahrscheinlichkeit ‘—1|

> Sei A C Q ein Ereignis aus dem endlichen Ereignisraum €2,
dann ist die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A:

P(A) = |Al Anzahl der fiir A giinstigen Elementarereignisse

1Q| Anzahl aller Elementarereignisse
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Rechenregeln fiir Wahrscheinlichkeiten

Seien A und B Ereignisse eines Laplace-Experiments, dann gilt:
> P(Q)=1
> P(0)=0
> P(A) =1—P(A)
» Falls AN B = (), falls also A und B disjunkt sind, gilt:
P(AUB) =P(A)+ P(B)
> Allgemein gilt:

P(AUB) =P(A)+P(B)—P(ANB)
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Axiomatischer Wahrscheinlichkeitsbegriff

Definition nach A.N. Kolmogorov (1903-1987)
Sei A ein Ereignissystem von Q.

Jedem Ereignis A € A wird eine reelle Zahl P(A), die
Wabhrscheinlichkeit von A, zugeordnet, fiir die gilt:

1. P(A)>0
2. P(Q) = 1
3. Ist AN B =10, so gilt P(AU B) = P(A) + P(B)
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Rechenregeln fiir Zufallsvorgange

Die 3 Kolmogorov Axiome implizieren:

> P(0)=0

> P(A) =1—P(A)

» P(AUB)=P(A)+P(B)—P(ANB)

» P(AUBUC) = P(A)+P(B)+P(C)

(
— P(ANB)-P(ANC)-P(BNC)
+ P(ANBNC)

» Falls {A1, Ay, ..., Ap} Partition von €, dann gilt:
P(B)=P(BNA1)+...+P(BNA))
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Definition Wahrscheinlichkeitsraum

Das Tripel {Q,.A, P} heiBt Wahrscheinlichkeitsraum, falls
» Q eine Ergebnismenge,
» A ein Ereignissystem von Q und
» P: A — R ein WahrscheinlichkeitsmaB auf A

ist.
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Bedingte Wahrscheinlichkeit

» Oft hdangt die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses A vom
Eintreten eines anderen Ereignisses B ab.

» Uns interessiert dann nur noch die Wahrscheinlichkeit unter
dieser , Bedingung" B.

» Wir beschrianken die , moglichen Elementarereignisse”, die wir
bei der Berechnung der Wahrscheinlichkeit betrachten.
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Bedingte Wahrscheinlichkeit

Definition
Sei P(B) > 0, dann heiBt

P(AN B)

P(AIB) = 5 g

die bedingte Wahrscheinlichkeit von A gegeben B.

Die bedingte Wahrscheinlichkeit ist nur fiir bedingende Ereignisse
mit P(B) > 0 definiert.
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Wahrscheinlichkeiten von Schnittmengen und
bedingte Wahrscheinlichkeiten

Seien A, B, ..., Y, Z Ereignisse eines Zufallsvorgangs. Dann gilt
unter der Voraussetzung P(ANBN...NY) > 0:

P(ANBN...NnZ) = P(A)
P(BIA)
P(C|IANB)
EP'('Z|AmBm...m Y)

Fiir {A, B}, bekommen wir nichts anderes als die
(umgeschriebene) Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit:

P(AN B) = P(A) - P(B|A) = P(B) - P(A|B)
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Satz von der vollstandigen Wahrscheinlichkeit

Seien die Ereignisse A1, ..., Ak eine Partition von €, d. h.
1. AinAj =0 fir alle i # j (d. h. alle Ereignisse sind disjunkt)
2. AAUAU...UA,=9Q,

dann gilt:

k
P(B) =) P(BIA) - P(A)
i=1
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Formel von Bayes

Seien die Ereignisse A1, ..., Ak eine Partition von € und gelte
P(B) > 0, dann gilt:

P(B|A;) - P(A))
S P(BIA) - P(A)

P(Aj1B) =
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A-priori- und a-posteriori-Wahrscheinlichkeiten
Sei {A1,...,An} eine Partition von Q.

Wir nennen P(A;) die a-priori-Wahrscheinlichkeiten.
Es trete nun das Ereignis B C Q ein.

Fiir die moglichen Ereignisse A; seien die bedingten
Wabhrscheinlichkeiten P(B|A;) fiir alle A; bestimmbar.

Gegeben B gilt dann:

P(B|A)) - P(A)
il P(BIA)) - P(A)

Die P(Aj|B) heiBen a-posteriori-Wahrscheinlichkeiten.

P(Aj1B) =

Sie beinhalten die Zusatzinformation iiber die A; durch die
Realisierung von B.
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Definition stochastisch unabhangige Ereignisse

Zwei Ereignisse A und B mit positiven Wahrscheinlichkeiten heiBen
voneinander stochastisch unabhangig, wenn gilt:

P(ANB)=P(A)-P(B)
Dies impliziert fiir die bedingten Wahrscheinlichkeiten:

P(B|A) = P(B) und P(A|B) = P(A)
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Kapitel 8: Zufallsvariablen und
Verteilungen
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Definition Eindimensionale Zufallsvariable

Fiir eine gegebene Ergebnismenge 2 eines Zufallsexperimentes
heiBt eine Funktion

X : Q=R
w = X(w),

eindimensionale Zufallsvariable.

Hierbei heiBt (fiir gegebenes w) der Funktionswert X(w) die
Realisation dieser Zufallsvariablen.
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Wahrscheinlichkeiten von Zufallsvariablen

Fiir eine Menge B C R von Zahlen und eine Zufallsvariable X seien
alle Elementarereignisse w € €, fiir welche X einen Wert
X(w) € B annimmt, das Ereignis A definiert:

A={weQ: X(w) € B}
Es gilt also:

weAs X(w)eB

Wir schreiben P(B) = P(X(w) € B):
Woahrscheinlichkeit, dass die Zufallsvariable X einen Wert in B
annimmt.

Es gilt hier P(B) = P(A).
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Definition Mehrdimensionale Zufallsvariable

Fiir eine gegebene Ergebnismenge 2 eines Zufallsexperimentes und
ein n € N heiBt eine Funktion

X : Q=R
w = X(w),
mehrdimensionale Zufallsvariable.

Wir verstehen X als Vektor von n eindimensionalen
Zufallsvariablen:
X =X, X2,...,X,)
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Definition Unabhangigkeit von Zufallsvariablen

Die Zufallsvariablen X1, X3, ..., X, heiBen unabhdngig, falls fiir
beliebige Teilmengen By, By, ..., B, C R gilt:

P(X1€By,....,.Xn€Bp)=P(X1€By)-...-P(Xy € Bp)
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Definition Verteilungsfunktion

Die Funktion F : R — R mit F(x) = P(X < x) heiBt
Verteilungsfunktion von X.

Sie gibt die Wahrscheinlichkeit an, mit welcher die Zufallsvariable
X einen Wert von héchstens x annimmt.

Eigenschaften:
» limy_o F(x) =0
> limy o F(x) = 1
» F(x1) < F(x2) fiir alle xq, x2 mit x; < x» (monoton wachsend)
> Iimx_»(gr F(x) = F(xo) fiir alle xo (rechtseitig stetig)

> P(a< X <b)=F(b)— F(a) firallea,bmita<b
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Eindimensionale diskrete Zufallsvariablen

Eine diskrete Zufallsvariable kann nur endlich oder abzahlbar
unendlich viele Werte annehmen.

Der Wertebereich besitzt also die Gestalt
{X1,X2,X37 . }

Zu jedem x; gibt es dann eine Zahl p; > 0 mit p; = P(X(w) = x;)
und pr+pp+p3+... =1
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Wahrscheinlichkeits- und Verteilungsfunktion
von diskreten Zufallsvariablen
Wahrscheinlichkeitsfunktion

p; falls x = x;

0 sonst

Fix)=P(X<x) = f(x)

X <x

Die Verteilungsfunktion diskreter Zufallsvariablen ist eine
Treppenfunktion.

Wir nennen die Verteilungsfunktion manchmal auch kumulierte
Wahrscheinlichkeitsfunktion.
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Wichtige diskrete Verteilungen

» Bernoulliverteilung
» Binomialverteilung

» Poissonverteilung
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Die Bernoulliverteilung B(1, p)

Fiir ein gegebenes Ereignis A C € nennen wir eine Zufallsvariable
X Bernoulli-verteilt, falls sie nur zwei Werte annehmen kann:

X(w) 1 fallsweA
w =
0 fallsw¢gA

Die Wahrscheinlichkeit, dass X(w) = 1 bezeichnen wir mit
P(X = 1) = P(A) = p
und die entsprechende Gegenwahrscheinlichkeit mit

P(X=0)=P(A)=1-P(A)=1-p

Eine Bernoulli-verteilte Zufallsvariable ist allein durch den
Parameter p € [0, 1] charakterisiert. Wir schreiben X ~ B(1, p).
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Die Bernoulliverteilung: f und F
Wabhrscheinlichkeitsfunktion £

f(x)
1—p °
1% °
o o X
0 1
Verteilungsfunktion F
F(x)
1 ——
1—-p ——o0
o X
0 1
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Die Binomialverteilung B(n, p)

Fiir n unabhangige und identische Bernoulli-verteilte
Zufallsvariablen X1, X5, ..., X, heit deren Summe

X = zn:x,-
i=1

binomialverteilte Zufallsvariable.

X ~ B(n, p) kann die Werte 0,1, ..., n annehmen.
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Die Binomialverteilung B(n, p)

Es gibt...
> eine Moglichkeit, dass X = 0.
> n Moglichkeiten, dass X = 1.
| 2 @ Moglichkeiten, dass X = 2.
>

> <Z> Méoglichkeiten, dass X = k fir k =0,1,...,n.
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Die Binomialverteilung: Wahrscheinlichkeiten

Wie wahrscheinlich ist es

zu beobachten?

P(Xy=1,..., Xk =1, X431 =0,..., X, = 0) =2
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Die Binomialverteilung: Wahrscheinlichkeiten

Wie wahrscheinlich ist es

zu beobachten?
Aus unabhingig und identisch verteilt folgt:

POXy=1,...,Xc=1,Xe41=0,..., X, =0)

= PXg=1)...-P(Xe =1)-P(Xgs1 =0)-...- P(X, =0)

P P 1-p 1-p
k—mal n—k—mal
k n—k
= p-(1-p)
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Die Binomialverteilung: Wahrscheinlichkeiten

Wie viele Mdglichkeiten gibt es, genau k Einsen zu beobachten?

Diese Anzahl gibt der Binominialkoeffizient <Z> an:

(1) = m

Daher ist die Wahrscheinlichkeit, genau k Einsen zu beobachten:

P(X = k) = <Z> R (1= p)k

Modul 1 Methoden: Statistik, Teil 1, Wintersemester 24 /25, Lars Metzger 40 / 99



Die Binomialverteilung: f und F

Wahrscheinlichkeitsfunktion:

N.pX-(1—p)"> fall 1,...
f(x):{(x) p*-(1—p)"™ falls x€{0,1,....n}
0 sonst

Verteilungsfunktion:

Fx) = > f(k

keN:k<x

= > (:) pF (1 —p)

keN:k<x

Offensichtlich: F ist fiir groBe n und k nur schwer zu berechnen!

— Interaktive Binomialverteilung
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Poissonverteilung P(\)

Eine Zufallsvariable X mit Wertebereich {0,1,2,...} heiBt
poissonverteilt mit Parameter A > 0, X ~ P(}), falls

P(X = k) =

X exp(—A) falls k=0,1,2,...
0 sonst
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Poissonverteilung und Binomialverteilung

Falls die StichprobengréBe n sehr groB wird und dabei die
Erfolgswahrscheinlichkeit p sehr klein, und zwar so, dass n- p = A,
dann kann die Binomialverteilung durch die Poissonverteilung mit
Parameter A\ approximiert werden:

B(n,p) — P(})
n—o0,p—0
mit n-p=X\

Als Faustregel kann die Poissonverteilung benutzt werden, falls
> n>50
> p<0,1
> n-p<10
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Eindimensionale stetige Zufallsvariablen

Wir nennen eine Zufallsvariable stetig, falls sie {iberabzdhlbar
unendlich viele Werte annehmen kann und jeder einzelne dieser
Werte mit Wahrscheinlichkeit null auftritt.

In diesem Fall besitzt sie eine Dichtefunktion f, sodass die
Verteilungsfunktion F folgende Gestalt hat:

F(x) = / f(t)dt fur jedes x € R
Es gilt immer:

/ f(x)dx =1 und f(x) > 0 fiir alle x € R
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Dichtefunktion

f(x)

F(Xo)
=P(X < xo)

= [ f(t)dt

X0
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Eigenschaften der Verteilungsfunktion fiir stetige
Zufallsvariablen

Sei F die Verteilungsfunktion einer stetigen Zufallsvariablen X.

Dann gilt fiir a < b:

» 0<F(a)<1

> Fa)=P(X <a)=P(X <a)

» P(X>a)=1-P(X<a)=1-P(X<a)=1-F(a)

> Pa< X <b)=Pla< X <b)=F(b)—F(a)
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Wichtige stetige Verteilungen

» Gleichverteilung

» Normalverteilung
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Gleichverteilung

Sind a, b reelle Zahlen mit a < b, so heiBt eine Zufallsvariable X
mit der Dichtefunktion

1
f(X):{ba fallsa<x<b
0 sonst

gleichverteilt (oder uniformverteilt), X ~ U(a, b).
Eigenschaft: Intervalle gleicher Lange sind gleich wahrscheinlich.

Verteilungsfunktion:

0 falls x < a
Fix)=q%2 fallsa<x<b
1 falls x > b
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Dichtefunktion der Gleichverteilung

Sei X ~ U(1,4):

f(x)

0.35
0.30
0.25
0.20
0.15
0.10
0.05

0

o == e m mm -
S o O e

0
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Verteilungsfunktion der Gleichverteilung

Sei X ~ U(1,4):
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Normalverteilung A/ (11, 02)

Eine Zufallsvariable X mit der Dichtefunktion

_ 1 (x — p)?
If(x)—\/mexp<—%‘2 , X €R,

wobei i € R und o > 0 ist, heiBt normalverteilt, X ~ A(u,0?).

Falls © = 0 und ¢ =1, so heiBt X standard normalverteilt,

X ~N(0,1):
f(x) = \/127exp <—)2<2> , Xx€R
™

Wir bezeichnen die Dichtefunktion der Standardnormalverteilung
mit ¢.
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Eigenschaften der Dichte der Normalverteilung

Die Dichte f der N(y, 0?)-Verteilung ist symmetrisch zu j:
f(n—x)=f(u+ x) fir alle x e R

f besitzt ein globales Maximum im Punkt x = p und zwei
Wendepunkte an den Stellen x =y — o und x = p + 0.

f(x)

w—o H pu+o
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Standardisierte Zufallsvariable Z = —X;"’

Ist die Zufallsvariable X gem3B N (i, 02) verteilt, so ist die
standardisierte Zufallsvariable

gemaB N(0, 1) verteilt.
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Verteilungsfunktion der Normalverteilung

Wie bei allen stetigen Zufallsvariablen gilt auch hier:

(o]
Leider lasst sich dieses Integral fiir £(x) = —Lexp <—(X2j;;)2)

nicht explizit als Funktion von x darstellen.

Die Werte der Verteilungsfunktion ® der Standardnormalverteilung
finden sich als Tabelle im Anhang aller Statistik-Biicher.
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Tabelle mit Werten der Standardnormalverteilung ®

Sei Z ~ N(0,1) standardnormalverteilt.

0.00 0.01 0.02

0.0 | 0.5000 0.5040 0.5080
0.1 | 0.5398 0.5438 0.5478
0.2 | 0.5793 0.5832 0.5871
0.3 | 0.6179 0.6217 0.6255

Die Tabelle zeigt P(Z < x + y), wobei x die Zeile und y die Spalte
bezeichnet.

Die Wahrscheinlichkeit, dass Z einen Wert annimmt, der kleiner
oder gleich 0,22 ist, lautet 0,5871, also $(0,22) = 58,71%.
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Verteilungsfunktion fiir Normalverteilung N (i, 02)
F(x) gibt die W'keit an, dass X hochstens den Wert x hat:

F(x) =P(X < x)

Wir formen nun die Ungleichung X < x um:

X<x & X—pux—p <

Also gilt:

F(x):u><x_“gx_“>

g g

Mit Z = X=£ gilt demnach:

F(x)_P(Z§X;“>_<b<X;“>
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Funktionen von Zufallsvariablen

Funktionen g(X) oder g(Xi, Xz, ...) von Zufallsvariablen X oder
X1, X2, ... sind selbst wiederum Zufallsvariablen.

Lineare Funktionen von normalverteilten Zufallsvariablen sind
ebenfalls normalverteilt:

» Falls X ~ N, danngilt: Y =a+ bX ~ N.

» Die Summe normalverteilter Zufallsvariablen ist ebenfalls
normalverteilt.

» Durch die lineare Transformation verandern sich aber y und
o2, dazu spater mehr.
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Verteilung mehrdimensionaler Zufallsvariablen

Die gemeinsame Verteilungsfunktion

Ist (Xi,...,Xy) eine n-dimensionale Zufallsvariable, so heiBt die
Funktion F, die jedem Vektor (x1,..., x,) die Wahrscheinlichkeit

F(xi,...yxn) =P(X1 < x1,..., X5 < xp)

zuordnet, die gemeinsame Verteilungsfunktion von Xi, ..., X),.
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Gemeinsame Wahrscheinlichkeitsfunktion von
mehrdimensionalen diskreten Zufallsvariablen

P(X1=x1,...,Xn =xn) = f(x1,...,%n)

Beispiel fiir n = 2:

0,05 0,05 0,00
0,06 0,15 0,10
0,00 0,15 0,45

W N =X

Die Wahrscheinlichkeit, dass X =2 und Y = 3, betragt
P(X=2,Y =3) =10%.
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Gemeinsame Dichtefunktion von mehrdimensionalen
stetigen Zufallsvariablen

Gemeinsam verteilte Zufallsvariablen Xi,..., X, haben eine
gemeinsame Dichtefunktion f(x,...,x,), sodass die gemeinsame
Verteilungsfunktion F die folgende Gestalt hat:

X1 Xn
F(xl,...,x,,):/ / f(ty, ..., ty)dty...dt
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Gemeinsame Dichte- und Verteilungsfunktion von
zweidimensionalen stetigen Zufallsvariablen

a b
P(X <a, Y <b) :/ / f(tx, t,)dt, dt,
—00 J —00

Die Wahrscheinlichkeit, dass X < a und Y < b, entspricht dem
Volumen unter dem roten Bereich der Dichtefunktion f.
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Randverteilungen diskreter Zufallsvariablen

Fiir eine gegebene gemeinsame Verteilungsfunktion F(x, y) bei
welcher X genau k Werte und Y genau m Werte annehmen kann,
definieren wir zunachst die Randwahrscheinlichkeiten:

m k

fi(x) =Y flxy) und H(y) = > fxi,y)

i=1 i=1

und ermitteln die Randverteilungen F;(x) und F(y) wie folgt:

= A(x) und Fa(y) = D f(yi)

xi<x yi<y
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Beispiel diskrete Randverteilungen

Vorgehen: wie bei Kontingenztabelle und Randh&ufigkeiten

0,1
0.4

y| 1 2 3 | f(x)
X
1 0,05 0,05 0,00 0,1
2 0,05 0,15 0,10 | 0,3
3 0,00 0,15 045 | 06
f(y) 01 035 055 1
falls x < 1 0
falls 1 < x < 2 0,1
< Fo(v) —
falls 2 < x < 3 20) =Y .45
falls 3 < x 1
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Randverteilungen stetiger Zufallsvariablen

Fiir eine gegebene gemeinsame Verteilungsfunktion F(x, y)
definieren wir zuerst die Randdichten:

i) = [ fxy)dy

—0o0

h(y) = /OO f(x,y)dx

—00

und ermitteln die Randverteilungen F;(x) und F>(y) wie folgt:

Fi(x) = /X fi(t)dt =: F(x,0)

—00

Fa(y) = / " B(t)dt = F(oo.y)
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Bedingte Wahrscheinlichkeits- bzw. Dichtefunktionen

Fiir eine gegebene gemeinsame Wahrscheinlichkeits- bzw.
Dichtefunktion f(x,y) nennen wir fiir jedes feste y mit f(y) # 0
den Ausdruck

f(x,y)

flxly) = 0y

die bedingte Wahrscheinlichkeits- bzw. Dichtefunktion von X
bei gegebener Realisierung y von Y.

x €R
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Bedingte Wahrscheinlichkeits- bzw. Dichtefunktionen

Fiir eine gegebene gemeinsame Wahrscheinlichkeits- bzw.
Dichtefunktion f(x,y) nennen wir fiir jedes feste y mit f(y) # 0
den Ausdruck

f(x,y)

flxly) = 0y

die bedingte Wahrscheinlichkeits- bzw. Dichtefunktion von X
bei gegebener Realisierung y von Y.

x €R

Ebenso fiir festes x mit f1(x) # O:

f(x,y)

fi(x)

Bedingte Wahrscheinlichkeits- bzw. Dichtefunktion von Y bei
gegebenem x von X.

f(y|x) =

, Y ER
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Bedingte Wahrscheinlichkeitsfunktionen im Beispiel

y| 1 Ally=1)| 2 flxly=2)| 3 flxly=3)
X
1 0,05 0,50 0,05 0,14 0,00 0,00
2 0,05 0,50 0,15 043 0,10 0,18
3 0,00 0,00 0,15 0,43 0,45 0,82
A(y)| 010 > = 035 > = 055 > =
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Unabhangigkeit von Zufallsvariablen

Fiir die Zufallsvariablen Xi, ..., X, sei F(xi,...,x,) die
gemeinsame Verteilungsfunktion und f(xi, ..., x,) die gemeinsame
Wabhrscheinlichkeitsfunktion bzw. Dichte.

Es bezeichnen F;(x;) bzw. fi(x;) die Randverteilungen bzw. die
Randwahrscheinlichkeiten /-Dichten.

Die Zufallsvariablen Xi, ..., X, sind unabhangig, falls
F(xi,...,xn) = F1(x1) - ... - Fa(xn) fur alle xq, ..., x,
bzw.
(X1, oyxn) = f(x1) - ... - fo(xn) fir alle xq,..., xp

gilt.
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Kapitel 9: Verteilungsparameter
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Charakterisierung von Zufallsvariablen

Teil 1 ,,Deskriptive Statistik*:

Kennzahlen, welche die Lage und die Streuung von Stichproben
beschreiben

Median, arithmetisches Mittel, mittlere quadratische Abweichung

Teil 2 ,,Wahrscheinlichkeitsrechnung*:

Kennzahlen, welche die Verteilung von Zufallsvariablen
charakterisieren

Teil 3 ,, Inferenz Statistik*:

Schatzung der theoretischen Kennzahlen durch die
korrespondierenden empirischen Kennzahlen
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Definition Median und a-Quantil

Sei X eine eindimensionale Zufallsvariable.

Jeder Wert x mit

P(X >x)>=und P(X < x) >

N =
N =

heiBt Median, Xpeq-
Fiir ein @ mit 0 < o < 1 heiBt jeder Wert x, mit

P(X >xy)>1—aund P(X <x,) >«
a-Quantil.
Fiir jedes o mit 0 < @ < 1 gibt es mindestens ein a-Quantil.
Fir a = % ist jedes X%—Quantil ein Median.
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Mehrere a-Quantile: Welches wahlen wir aus?

In manchen Fillen gibt es mehrere a-Quantile.

Es gibt verschiedene Vorschlage, welches a-Quantil dann
auszuwahlen ist:

» Waihle das kleinste x, welches ein a-Quantil ist.
> Widhle das Mittel vom kleinsten und gréBten a-Quantil.
Falls in einer Klausuraufgabe nach einem «a-Quantil gefragt wird

und es mehrere a-Quantile gibt, so ist jedes a-Quantil eine richtige
Antwort.
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a-Quantile von stetigen Zufallsvariablen

Fiir jede stetige Zufallsvariable X gilt P(X = x) = 0 fiir alle x und

damit:
P(X>x)=1-P(X<x)=1-F(x)

Also folgt fiir jedes & mit 0 < o < 1 und dessen a-Quantil x,:

1-F(xa) >1—aund F(xq) >«
S——— SN——
P(X>xa) P(X<xa)

Dies ist dquivalent zu der einfacheren Bedingung:
F(xo) =«

Falls die Dichtefunktion f positiv ist, so ist F streng monoton
steigend und jedes a-Quantil ist eindeutig bestimmt.
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Definition Erwartungswert

Sei X eine diskrete Zufallsvariable mit Wertebereich {xi, x2, ...}
und Wahrscheinlichkeitsfunktion f.

Dann heiBt
E[X] =) xif(x)

der Erwartungswert von X.

Sei X eine stetige Zufallsvariable mit Dichtefunktion f.
Dann heiBt

E[X] = / " f(x)dx

—0o0

der Erwartungswert von X.
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Rechenregeln fiir Erwartungswerte

Im Folgenden untersuchen wir die Auswirkungen auf den
Erwartungswert durch:

» Symmetrie
» Lineare Transformationen
» Addition mehrerer Zufallsvariablen

» Unabhangigkeit von Zufallsvariabelen
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Erwartungswert bei Symmetrie

Ist die Wahrscheinlichkeits- bzw. Dichtefunktion f symmetrisch
beziiglich eines Punktes x = a, so gilt:

E[X]=a
Bei Symmetrie gilt f(a — x) = f(a+ x) fiir alle x.

Versuche das Resultat anhand dieser Eigenschaft selbst zu
begriinden.
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Erwartungswerte von Funktionen von Zufallsvariablen
Funktionen von Zufallsvariablen sind wiederum Zufallsvariablen.

Wir kdnnen Erwartungswerte dieser transformierten
Zufallsvariablen ausrechnen:

Sei X eine Zufallsvariable und g : R — R. Dann gilt:
a) Wenn X diskret mit Wahrscheinlichkeitsfunktion f ist:
Elg(X)] = g(x) - f(x)
i€l
b) Wenn X stetig mit Dichtefunktion f ist:

o0

Elg(X)] = / g(x) - F(x)dx

—0o0
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Erwartungswert bei linearer Transformation

Sei X eine Zufallsvariable und g(X) = a+ bX eine lineare
Transformation von X.

Dann gilt:
E[a+ bX] = a+ bE[X]
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Erwartungswert der Summe mehrerer Zufallsvariablen

Seien X1, Xo, ..., X, Zufallsvariablen mit gemeinsamer
Woahrscheinlichkeits- bzw. Dichtefunktion f.

Dann gilt:
E

> %
i=1

=Y E[X]
i=1
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Erwartungswert bei unabhangigen Zufallsvariablen
Seien X1, Xo, ..., X, unabhdngige Zufallsvariablen mit
gemeinsamer Wahrscheinlichkeits- bzw. Dichtefunktion f.

Dann gilt:
E

1%
i=1

= [JEX]
i=1
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Wiederholungen, arithmetisches Mittel und Erwartungswert

Mit ,,Erwartung" ist Folgendes gemeint:

Bei unabhangiger Wiederholung des gleichen Zufallsexperimentes
sollte zu erwarten sein, dass das arithmetische Mittel aller
Ausgange ungefdhr dem Erwartungswert der Zufallsvariablen
entspricht.

Je haufiger wiederholt wird, desto zuverldssiger kann erwartet
werden.

Modul 1 Methoden: Statistik, Teil 1, Wintersemester 24 /25, Lars Metzger 80 / 99



Definition: Varianz und Standardabweichung

Sei X eine Zufallsvariable mit Wahrscheinlichkeits- bzw.
Dichtefunktion f.
Dann heiBt

Var(X) = E [(X — E[X])?]
die Varianz von X.
Anstelle von Var(X) schreiben wir kiirzer o2
Zufallsvariable gemeint ist.

, wenn klar ist, welche

Die positive Wurzel /Var(X) heiBt Standardabweichung von X
(kiirzer: o).
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Der Verschiebungssatz

E [(X — E[X])?] = E[X?] — E[X]?
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Die Varianz von linearen Transformationen

Sei X eine Zufallsvariable und a + bX eine lineare Transformation.
Dann gilt:
Var(a + bX) = b*Var(X)
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Die Varianz der Summe von unabhangigen Zufallsvariablen
Seien X1, Xo, ..., X, unabhdngige Zufallsvariablen mit
gemeinsamer Wahrscheinlichkeits- bzw. Dichtefunktion f.

Dann gilt:

Var <i X,') = iVar(X,-)
i=1 i=1
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Erwartungswerte und Varianzen wichtiger Verteilungen

Verteilung von X E[X] Var(X)

Bernoulliverteilung  B(1, p) p p-(1—p)

Binomialverteilung  B(n,p) | n-p | n-p-(1—p)

Poissonverteilung P(\) A A

- - b (b—a)?
Gleichverteilung U(a,b) | 2% i~
Normalverteilung ~ N(u,02) | 1 o?
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Weitere Aussagen iiber Erwartungswert und Varianz

Standardisierung

» Ist X eine Zufallsvariable mit E[X] = x und Var(X) = o2, so
gilt fiir die standardisierte Zufallsvariable Z = %:

E[Z] =0 und Var(Z) =1

Stichprobenmittel

» Sind Xi, ..., X, unabhingige und identische Zufallsvariablen
mit E[X;] = p und Var(X;) = o2 fiir i =1,...,n, so gilt fiir
X =32l Xe

~n

= = 1
E[X] = p und Var(X) = Eaz
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Die Ungleichung von Tschebyscheff

Var(X)

P (X — EIX]| = o) < =5

fir alle ¢ >0

Aus dieser Ungleichung folgen untere Schranken fiir die
Wahrscheinlichkeiten der ko-Bereiche:

1 3 firk=2
P(u—koc <X<u+ko)>1—==<14%
(phosXsptho)z1=15 {g fiir k = 3
| mind. 88% :
: . mind. 75% . '
; ; ; ; ; ; ; X
—30c —20 Y +20 +30
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Kovarianz und Korrelation zweier Zufallsvariablen
Definition:
Fiir zwei Zufallsvariablen X und Y heiBt
Cov(X,Y)=E[(X —E[X])(Y —E[Y])]

= E[X- Y] - E[X]-E[Y]

die Kovarianz von X und Y.

Falls Var(X), Var(Y) # 0, dann heiBt

B Cov(X,Y)
pXY) = v/ Var(X) - \/Var(Y)

der Korrelationskoeffizient von X und Y.
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Cov und p bei linearen Transformationen

Die Kovarianz und der Korrelationskoeffizient von X und Y
messen die lineare Abhangigkeit von X und Y.

Ist Y eine lineare Transformation von X, also Y = a+ b- X, so gilt:
Cov(X,Y) = bVar(X)
und

(X,Y) = bVar(X) _ b 1 fallsb>0
P Nar(X) - /BVar(X) Bl | =1 falls b<0
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Cov und p bei unabhangigen Zufallsvariablen

Sind die Zufallsvariablen X und Y unabhingig, so gilt:
Cov(X,Y)=0

und
p(X,Y)=0

Aus Unabhangigkeit folgt also Unkorreliertheit.

Der Umkehrschluss gilt im Allgemeinen aber nicht!

Fiir zwei normalverteilte Zufallsvariablen X und Y sind
Unabhangigkeit und Unkorreliertheit dquivalent.
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Die Varianz der Summe von korrelierten Zufallsvariablen

Seien Xi,..., X, Zufallsvariablen und sei a+ Y _; b;X; eine
lineare Transformation dieser Zufallsvariablen. Dann gilt

n

Var (a + En: b;X;) = Z 2’7: bibjCov(X;, X;)
i—1

i=1 j=1

= En: b?Var(X;) + 2 zn: > bibjCov(X;, X;)
i=1

i=1 j<i
Spezialfall:

Var(X 4 Y) = Var(X) + Var(Y) + 2Cov(X, Y)
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Bedingte Erwartungen

Wir hatten zuvor die bedingten Wahrscheinlichkeits- bzw.
Dichtefunktionen

itely) = 22 wnd ptyog = )

definiert.
Der bedingte Erwartungswert einer Zufallsvariablen verwendet nun

anstelle der normalen Wahrscheinlichkeits- bzw. Dichtefunktion die
bedingte Wahrscheinlichkeits- bzw. Dichtefunktion.
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Definition bedingter Erwartungswert

Seien X und Y zwei diskrete Zufallsvariablen mit der gemeinsamen
Wabhrscheinlichkeitsfunktion f(x, y).

Dann ist der bedingte Erwartungswert von Y gegeben X = x
mit f1(x) > 0 definiert als:

E[Y|X = x] = ny - H(yilx)

Seien X und Y zwei stetige Zufallsvariablen mit der gemeinsamen
Dichtefunktion f(x, y).

Dann ist der bedingte Erwartungswert von Y gegeben X = x
mit f1(x) > 0 definiert als:

HHX—A—/mwQM@W

—0o0

Modul 1 Methoden: Statistik, Teil 1, Wintersemester 24 /25, Lars Metzger 93 / 99



Kapitel 10:
Gesetz der groBen Zahlen

und
zentraler Grenzwertsatz
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Voraussetzungen

Gegeben seien identisch und unabhangig verteilte Zufallsvariablen
Xi,..., Xy mit E[X;] = p und Var(X;) = o2 fiir i =1,...,n.

In diesem Kapitel interessieren wir uns fiir das Stichprobenmittel
1 n
Xn =~ z; X;
1=

von sehr groBen Stichproben, genauer fiir n — oo.
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Das schwache Gesetz der groBen Zahlen

lim P (|X,—pu| <€) =1firallee>0

n—o0

Zentraler Grenzwertsatz

lim P (i/\_/# < x> = d(x)
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Interpretation des schwachen Gesetzes der groBen Zahlen

n||_>n;o P (|Xn — p| <€) =1fiirallee >0

Bei wiederholten Zufallsvorgangen konvergiert die
Wahrscheinlichkeit, dass das arithmetische Mittel aller Ergebnisse
beliebig nahe am Erwartungswert liegt mit steigender Anzahl von
Wiederholungen gegen 1.

Bemerkungen
> Folgt aus der Ungleichung von Tschebyscheff.
P Setzt keine Informationen iiber die Verteilung der X; voraus.

P Dieses Gesetz gilt auch ohne Unabhéangigkeit und ohne
identische Verteilungen.
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Bemerkungen zum zentralen Grenzwertsatz

Beachte: E[X,] = p und Var(X,) = o?/n.

Die standardisierte Zufallsvariable X";E[)_(”] ist also
\/ var(Xn)

standardnormalverteilt, wenn die StichprobengrdBe n gegen
unendlich strebt.

Der ZGS setzt keine Informationen iiber die Verteilung der X;
voraus.
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Zusammenfassung Teil 2 Wahrscheinlichkeitsrechnung

> Zufallsvorgdnge und Ereignisse

» Elementarereignisse w, Grundmenge
» Rechenoperationen N, U, \
» Partition, Ereignissystem

» Wahrscheinlichkeiten

» klassischer & axiomatischer Wahrscheinlichkeitsbegriff
» Zufallsvariablen und Verteilungen

» diskret und stetig

» Unabhangigkeit

» Wahrscheinlichkeits- bzw. Dichtefunktion f,

Verteilungsfunktion F

» Verteilungsparameter

» Erwartungswert
» Varianz
» Rechenregeln

P> Gesetz der groBen Zahlen und zentraler Grenzwertsatz
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