Mathematik

Technische Universitat Dortmund Fakultat Wirtschaftswissenschaften 26. Marz 2025

Bitte tragen sie ihre Daten sorgfaltig und leserlich ein:

1. Priifungsversuch Ja  Nein
Matrikelnummer Nachname
Studiengang Vorname

Bearbeitungshinweise:
Diese Klausur besteht aus 14 Aufgaben. Alle Aufgaben sind unabhingig voneinander Isbar.
Jede Aufgabe hat vier Antwortmdglichkeiten, von denen jeweils genau eine zutreffend ist.

Markieren sie die jeweils zutreffende Antwortmdglichkeit jeder Aufgabe auf diesem Deckblatt. Es werden aus-
schlieRlich ihre Markierungen der jeweiligen Antwortmdglichkeiten a) bis d) auf diesem Deckblatt gewertet.
Skizzen und Anmerkungen werden nicht bewertet.

Sie diirfen entweder eine oder zwei Antwortmdglichkeiten fiir jede Aufgabe markieren.

Markieren sie genau eine Antwortmdglichkeit, so erhalten sie bei Markierung der zutreffenden Antwortmaéglich-
keit drei Punkte fiir die entsprechende Aufgabe.

Markieren sie genau zwei Antwortmdglichkeiten, so erhalten sie bei Markierung der zutreffenden Antwortmdog-
lichkeit einen Punkt fiir die entsprechende Aufgabe.

In allen anderen Fillen erhalten sie null Punkte fiir diese Aufgabe.

Bitte verwenden sie einen Kugelschreiber oder nicht zu starken Filzstift.

Es sind keine Hilfsmittel zugelassen (insbesondere keine Taschenrechner).

Bei 26 von maximal 42 erreichbaren Punkten ist die Klausur in jedem Fall bestanden.
Die Bearbeitungszeit betragt 90 Minuten.

Viel Erfolg!

Korrekturhinweis: Wenn sie irrtiimlich ein falsches Kastchen
Markierung: X Korrektur: . angekreuzt haben, malen sie dieses bitte vollstandig aus und

kreuzen sie eindeutig erkennbar die zutreffende Antwort an.

a) b) ¢ d) a) b) ¢ d) a) b) ¢ d)
Aufgabe 1 D D D D Aufgabe 6 D D D D Aufgabe 11D D D D
Aufgabe 2 D D D D Aufgabe 7 D D D D Aufgabe 12D D D D
Aufgabe 3 D D D D Aufgabe 8 D D D D Aufgabe 13D D D D
Aufgabe 4 D D D D Aufgabe 9 D D D D Aufgabe 14D D D D
Aufgabe 5 D D D D Aufgabe 1OD D D D
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Aufgabe 1 zu Kapitel 6 Differentialrechnung
Es sei die Funktion f : [—5,5] — R durch

f(r) =2 +2z+5firalle —5<2<5
definiert.
Welche der folgenden Aussagen ist falsch?
a) f ist streng monoton fallend auf [1,5].
b) f ist monoton fallend auf [—5, —1].
c)
d)

ist monoton steigend auf [—1, 5.

f
f ist streng monoton steigend auf [1, 5].
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Aufgabe 2 zu Kapitel 6 Differentialrechnung

Es seien die zwei Funktionen f, g : (0,00) — R durch
f(z) =In(x) und g(x) = 10 — z fiir > 0

gegeben.
Wie lautet die Ableitung (f(x) - g(z))"?

a) (f(x)-g(@) = —1—1n(x)

b) (f(2)-g(2))" =—3

c) (f(z)-g(z)) =3 -1

d) (f(2) - g(x)) =€*(10 — 2) — In(x)
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Aufgabe 3 zu Kapitel 7 Anwendungen der Differentialrechnung

Die Gleichung
zy? = 100

definiere fiir x,y > 0 folgenden Graphen:

Y

xy? = 100

4

Wie lautet die Steigung des Graphen im Punkt (4,5)7

) -3
) 4 =
) #--3
0 %~
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Aufgabe 4 zu Kapitel 8 Konkave und konvexe Funktionen
Es sei die Funktion f : R — R definiert durch:

Fa) = {x falls 2 < 1

2—x fallsz>1

Welche der folgenden Aussagen ist richtig?

a) Die Funktion f ist konkav.

)

b) Die Funktion f ist konvex.

c) Die Funktion f ist strikt konkav.
d)

Die Funktion f ist strikt konvex.
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Aufgabe 5 zu Kapitel 9 Optimierung
Es sei die Funktion f : (0,00) — R definiert durch

o0 1
f(x):;+§xfijr:c>0

Welche der folgenden Aussagen ist falsch?

a) Die Funktion f besitzt eine Maximumstelle.

)

b) Die Funktion f besitzt eine Minimumstelle.

c) Die Funktion f besitzt keine Maximumstelle.
)

d) Esgilt f(x) > 10 fiir alle z > 0.
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Aufgabe 6 zu Kapitel 9 Optimierung
Die Funktion f sei fiir —3 < x < 0 definiert durch

f(z) = 2® 4+ 62% + 122 + 8

Wie lautet die Minimumstelle z* dieser Funktion auf [—3,0]7

a) ¥ = -3
b) a* = -2
c) ¥ =—1
d) 2*=0
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Aufgabe 7 zu Kapitel 10 Integration

Es sei die im Diagramm graue Flache durch A(t) bezeichnet.

Y

R

£ :

Welcher der folgenden Ausdriicke in Bezug auf die Ableitung A’(t) ist falsch?

a) A'(t) ist an der Stelle ¢ = 0 nicht definiert.
b) A(t)=t+1fir-1<t<0

Q) At)=1—tfiro<t<l1

d) A(t)=0firl <t
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Aufgabe 8 zu Kapitel 12 Matrizenalgebra
Welche Aussage in Bezug auf das Produkt der Matrizen

1 2 17 =2
A—(8 17)undB—(_g 1 )

ist richtig?
10
a)AB:<0 1)
00
g an= (00
11
c)AB:<1 ]
1
ban-(})
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Aufgabe 9 zu Kapitel 13 Determinanten, Inverse und quadratische Formen

Betrachtet sei das folgende System linearer Gleichungen:
2 -1\ [(z\ (1
4 -2 y )\ 2 )

Welche der folgenden Aussagen ist wahr?

wobei z,y € R.

a) Das obige Gleichungssystem hat unendlich viele Losungen.

b

Das obige Gleichungssystem hat genau eine Losung.

C

d

Das obige Gleichungssystem hat keine Ldsung.

)
)
)
)

Das obige Gleichungssystem hat genau zwei Losungen.
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Aufgabe 10 zu Kapitel 14 Funktionen mehrerer Variablen

Die Funktion f : R? — R sei durch
flz,y) = 22° + 3zy — 2y

fir alle x,y € R definiert.
Wie lautet die Hessematrix der Funktion f7

) e =5 %)
o) e = (3 %)

g ran=(2 )

d) Die Funktion f besitzt keine Hessematrix.
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Aufgabe 11 zu Kapitel 15 Partielle Ableitungen im Einsatz
Gegeben sei die Funktion f : R? — R mit

flz,y) =In(z® +1) +y

Welche der folgenden Aussagen ist wahr?

a) Die Funktion f ist nicht homogen.

)

b) Die Funktion f ist homogen vom Grad 1.

c) Die Funktion f ist homogen vom Grad 2.
)

d) Die Funktion f ist homogen vom Grad 22 fiir x € R.
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Aufgabe 12 zu Kapitel 17 Optimierung ohne Nebenbedingungen

Die Hessematrix der Funktion f : R? — R sei gegeben durch

(e, y) = < ;l _34 >

Welche der folgenden Aussagen ist wahr?
a) f ist weder konkav noch konvex.

b

ist konkav.

) f

) f

c) f ist konvex.
)

d) f ist streng konkav.
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Aufgabe 13 zu Kapitel 17 Optimierung ohne Nebenbedingungen
Gegeben sei die Funktion f : R? — R mit

f(z,y) =22% + 3xy — 2%, firz,y € R

Welche der folgenden Aussagen ist in Bezug auf die Stelle (zo, y9) = (0,0) wahr?

a) (wo,yo) ist ein Sattelpunkt von f.

b) (zo,vo) ist keine Extremstelle von f.
c) (xo, o) ist eine Maximumstelle von f.
d) (xo,yo) ist eine Minimumstelle von f.
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Aufgabe 14 zu Kapitel 18 Nebenbedingungen in Gleichheit

Wie lautet/lauten die Extremstellen des folgenden Optimierungsproblems?

max 22° 4+ 3zy — 2y* udBxr+y =6

a) (¢%,y7) = (7,-1)
b) (%, y") = (6,0)

c) (z%,y") = (8,-2)
d) (z% ") = (=2,8)
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Losung zu Aufgabe 1

Losungsvariante mit 1. Ableitung

Es gilt:
f(z)=22+2>0&2r> 212> -1

Wir konnen zusammenfassen festellen:

<0 falls =5 <z < —1
f(x)¢=0 fallsz=—1
>0 fallsz > -1

Also gilt:
e f ist monoton fallend auf [—5, —1]
e f ist monoton steigend auf [—1, 5]

e [ ist streng monoton steigend auf [1, 5]
aber

e [ ist nicht streng monoton fallend auf [1, 5].

Losungsvariante mit Ungleichungen

Priife Aussage, dass f streng monoton fallend auf [1,5]. Seien z1, 2o mit 1 < 27 < 25 < 5.

Dann gilt:
flze) < f(z1) & 25 + 209+ 5 <2} + 22, + 5 2> — 25 +2(xy —21) <0

S (g —x1) (T2 + 1) + 2(22 — 1) <0< 29 + 21 + 2 < 0 Widerspruch
0 >0
>

Also ist f nicht streng monoton fallend auf [1,5].
Lésung zu Aufgabe 2
Da es sich bei f(z) - g(x) um ein Produkt handelt, ist die Produktregel beim Ableiten anzuwenden:

(f(2) - g(@)) = f'(z) - g(x) + f(2) - ()
mit f/(z) = < und ¢'(z) = —1 folgt:

(@) g(2)) = 2 (10— 2) +In() - (1) = = — £ —n(@) = 22— 1~ In(a)

X x x x
Losung zu Aufgabe 3

Losungsweg implizites Differenzieren

Interpretiere y als Funktion von z: y(x) und leite beide Seiten der Gleichung zy(z)? = 100 mit Produkt- und
Kettenregel nach x ab.

Produktregel:
!/
y(@)? + 2 (y(2)?) =0
Kettenregel:
Y@ +3-2 902 =0
dx

Umstellen nach 2 (nun kann wieder y anstelle von y(z) geschrieben werden):

dy o dy Y y

dy P
dr 7 de  2zxy 2x

Y+ 2ry—= = 0 < 2zy
dx
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An der Stelle (z,y) = (4,5) gilt dann:
dy __ 5 _ 5

dx 2-4 8
Losungsweg durch implizites Funktionen Theorem

Fir F'(z,y) = xy? gilt: Die Steigung einer Hohenlinie durch den Punkt (z¢,y) kann berechnet werden durch:

dy F{(on,?Jo) '
YW _ L0 %) s B (a, 0
dz F2/($07y0) ( 2( 0 yO) 7& )

Mit F(z0,50) = y5 und Fi(z0,y0) = 2z0yo folgt:
dy % w
dx 2x0yo  2xo

Fir (xo,y0) = (4,5) gilt dann:
dy 5 5
de  2-4 8
Lésung zu Aufgabe 4

Losungsvariante Definition

Eine Funktion ist konkav, falls

FOz+ (1= Nag) > Af(z1) + (1 = N) f(xz)
fur alle x1 £ 2o und 0 < A < 1.

f ist konvex, falls die Ungleichung umgekehrt gilt. f ist strikt konkav/konvex, falls die jeweilige Ungleichung
strikt gilt.

Nehme ohne Beschrankung der Allgemeinheit an, dass z; < xs.

Nehme vorldufig an, dass Az; + (1 — A\)zy < 1. Daraus folgt, dass x; < 1 und f(x;) = ;.
(Waére 1 > 1, dann wére auch xo > 1 und Az + (1 — A)zo > 1.)

Fall 2o <1 (= f(zq) = x9)
M)+ 1= N f(z2) = Az + (1= Ny
= f(Az1+ (1 = A)z2) = AMf(21) + (1 = A) f(22)

Die Ungleichung kann also nicht fiir alle x; # x5 strikt sein, daher kann strikte Konkavitit/Konvexitit ausge-
schlossen werden.

Fall To > 1 (:> f((lfg) =2—- .1‘2)

fOzr+ (1 =Nzx2) = Axp+ (1= Ny
M)+ (1 =N f(z2) = A+ (1=X)(2—1z9)

Es gilt dann:

fOar+ (1= Nza) > Af(21) + (1= A)f(22)
S Az +(1=Nz2 = A+ (1= A)(2 —22)
S (1=Nzg > (1-N)(2— 2
S xy > 2— 19

Sae > 1V

Daher kann f nicht konvex sein. Dann bleibt nur die Antwortméglichkeit ,Die Funktion ist konkav.” {ibrig.

Losungsvariante Monotonie von f’
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Es gilt
, 1 falls z < 1
-

-1 fallsz>1

Die erste Ableitung ist also monoton fallend (iiberall dort, wo sie definiert ist). Daher ist f konkav.
Losung zu Aufgabe 5

Zunachst: Die beiden Antwortmoglichkeiten
e Die Funktion f besitzt eine Maximumstelle.
e Die Funktion f besitzt keine Maximumstelle.

schlieBen sich gegenseitig aus. Damit muss eine von beiden richtig und die andere falsch sein.

Falls f eine Extremstelle in (0, 00) besitzt, so muss diese stationar sein.

50 1
f’(x):—ﬁ+§$0<:>sc2:100

Wegen x > 0 kommt also nur x = 10 infrage. Fiir diese Stelle gilt:

50 1
100)=—+-10=5+5=10
f(10) 10+2 +

Wir berechnen den Funktionswert fiir den Wert = = 2, weil fiir diesen Wert die Berechnung einfach (alternativ:
x = 50) ist und vergleichen diesen mit dem Funktionswert an der Stelle x = 10:

1
f(2):%0+§2:25+1:26>10:f(10)

Demnach kann xz = 10 keine Maximumstelle sein. Da es keine andere stationare Stelle gibt, besitzt die Funktion
also keine Maximumstelle.

Alternativ kann auch die zweite Ableitung berechnet werden:

1
f”(x):igo>0ﬁjra:>0
T

Damit ist die Funktion f streng konvex und eine stationdre Stelle muss eine Minimumstelle sein.
Losung zu Aufgabe 6

Suche alle inneren stationaren Stellen:
Flr)=32+1204+ 1220 22 +4d2+4=0 (z+2?2 =0z =—2
Berechne den Funktionswert an allen inneren stationaren Stellen und an dem beiden Randern:

f(=3) = (=3 +6(=3)*+12(-3) +8=—27+54—36+8 = —66-+62=—4
f(=2) = (=22 +6(—2)2+12(-2) +8=—-8+24+24—-24=16
f(0) = 0°+6-0*°+12-0+8=38
Die Minimumstelle lautet * = —3, da dort der Funktionswert am kleinsten ist.

Losungsvariante

Da die erste Ableitung mit f'(z) = (x +2)? > 0 fiir alle z ist, wechselt sie an der Stelle z = —2 nicht das
Vorzeichen. Daher muss x = —2 ein Sattelpunkt sein und kann keine Minimumstelle sein.

Lésung zu Aufgabe 7

Losungsvariante A
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Die Funktion, welche den oberen Rand der angegebenen Flache beschreibt, lautet

0 falls t < —1
1+t falls —1<t<0
1—¢t fals0<t<1
0 falls 1 < ¢

a(t) =

Mit A(t) = foto a(t)dt folgt A'(t) = a(t). Also gilt A’(0) = a(0) =14 0 = 1. Damit ist A’(0) wohldefiniert.

Losungsvariante B

Die Formel fiir die im Diagramm angegebene Flache lautet

falls t < —1
t+ 1) falls —1<t<0
—1t2+% falls 0 <t <1
falls 1 < ¢

Auf den offenen Intervallen (—oo, —1), (—1,0), (0,1) und (1,00) lauten die Ableitungen

0 falls t < —1
t+1 falls —1<t<0
1—-t falls0<t<1
0 falls t > 1

A(t) =

Wegen lim,; ,o- A'(t) =04+ 1=1=1—0 = lim;,_,o+ A'(t) lautet A’(0) = 1. Damit ist A’(0) wohldefiniert.
Losung zu Aufgabe 8

Losungsvariante Inverse

Fiir eine allgemeine 2 x 2 Matrix gilt:

-1
a b 1 d —b
<c d) _ad—bc<—6 a),fallsadsébc

Fir A gilt: |A| =117 —2-8 = 1. Daher ist B offensichtlich die inverse Matrix von A und es gilt AB = 1I.

Losungsvariante ausrechnen

ap_ L-1T+2-(=8) 1-(=2)+2-1 Y _ 17 — 16 242\ (10
“\ 817417 (-8) 8-(-2)+17-1 ) \8-17-17-8 —16+17 ) \ 0 1

Losung zu Aufgabe 9

Variante durch Losen per Substitution Wir kénnen das Gleichungssystem schreiben als

20 — 1y =1

dr — 2y =2

Wenn wir die zweite Gleichung auf beiden Seiten durch 2 dividieren, erhalten wir die erste Gleichung. Das
Gleichungssystem besteht also eigentlich nur aus der ersten Gleichung. Formen wir diese nach y um erhalten
wir:

2t —y=1—y=1-2r5y=—-1+2z

Die Lésungen des Gleichungssystems liegen also alle auf einer Geraden mit Y-Achsenabschnitt -1 und Steigung
2. Es gibt unendlich viele Punkte auf dieser Geraden. Damit hat das Gleichungssystem unendlich viele Lésungen.
Um die anderen drei Antwortmdglichkeiten auszuschlieRen sind beispielhaft folgende drei Lésungen angegeben:

(1'1,3/1) = (17 1) ) (x27y2) = (273) ) ($3,y3) = (375)
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Variante durch Ausklammern

Die Spaltenvektoren (Z) und (:;) der Matrix beinhalten den Vektor der rechten Seite (;) (i) = 2(;) und

(:;) = —(;) Daher kann das Gleichungssystem wie folgt umgeformt werden:
2 -1\ [(z\ [1
4 -2 y )\ 2
@2+_1—1@21—1—1—0@1(2——1)—0
4)" T\ —2)Y 7 2 2)" " \2)Y " \2) ) A

Das urspriingliche Gleichungssystem ist also genau dann erfiillt, wenn 2z — y — 1 = 0. Danach geht es mit der
obigen Ldsungsvariante weiter.

Losung zu Aufgabe 10

f(z,y) =22 + 3wy — 2¢°

Die ersten Ableitungen lauten:
filz,y) =4z + 3y

falx,y) =3z — 4y

Damit lautet die Matrix der zweiten Ableitungen (die ,Hessematrix):
" (4 3
f (.Clﬁ,y) - ( 3 -4 )

flry) =In(2>+1) +y

Losung zu Aufgabe 11

Priife Homogenitat:
ftz, ty) = In((tx)* + 1) +ty = In(22* + 1) + ty

t°f(z,y) = t"In(2® +1) +t*y = In ((;;;2 + 1)““) +thy
Aufgrund des Terms ty in f(tx,ty) und des Terms t*y in t* f(z,y) muss k = 1 gelten. Dann gilt:
tf(z,y) =tn(a® + 1) +ty = In ((2* + 1)") + ty

Da aber t222 + 1 # (22 + 1)! fiir t # 1 und = # 0 ist auch die Darstellung f(tz,ty) = t* f(z, y) nicht mdglich.
Deswegen ist f nicht homogen.

L6sung zu Aufgabe 13
fla,y) = 22° + 3wy — 2y°

Die ersten Ableitungen der Funktion f lauten
filz,y) =4z + 3y und fi(z,y) = 3z — 4y

An der Stelle (z9,40) = (0,0) sind beide ersten Ableitungen gleich null, daher ist (2, yo) ein kritischer Punkt
von f.

Losungsvariante Hessematrix indefinit

Die Hessematrix der Funktion f lautet
w_ (4 3
3 —4
Wegen |f"| = =16 — 9 = —25 < 0 ist f” indefinit und daher sind kritische Stellen Sattelpunkte.

Losungsvariante Definition Sattelpunkt

Fiir den stationdren Punkt (zo,0) = (0,0) gilt f(0,0) = 0. AuRerdem gilt f(e,0) = 262 > 0 und f(0,¢) =
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—2¢% < 0. Das heilt es gibt beliebig nah an (x¢, ) Punkte, an denen der Funktionswert hoher bzw. niedriger
ist als an der Stelle (z,y). Deswegen ist (¢, yo) ein Sattelpunkt.

Losung zu Aufgabe 14

Losungsweg mit Lagrange

L(x,y) = 22> + 32y — 2y* — Mz +y — 6)
BEO:
L, =4z+3y—A=0
5'2:3:B—4y—)\$()
r+y=206
sdr+3y=3r—4dysxr=—-"7y
>r+y=—-TYy+7=—-6y=6&y=-1
=x="7
Falls es eine Extremstelle gibt, muss diese bei (z*,y*) = (7, —1) liegen.

Losungsweg durch Einsetzen

2.7 +3-7-(-1)—2(-1)*=2-49-21—-2=98 -23 =75

2.8 +3-8-(—2)—2(-2)?=2-64—48 —8 =128 — 56 = 72
2-6°4+3-6-0—2(0%)=2-36="72
2. (=22 +3-(-2)-8-2-8=8—-48—-2-64=—40— 128 = —168

Wir kdnnen mit diesem Lésungsweg die Moglichkeiten (8, —2) und (6, 0) ausschlieBen, aber nicht eine der beiden
verbleibenden Maoglichkeiten verifizieren.

Losungsweg mit Substitution

r+y=6&y=6—=x
g(x) = 22% + 32(6 — ) — 2(6 — 2)*
g(x)=42+3(6—2) —3x —4(6 —2)(—1) =4x + 18 — 3z — 3w + 24 — 4o = —6x + 42

BEO: '
—6rx+42=0&2="7

Hinreichende Bedingung:
§'(r)=-6<0

Der stationdre Punkt x = 7 ist also ein Maximum von g.
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