Variante A
Mathematik

Technische Universitiat Dortmund Fakultit Wirtschaftswissenschaften 29. Marz 2023

Bitte tragen sie ihre Daten sorgfiltig und leserlich ein:

1. Priifungsversuch Ja  Nein
Matrikelnummer Nachname
Studiengang Vorname

Bearbeitungshinweise:
Diese Klausur besteht aus 10 Aufgaben. Alle Aufgaben sind unabhidngig voneinander |6sbar.
Jede Aufgabe hat vier Antwortmoglichkeiten, von denen jeweils genau eine zutreffend ist.

Markieren sie die jeweils zutreffende Antwortmoglichkeit jeder Aufgabe auf diesem Deckblatt. Es werden aus-
schlieRlich ihre Markierungen der jeweiligen Antwortmoglichkeiten a) bis d) auf diesem Deckblatt gewertet.
Skizzen und Anmerkungen werden nicht bewertet.

Sie diirfen entweder eine oder zwei Antwortmdoglichkeiten fiir jede Aufgabe markieren.

Markieren sie genau eine Antwortmdglichkeit, so erhalten sie bei Markierung der zutreffenden Antwortmaoglich-
keit drei Punkte fiir die entsprechende Aufgabe.

Markieren sie genau zwei Antwortmoglichkeiten, so erhalten sie bei Markierung der zutreffenden Antwortmég-
lichkeit einen Punkt fiir die entsprechende Aufgabe.

In allen anderen Fallen erhalten sie null Punkte fiir diese Aufgabe.

Bitte verwenden sie einen Kugelschreiber oder nicht zu starken Filzstift.
Taschenrechner sind gemal der iiber Moodle bereitgestellten Liste zugelassen.

Bei 18 von maximal 30 erreichbaren Punkten ist die Klausur in jedem Fall bestanden.
Die Bearbeitungszeit betrdgt 60 Minuten.

Viel Erfolg!

Korrekturhinweis: Wenn sie irrtiimlich ein falsches Kastchen
Markierung: X Korrektur: . angekreuzt haben, malen sie dieses bitte vollstandig aus und

kreuzen sie eindeutig erkennbar die zutreffende Antwort an.

a) b)) ¢ d) a) b)) ¢ d) a) b)) ¢ d
Aufgabe 1 D D D D AufgabeSD D D D Aufgabe 9 D D D D

Afgabe2 [ | [ ][] []  Aufgabes[ | [ ][ ][]  Aufgabero] | [ | [ ][]
Aufgabe3D D D D Aufgabe?D D D D
Aufgabe 4 [ | | | [ | [ | Aufgabe 8| | [ | [ | [ |
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Aufgabe 1 zu Kapitel 4 Funktionen einer Variablen

Betrachten Sie folgendes Polynom zweiten Grades:
P(z) =2*—4

Welcher der folgenden Ausdriicke ist ein Faktor dieses Polynoms?
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Losungsweg zu Aufgabe 1

Das Polynom ldsst sich mit der dritten binomischen Formeln umformen zu:
Plz)=a*—4=2>-2=(z+2)(z - 2)

Damit ist = + 2 einer der beiden Faktoren des Polynoms.

Alternativ kann leicht iiberpriift werden, ob x + 2 = 0 < x = —2 eine Nullstelle des Polynoms darstellt:
Fiir die anderen Antwortmdglichkeiten ergibt sich hingegen:

P(+4) = (#4)> —-4=16—-4=12#0

P(-1)=(-1)?-4=1-4=-3#0
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Aufgabe 2 zu Kapitel 5 Eigenschaften von Funktionen
Gegeben sei die Gleichung:
(z+2)°+(y—3)° =25
Die folgenden Diagramme zeigen Kreise mit den angegebenen Mittelpunkten und dem jeweiligen Radius 7.

Welches dieser Diagramme zeigt den Graphen zu dieser Gleichung?

TN D
/) O

Diagramm a) Diagramm b)

AN
(2_3)7“5\ T:5<—g,3> »
’ \
S

Diagramm c) Diagramm d)
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Losungsweg zu Aufgabe 2

Die Gleichung (z + 2)? + (y — 3)* = 25 beschreibt einen Kreis mit Mittelpunkt (—2,3) und Radius 5. Damit
ist Diagramm d) richtig.

Die unzutreffenden Diagramme kénnen folgendermaRen falsifiziert werden:

Diagramm a):
Hier miisste der Punkt (z,y) = (2 4 25, —3) = (27, —3) die Gleichung erfiillen. Es gilt aber

(27 4+ 2)* + (=3 — 3)* = 29 + 9% > 25

Diagramm b):
Hier miisste der Punkt (z,y) = (—2 — 25,3) = (—27, 3) die Gleichung erfiillen. Es gilt aber

(=27 +2)*+ (3 —-3)*> =25 > 25

Diagramm c):
Hier misste der Punkt (z,y) = (2 + 5, —3) = (7, —3) die Gleichung erfiillen. Es gilt aber

(T+2°+(-3-32=92+92=2-81>25
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Aufgabe 3 zu Kapitel 6 Differentialrechnung
Gegeben sei die Funktion f: R — R mit

f(x) =32 -2 +3

Wie lautet die Steigung der Tangente an den zugehdrigen Graphen im Punkt (zg,y0) = (2,11)7

a) f'(yo) =64
b) flyo) = 344
c) f'(zo) =

d) f(xe) =11

Seite 6 / 12



Losungsweg zu Aufgabe 3

Die Steigung der Tangente an den Graphen der Funktion f im Punkt (xg, o) entspricht der ersten Ableitung
der Funktion f an der Stelle xzy: f'(zg) = 6x¢ — 2. Mit 2o = 2 ergibt sich

f(2)=6-2-2=12-2=10

Damit ist Antwort c) richtig.
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Aufgabe 4 zu Kapitel 6 Differentialrechnung
Gegeben sei die Funktion f: Ry — R mit

f(x) =In(z)* - 16, z € R.

In welchem der folgenden Intervalle ist f nicht monoton wachsend?

a) (0,1)
b) (2.¢)
¢) (1,2)
d) (e, 00)

Seite 8 / 12



Losungsweg zu Aufgabe 4
Die Funktion f ist differenzierbar, es gilt f'(z) = 2In(z)1 (Kettenregel).
Die Funktion f ist auf einem Intervall (a, b) nicht monoton wachsend, falls es ein x € (a,b) gibt mit f'(z) < 0.

Esgilt 2In(z)1 <0< In(z) < 04 x < 1. (z > 0, da der Definitionsbereich von f durch R, = {z € R|z > 0}
gegeben ist.)

Daher ist f fiir alle Intervalle (a,b) C {x € R|z > 1} (streng) monoton wachsend, insbesondere fiir die Intervalle
(2,¢e), (1,2) und (e, c0).

Umgekehrt ist f fiir das Intervall (0, 1) streng monoton fallend. Also ist Antwort a) richtig.
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Aufgabe 5 zu Kapitel 7 Anwendungen der Differentialrechnung
Hinweise:
e Ableitung nach dem Exponenten:

da®
dx

=In(a)-a” fira > 0,z € R

e Regel von |'Hopital:
Falls f(zo) = g(xo) =0, f, g differenzierbar an der Stelle 25 und ¢'(xy) # 0, dann gilt:

Frage:

Wie lautet der Grenzwert des Bruchs

fur z — 07

a) Dieser Grenzwert existiert nicht.

b) lim 237 =0

20 e2% _ g3z
) lim =% =1
d) lim 2= = In(3) - In(2)
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Losungsweg zu Aufgabe 5
Siehe Tutoriumsblatt 9, Aufgabe 25.

Firz=0gilt 2 —3*=2°-3"=1—-1=0und *® — 3 = e’ — ¥ = 0. Damit ist die Regel von L'Hopital
anzuwenden:

Falls f(zo) = g(x¢) =0, f, g differenzierbar an der Stelle 25 und ¢'(x¢) # 0, dann gilt:

und

Fiir den Zahler g(z) = * — 37 gilt:
g () = 2e** — 3¢%, also ¢'(0) = 26" —3e" =2 -3 = —1

Folglich gilt:

Dies entspricht Antwort d).
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Aufgabe 6 zu Kapitel 8 Univariate Optimierung
Gegeben sei f: (—1,00) — R mit

flz) =3z —=3In(zx+1), > -1

Wie lautet die Wendestelle von 7

a) Die Funktion f hat keine Wendestelle.
b) =z =

o) fi(z)=3~- 5

d) f(z) = zfl)g
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Losungsweg zu Aufgabe 6
Falls f"(x¢) = 0, dann ist z( eine Wendestelle von f.

Fir f(x) =3z —3In(z + 1) und > —1 gilt:

NN e e Lo 1
fl#)=3-3—5=3-3@+1)
" _ -2 .. _
f(x)=3(x+1) —(x+1>2>0furalleyc> 1

Somit gibt es kein z mit —1 < z < co und f”(x) = 0, die Funktion f hat keine Wendestelle.
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Aufgabe 7 zu Kapitel 11 Funktionen mehrerer Variablen

Gegeben sei die Funktion u : RZ — R mit

u(z,y) ==z

=

y%’ x?l/zo

Welches der folgenden Diagramme zeigt Hohenlinien dieser Funktion?

0

y Diagramm a)

y Diagramm c)

N
Og

/

z 0
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Losungsweg zu Aufgabe 7

Fiir eine beliebige Hahenlinie von u muss gelten: u(z,y) = z3 - y3 = 4 fiir alle Punkte (z,y) entlang dieser
Haohenlinie.

Diese Gleichung definiert y implizit als Funktion f von x. Die Steigung dieser Funktion f ldsst sich durch
implizites Differenzieren errechnen:

Leite beide Seiten der Gleichung

/(2 ' o L))ol
v = T Y 2 \z ) 2z
Hierbei fallt auf, dass die Steigung der Hohenlinie von den Werten = und y abhangt, also nicht konstant ist.

Diagramm c) scheidet deswegen aus.

Ferner ist die Steigung —2% < 0 fiir alle =,y > 0. Hiermit scheideen Diagramme b) und d) aus.

Hinweis:
Die Rechnung wird stark vereinfacht, wenn die Gleichung z3 -y§ = 4 zunichst dquivalent zu z - 3?> = @®
umgeformt und erst danach abgeleitet wird:
2
1
y2+2.l~yy/20<f;>y,:_y_:__y
2y 2x
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Aufgabe 8 zu Kapitel 11 Funktionen mehrerer Variablen

Gegeben sei f: R? — R mit
f(z,y) = 2° — 32%y + 3zy® — y* — 27

Welcher der angegebenen Punkte ist kein stationdrer Punkt dieser Funktion?

a) (z,y) = (=2,-2)
b) (z,y) = (3,3);
c) (z,y) = (1,—1)
d) (z,y) = (1,1);
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Losungsweg zu Aufgabe 8
Fiir einen stationdren Punkt (xo, o) der Funktion f gilt f|(zo,y0) = f5(z0,v0) = 0.

Es gilt
fi(z,y) =32 — 6y +3y* =3(z* — 20y +1°) =3z —y)’ =0 =1y

und
fo(z,y) = =322 + 62y — 3y* = —3(2* —2zy +1y*) = 3z —y)?=0z=y

Der Punkt (z,y) = (1, —1) erfiillt als einziger die Bedingung = = y nicht.
Losungsvariante:

Die Funktion l3sst sich schreiben als f(z,y) = (x — y)3, womit die Ableitungen per Kettenregel direkt durch
fi=3(—y)?und f3 = =3(z —y)?

gegeben sind.
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Aufgabe 9 zu Kapitel 13 Multivariate Optimierung
Die Funktion f : R? — R mit

fla,y) = 22" + 227y + ¢
hat die stationare Stelle (z¢,v0) = (1, —1).

Welche der folgenden Antworten ist richtig?
a) (zo,vo) ist eine Minimumstelle von f.

C

)

b) (zo,vo) ist eine Sattelstelle von f.
) Keine der anderen drei Aussagen ist richtig.
)

d

(20, yo) ist eine Maximumstelle von f.
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Losungsweg zu Aufgabe 9

Eine innere stationare Stelle einer stetigen Funktion muss entweder eine Minimum-, Maximum- oder Sattelstelle
sein. Damit entfallt direkt Antwort c).

Um die stationare Stelle zu charakterisieren, muss die Hessematrix berechnet werden.
filz,y) = 4z + 4zy
folz,y) = 22" + 2y

N,y flaz,y) 4+4y 4o
Hf(x’y):( 2’1%%;3/) zgwy) 4 2

An der Stelle (zq,yo) = (1, —1) gilt also

w=(14)- (0 1)

Somit gilt f1} (o, o) - fos(To,yo) = 0 und fi5(zo, yo) - f41(x0,y0) = 16 und die Bedingung
fii (o, 90) - f25(20, o) = fia(o,%0) - 21 (20, Yo)

ist verletzt. Somit ist (g, o) ein Sattelpunkt von f.
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Aufgabe 10 zu Kapitel 14 Optimierung unter Nebenbedingungen

Gegeben sei das Optimierungsproblem

max x -y
z,yeR

unter der Nebenbedingung
17-2+4-y=204

Wie lautet die Losung (z*, y*) dieses Problems?

a) (z*,y*) = (68,136)
b) (z*,y*) = (12,51)
c) (¢%,y7) = (4,17)
d) (z%,y") = (4,34)
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Losungsweg zu Aufgabe 10
Schnelle Lésung:

Durch Priifung der Nebenbedingung kann ausgeschlossen werden:

a), da

17-68 +4-136 > 204
b), da

17-12+4-51 > 204
c), da

17-44+4-17=2-4-17 =136 < 204
Antwort d) erfiillt die Nebenbedingung:

17-444-34=4.(17+34) =451 = 204

Lésung nach Schema F:

Lagrangefunktion
L(xy)=2-y* —AN1T7 -2 +4-y— 204)

Bedingungen erster Ordnung:
2

yQ—A-17=0<:>A=31’—

2
2g;y—A-4=0<:»A:%

Daraus folgt:

2
y* 2wy B 17
TR <:>y—0\/y—x2
Nebenbedingung fiir y = 0:
204
17-£L‘+4-0:204:>{L':1£7:12

Der Punkt (z,y) = (12,0) wird aber nicht aufgefiihrt (es handelt sich um eine Minimumstelle).

17.

Nebenbedingung fiir y = 23

17 204

oy =4 =34
y 2

Der Punkt (z,y) = (4, 34) wird in Antwort d) aufgefiihrt.

Seite 21 / 12



Seite 22 / 12




