Variante A
Mathematik

Technische Universitiat Dortmund Fakultat Wirtschaftswissenschaften 15. Februar 2023

Bitte tragen sie ihre Daten sorgfiltig und leserlich ein:

1. Priifungsversuch Ja  Nein
Matrikelnummer Nachname
Studiengang Vorname

Bearbeitungshinweise:
Diese Klausur besteht aus 10 Aufgaben. Alle Aufgaben sind unabhidngig voneinander |6sbar.
Jede Aufgabe hat vier Antwortmoglichkeiten, von denen jeweils genau eine zutreffend ist.

Markieren sie die jeweils zutreffende Antwortmoglichkeit jeder Aufgabe auf diesem Deckblatt. Es werden aus-
schlieRlich ihre Markierungen der jeweiligen Antwortmoglichkeiten a) bis d) auf diesem Deckblatt gewertet.
Skizzen und Anmerkungen werden nicht bewertet.

Sie diirfen entweder eine oder zwei Antwortmdoglichkeiten fiir jede Aufgabe markieren.

Markieren sie genau eine Antwortmdglichkeit, so erhalten sie bei Markierung der zutreffenden Antwortmaoglich-
keit drei Punkte fiir die entsprechende Aufgabe.

Markieren sie genau zwei Antwortmoglichkeiten, so erhalten sie bei Markierung der zutreffenden Antwortmég-
lichkeit einen Punkt fiir die entsprechende Aufgabe.

In allen anderen Fallen erhalten sie null Punkte fiir diese Aufgabe.

Bitte verwenden sie einen Kugelschreiber oder nicht zu starken Filzstift.

Bei 18 von maximal 30 erreichbaren Punkten ist die Klausur in jedem Fall bestanden.
Die Bearbeitungszeit betrdgt 60 Minuten.

Viel Erfolg!

Korrekturhinweis: Wenn sie irrtimlich ein falsches Kédstchen
Markierung: X Korrektur: . angekreuzt haben, malen sie dieses bitte vollstandig aus und
kreuzen sie eindeutig erkennbar die zutreffende Antwort an.

a) b)
Aufgabe 1 D D

c) d) a) b) < d) a) b) ¢ d)
H
Aufgabe 2 D D D
L]
H

D Aufgabe 5 D D D D Aufgabe 9 D D D D
D Aufgabe 6 D D D D Aufgabe IOD D D D
D Aufgabe 7 D D D D

D Aufgabe 8 D D D D

Aufgabe 3 D D
Aufgabe 4 D D
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Aufgabe 1 zu Kapitel 4 Funktionen einer Variablen
Welche der Gleichungen erzeugt die Gerade, die im folgenden Diagramm die Punkte A und B durchlauft?

Y

2z + oy = 22

Lésungsweg durch Einsetzen
Die beiden Punkte A = (4,7) und B = (6,2) missen die jeweilige Gleichung erfiillen:
a) A:2%4—-5%x7 =8-35 =27/
B:2x6—-5%x2 =12—-10 =2 X
b)A:77§17+g4 =174+10 =27 x
c) A:b*4+2x7 =20+14 =34V

B:5x6+2x2 =30+4 =34V
d) A:2x4+5%x7 =8+35 #22x

Losungsweg durch implizites Differenzieren
Dem Diagramm kann schnell entnommen werden, dass die Steigung der Gerade, also ¥/, —g sein muss.

Implizites Differenzieren der Gleichungen ergibt:

2 5
a)2—5y’:0 = y,:g%—i

) )
By =2 % -2
VY =5 # —3
A)b+2)=0 & ¢y =—=V
5
d)2+5y'=0 < y’:——#—é
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Aufgabe 2 zu Kapitel 5 Eigenschaften von Funktionen
Gegeben sei die Funktion f: [1,9] — R mit

flz)=+/16 — (z —5)2 -4

1 :
/.M\yﬂﬁ

Wie lautet der Abstand eines beliebigen Punktes (z,y) auf dem Graphen dieser Funktion zum Punkt (5, —4)7

und folgendem Graphen:

a) |l(z,y) = (5, =4)ll =5
b) |l(z,y) = (5, =4)[| = —4
¢) [l(z,y) = (5, —4)[| = 16
d) [[(x,y) — (5, —4)[| =

Lésungsweg (allgemein):
Setze Punkt (z, f(x)) in die Abstandsformel ein:
(@, f(2)) = (5, =4Il = V(z =57+ (f(zx) - (-4))?
= V@ =52+ (/16— (w =B — 4 — (—4))?
= @ —52+ (/16— (@ —5)?)

= V(z—5)2+16 — (z - 5)2
= V16=4

Losungsweg (speziell):

Setze (einfachen) Punkt ein, der offensichtlich auf dem Graphen liegt, z.B.: (1, —4), (5,0) oder (9, —4)
Fiir diese Punkte ist die z- oder y-Differenz gleich null, die jeweils andere Differenz ist im Betrag gleich 4.
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Aufgabe 3 zu Kapitel 6 Differentialrechnung
Gegeben sei die Funktion f: R — R mit

flz) =224+ -1
Welcher der angegebenen Ausdriicke entspricht dem Differenzenquotienten

f(z+ Az) — f(z)
Az

fur ein beliebiges Az # 07

a) —dxr —2Azx+1
by —4z —4Az +1
c) —2x+1—-2Ax
d) —2(2z+ Az —1)
Losungsweg

Vorbemerkung: Ableiten der Funktion ergibt f'(z) = —4x + 1.
Wird in den Antwortmdglichkeiten Az — 0 betrachtet, kommen nur a) und b) infrage.

flx+Az) = 2@+Az)?+2+Az—1
= 227 —4xAr —2(Az)* + v+ Axr — 1
flz) = —22°+2—1
flz+Ax) — f(r) = —drAr—2(Ar)*+ Aw
f(x+AAxi—f(x) = —dx—2Ax+1 —a)
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Aufgabe 4 zu Kapitel 6 Differentialrechnung

Gegeben sei die Funktion f: R — R mit

f(2) = (32> = 2)(2 - 3¢?)

Welcher der angegebenen Ausdriicke entspricht der ersten Ableitung dieser Funktion?

a) f'(x) =0

b) f'(x) = —2u(6x — 2)

o) f'(x) = —22(32 — 2)
d) £(x) = —12x(3x* — 2)

Lésungsweg (mit Produktregel)

flx) =

Losungsweg (mit Kettenregel)

(327 — 2)'(2 — 32%) + (32% — 2)(2 — 327)
67(2 — 32%) + (32° — 2)(—62)

—62(32% — 2) + (32 — 2)(—61)
—12z(32% — 2)

fl@) = —(32" —2)*
—2(32% — 2)(62)
= —122(32* - 2)

=
=
I

= 322-2—-322-32° —-2-242- 322
—92% + 122% — 4

—362° + 24z

= —122(32* - 2)
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Aufgabe 5 zu Kapitel 7 Anwendungen der Differentialrechnung

Gegeben sei die Funktion f: (—1,1) — R mit

f(@) = =(z+1)(z-1)

Wie lautet die Elastizitat dieser Funktion an der Stelle o = 07

Hinweis: El, f(z) = fl(l))%

a) El, f(zo) = 1/2

b) El, f(wo) = —1/2

¢) ELf(xo) = 0

d) El, f(zo) = 1
Losungsweg
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Aufgabe 6 zu Kapitel 8 Univariate Optimierung
Gegeben sei die Funktion f : [0, 3] — R mit

flx)=2*-22"+2

Welcher der Werte fiir « ist keine Extremstelle dieser Funktion auf [0, 3]?
a) ¥ =3
b) x2 =2
c) zo=0
d) x3 =

Losungsweg (notwendige Bedingung erster Ordnung)

fl(z) =32° —4x + 1

1 1\*> 1
or(H) = s() ke
= S S+41=0
2 2 2
0 (2) = 5(2)

c) xo=0 Randpunkt! BEO ohne Anwendung!
d f(1) = 3-12—4-1+1=0

Der innere Punkt x5 = % (b) verletzt die notwendige Bedingung erster Ordnung, er kann also keine Extremstelle
sein.

Losungsweg (durch Einsetzen)

8 8 8§—24+18 2
A 27 27

¢) F(0) = (0°=2(0724+0=0

d) f (1) (1) =2(1)*+1=0

Wegen

kann 25 = 2 kein Extrempunkt sein.
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Aufgabe 7 zu Kapitel 11 Funktionen mehrerer Variablen
Gegeben sei die Funktion f : R? — R mit

flz,y) = (z +y)(x —y) fir alle z,y € R

Wie lautet der Gradient D f(z,y0) von f an der Stelle (z¢,yo) = (2, —2)7

a) Df(zo,y0) = (2,-2)
b) Df(zo,y0) = (0,0)
¢) Df(zo,y0) = (4, —4)
d) Df(xo,y0) = (4,4)
Losungsweg

Der Gradient ist gegeben durch
Df(xz,y) = (fi(z,y), f>(x,y))

Partielles Differenzieren mit Produktregel:

filzy) = z—y+ar+y=2x
folw,y) = v—y—(r+y) =—2y

Partielles Differenzieren nach Ausmultiplizieren:

flz,y) = 2 —zy+ay—y =2"—y°
filz,y) = 22
falz,y) = —2y

Der Gradient ist demnach gegeben durch

Df(xvy) = (va _Zy)

und
Df(2,-2)=(2-2,-2-(-2)) = (4,4) — d)
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Aufgabe 8 zu Kapitel 11 Funktionen mehrerer Variablen
Fiir eine Funktion f : R? — R sei der Gradient im Punkt (xg,%0) = (4, —4) gegeben durch
Dy(z0,50) = (2,2)
Welche der folgenden Gleichungen kann keine Hohenlinie der Funktion f durch den Punkt (2o, yo) beschreiben?
a) (x—3)2—(y+5)2=0
2(x =3)(y+5)=—-2
x2/y? =1

2(x+y)=0

b
c

)
)
)
d)
Diese Aufgabe weicht unintendiert vom Schema ab.
Die korrekte Frage zu dieser Aufgabe hatte lauten sollen:

Welche der folgenden Gleichungen kann eine Hohenlinie der Funktion f durch den Punkt (z¢, o)
beschreiben?

Sind nur zutreffende Antworten angekreuzt: 3 Punkte

Ist eine zutreffende und die nicht zutreffende Antwort angekreuzt: 1 Punkt

LOsungsweg
a)
(4-32—(-4+5)°*=1"-1* = 0V
filey) =2(x = 3) =[,_,24-3) = 2V
folw,y) = =2y +5) =[,__, —2(—4+5) # 2 x
b)
24 —3)(—4+5)=2-1-2 # —2 x
file,y) =2y +5) =|,__,2(-4+5) = 2V
fo(ry) =2(z =3) =[,_,2(4=3) = 2V
c)
(4)%/(=4)*=16/16 = 1V
filey)=22/y?| _, ,2-4/(-4? # 2 x
folw,y) = =22/%| _,  —2-4%/(-4)° # 2 x
d)
2044 (—4) = 0V
filz,y) = 27
folzy) = 2v
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Aufgabe 9 zu Kapitel 13 Multivariate Optimierung
Die Funktion f: R?* — R, die fiir alle (z,y) € R? durch
fla,y)=—(+2)* = (y=1)*+9

definiert ist, hat genau eine Extremstelle (z*, y*).

Wie lautet diese Extremstelle? Handelt es sich um eine Maximum- oder Minimumstelle?

Losungsweg

Der Definitionsbereich der Funktion f ist R? und besteht nur aus inneren Punkten. Daher muss die notwendige
Bedingung erster Ordnung fiir die Extremstelle (z*, y*) gelten.

fllz,y) = —2@+2) =0 z=—2
filey) = 20y-1)=0sy=1

= (¢, y") = (=2,1)

Die Hessematrix der Funktion f lautet
" " —2 0
H _ n Jiz ) _
) ( b f22) ( 0 —2>

1" 1! " 1" " 1
11§O, f22§0> f11‘ 222f12' 21

Demnach ist (z*,y*) = (—2,1) eine Maximumstelle.

Es gilt:
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Aufgabe 10 zu Kapitel 14 Optimierung unter Nebenbedingungen
Gegeben seien die Funktionen f,g: RZ — R mit f(z,y) = 3z +y und g(z,y) = 2°y.
Gesucht ist nach dem Optimum (z*,y*) € R? des Problems

min f(z,y) u.d.B. g(z,y) = 16
zy

Wie lautet der Wert von f an der Stelle (z*,y*)?

a) 2

O_
I

16

O

d) 8

)
)
)
)
L6ésungsweg mit Lagrange

L(z,y) =3z +y— M2’y — 16)
Bedingungen erster Ordnung:

1
OL@Y) 5 aya?y Loe A= L
ox x2y
OLT.Y) 1 et Loe a= L
oy x3
1 1

Nebenbedingung:
Py=106=2"=16<r=-2Vr=2

Da der Definitionsbereich Ré lautet, verbleibt nur 2* =2 = y* = 2.
Der Wert von f an der Stelle (z*,y*) = (2,2) lautet

fl@®y") =32"+y" =8

LGsungsweg per Substitution

Forme um: 23y = 16 < y = 16/2° und ersetze y in Zielfunktion f:
f(z) = f(x,16/2%) = 32 + 16 /2°
Ein inneres Optimum erfiillt die Bedingung erster Ordnung:
Fl(x)=3-3-16/2* =0 < 2* = 16

Der weitere Lsungsweg ist analog zu oben.
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