Vorlesung zu Kapitel 13:1

Determinanten, Inverse
und quadratische Formen

Lehrbuch

!Aus , Mathematik fiir Wirtschaftswissenschaftler” von Sydszter,
Hammond, Strgm und Carvajal, 6. Auflage

Modul 1 Methodische Grundlagen: Mathematik Kapitel 13, Dr. Lars Metzger, WS 2024 /25, Kontakt

1/22


https://moodle.tu-dortmund.de/course/view.php?id=42025
https://elibrary.pearson.de/book/99.150005/9783863263386
https://moodle.tu-dortmund.de/course/view.php?id=42025
https://elibrary.pearson.de/book/99.150005/9783863263386
mailto:mathe.wiwi@tu-dortmund.de

13.1 Determinanten der Ordnung 2

13.2 Determinanten der Ordnung 3

3t : o Allcormei

13.4 Grundlegende Regeln fiir Determinanten
16-5-Entwicklungnach-Co-Fakteren

13.6 Die Inverse einer Matrix

13.12 Quadratische Formen

Modul 1 Methodische Grundlagen: Mathematik Kapitel 13, Dr. Lars Metzger, WS 2024 /25, =x Kontakt 2/22


mailto:mathe.wiwi@tu-dortmund.de

13.1 Determinanten der Ordnung 2

Das lineare Gleichungssystem

anxi+anpxe = b
axy +anxy = b
bzw.
Ax=Db
. a; a . . ..
mit A = 11912 ) hat die eindeutige Losung
a  axn
biaz — braiz v — bra1y — brax
- ) - 9y
d11d22 — d12d21 d11d22 — d12d21

falls dii1dpg2 — aizalil 7£ 0.
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Determinanten der Ordnung 2

Der Ausdruck ajjazs — ajpar1 determiniert also, ob

- -
X1 - b1
=) 2 X2 - b2
eine eindeutige Losung hat.

Wir nennen ajiaz — ajpas; die Determinante der Matrix A und
schreiben det(A) oder |A|.

Modul 1 Methodische Grundlagen: Mathematik Kapitel 13, Dr. Lars Metzger, WS 2024 /25, =x Kontakt 4 /22


mailto:mathe.wiwi@tu-dortmund.de

Elefctvuy 53 y_i Fean

Beispiel 13.1.1 (:,‘ .':)(;J e d - (&:)

Die Matrix A laute -

A ( a1 an ) _
a1 a2
Berechne |A|!
|4l =+42 — 1.3 - ¢-3 =8

([}{/){ ke — 4,3 463,
X

Berechne ebenfalls die Determinanten der Matrizen

b1 a1 a1 b
d
( by ax > un ( a1 b )

= &0 - 1y, - ;
2b.-6,
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Cramer'sche Regel (fiir n = 2)

Die eindeutige Losung des Gleichungssystems

( di1 412 ) <X1) (bl)
a1 a2 X2 b2
lautet

= L | broar
! |A| b2 ano

(falls |A] #0.)

Modul 1 Methodische Grundlagen: Mathematik Kapitel 13, Dr. Lars Metzger, WS 2024 /25, =< Kontakt 6 /22


mailto:mathe.wiwi@tu-dortmund.de

Beispiel
Berechne mit den Formeln von voriger Folie die Losung des
Gleichungssystems Prode: 24 - ‘(‘,;) - 24 % sz =4

- 2X — 6X = 4 ﬁf“‘"" on
- 2 6 1 2 s é X4 Q 4
’ Ix1 +3x0 =

’ g ll/
23 - (Céq) - € - (O = 2

S

n
‘ \>§
1

\ 4 -4 f
‘f/\ s 20 - %1 = ‘(f ~Np A7 2 = —"E
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Geometrische Interpretation der Determinante

K
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(ao1,a2) /

|det(A)|

(a11, a12)

/L.za'{e Voen /4
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;
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i
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13.2 Determinanten der Ordnung 3

Sei A eine Matrix der Ordnung 3 x 3:

ail ar ans
A= a1 ax» ax
a1 ax as

Die Determinante von A ist definiert durch:

|A| = a11(axaszz — axzazp)
—aio(az1as3 — ax3asy)
+a13(az1as2 — axasi)

Wir kdnnen uns diese Formel leichter durch die Regel von Sarrus
merken (siehe nachste Folie).
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Die Regel von Sarrus A I Spille von A

|A| = +aj1axnas3 + aparzasz + azar1az

— d31a22313 — d32423d11 — 433321412

= aj1(axasz — axzaz)
—aio(az1a33 — a»3as1)
+a13(az1asp — axasi)
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Losung eines 3 x 3-Gleichungssystems (Cramer fiir n = 3)
(frw. Vae}/r'zré ﬂﬁm waki Al

. . . . . qdq w‘z “45 S‘f
Die eindeutige Losung des Gleichungssystems o .
24 &g,
a1 a2 az X1 b\ ---
a1 ax»n ax X | =1 b
asl a3y asz X3 b3
lautet:
b1 ap a3 air bi a3 ailn an b
by ax» ax a1 by ax a1 ax b
b3 a3 a3z a1 bz as3 N a1 ax b3
X1 = , Xo = , X3 =
A A LY
(falls |A| # 0).
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13.4 Grundlegende Regeln fiir Determinanten

Gegeben sei eine n x n-Matrix A. Dann gilt:

| 2

>

v

A’ = [A

Wird eine Zeile (oder Spalte) mit einer Zahl multipliziert, so
wird auch |A| mit dieser Zahl multipliziert. (= |aA| = a"|A|)

Vertauschen zweier Zeilen (oder Spalten) vertauscht das
Vorzeichen von |A].

Addieren des Vielfachen einer Zeile (oder Spalte) zu einer
anderen Zeile (oder Spalte) verandert |A| nicht.

IAB| = |A| - |B| (, wobei B n x n)
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. . . -1
13.6 Die Inverse einer Matrix A
M—
Fiir eine gegebene Matrix A ist die Matrix X eine Inverse von A,
wenn gilt: . EimbeFsaalsy

AX=XA=1

Die Matrix A ist dann invertierbar.

Bemerkungen:

» AX und XA sind nur dann definiert, wenn A und X
quadratisch und derselben Ordnung sind.

Nur quadratische Matrizen kénnen eine Inverse haben.
> lIj|=1:1=AX= |AX|=|A|-|X|=1= |A| #0.
Wenn A eine Inverse hat, so gilt |A| # 0. Ixl =

Wenn |A| = 0, dann hat A keine Inverse. 141
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Inverse einer Matrix der Ordnung 2

Falls |A| # 0, dann gilt:

A= ;»A—lzi(d _b>

+
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Beispiel

Wie lautet die Inverse der Matrix

| Al- 22 - (-64) = €-(-e = 12

A | 3 ( 't”' ° A o
A:TZ 1 o 4

-1 2 0 12

"

Prole .
-4 “ B [
A'A'Tzr'(ﬂ)(j e

Zx2

32461 )i €3

rrirs RS

2.)(.2'_ Zxz

Zeige, dass das Ergebnis tatsichlich die Inverse A™% ist!
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Eigenschaften der Inversen (A Y - g4

Es seien A und B invertierbare n x n-Matrizen. Dann gilt:
a) A~list invertierbar und (A~1)"1 = A,
b) AB ist invertierbar und (AB)~! = B~1A"L.
c) A’ ist invertierbar und (A')~"1 = (A71).
d)

(cA)~! = c 1A~ fiir jede Zahl ¢ # 0.
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Losungen von Gleichungen durch Matrizeninversion

Falls |A| # 0, dann gilt:
AX=B<=X=A"1B

YA=B<Y=BA!

Spezialfall: Eloid mgen
Ax =bex=A"b
A Ax A4
[ ————
-
-1
T x :
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13.12 Quadratische Form

Eine Funktion @ : R" — R heiBt quadratische Form, falls eine

Matrix A der Ordnung n x n existiert, so dass:
?!.‘(’;«v!ff{w

Q(x) = x'Ax fiir alle x € R”
m‘
\gf“ {ZevL(E'((Kﬂ\f

Fir n=2:

Q(x1,x) = (X17X2)< Zi zz > <2>

2 2
= a11xi + (312 + a21)x1x2 + a22%;
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Definitheit von Matrizen

Sei A eine Matrix der Ordnung n x n.

Die

| 4

Matrix A heiBt

positiv definit, falls xX’Ax > 0 fiir alle x e R" mit x # 0
positiv semidefinit, falls x’Ax > 0 fiir alle x € R"”
negativ definit, falls X’ Ax < 0 fiir alle x € R” mit x # 0
negativ semidefinit, falls xX’Ax < 0 fiir alle x € R"

indefinit, falls x, y existieren mit xX’Ax > 0 und y'Ay < 0

Bemerkung:
A ist negativ (semi)definit, falls —A positiv (semi)definit ist.
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2 o

Beispiel (pl= Ga-12 - 4-4=o
ye , 1z
o Fis :
Ist die Matrix S N ‘,,‘Fjem
P_ 4 2 'Far
“\21
definit?
Gy F2X5
(X*"r (Z«)(l’ 2) = ():,:,)f‘)
i 2 g”-
2x2  2x4
s lbxh v2m) v Xy (taaF )
- bdesn + 2@ rolxaky F KX
S kg bt s RO
k""--—-—-———--r"-__"--—-'
’ 2 o é 2 o &
e B e R A (Y A A e e Koz ~24,

al + 2 a g sg2
Modul 1 Methodische Grundlagen: Mathematik Kapitel 13, Dr. Lars Metzger, WS 2024 /25, =<2 Kontakt 20 / 22


mailto:mathe.wiwi@tu-dortmund.de

Definitheit von 2 x 2-Matrizen

/4:- u:uw{ Vi i‘n Léa/ole{ 14:
”ffsfﬂtfrr‘x ( a4, = o2 )

Die Matrix A = < i a2 > ist
a1 ax
» positiv definit < a1; > 0 und |A| > 0 (‘“J 22 > ")

» positiv semidefinit < a11,a2 > 0 und |A| > 0

v

negativ definit < a;; < 0 und |A| >0 (5 @z co)

» negativ semidefinit < a11,a22 < 0 und |A| >0

I'hv{l'/a; o o1 /Nu/-‘t(fr
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Zusammenfassung

» Determinanten — der Ordnung 2 und 3
» Inverse Matrizen
» Losungen von linearen Gleichungssystemen

» Definitheit von Matrizen

Modul 1 Methodische Grundlagen: Mathematik Kapitel 13, Dr. Lars Metzger, WS 2024 /25, =x Kontakt

22 /22


mailto:mathe.wiwi@tu-dortmund.de

	13.1 Determinanten der Ordnung 2
	13.2 Determinanten der Ordnung 3
	13.3 Determinanten im Allgemeinen
	13.4 Grundlegende Regeln für Determinanten
	16.5 Entwicklung nach Co-Faktoren
	13.6 Die Inverse einer Matrix
	13.7 Eine allgemeine Form für die Inverse
	13.8 Cramer'sche Regel
	13.9 Das Leontief-Modell
	13.10 Eigenwerte und Eigenvektoren
	13.11 Diagonalisierung
	13.12 Quadratische Formen

