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10.1 Unbestimmtes Integral, Stammfunktion

Seien f und F stetige Funktionen und sei F differenzierbar.

Wenn f die Ableitung von F ist, so nennen wir F ein
unbestimmtes Integral oder eine Stammfunktion von f und wir
schreiben:

/f(x)dx =F(x)+ C,

wobei C € R eine beliebige Konstante ist.

IE Integralzeichen

f(x): Integrand

X: Integrationsvariable (gekennzeichnet durch dx)
C Integrationskonstante

[
(T:(X) + C.) = Ff(x) = ’CQ/)
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- — LAY r
Einige wichtige Integrale (_..- X C) = -;CWA;

Wenn r € R mit r # —1, dann gilt:

1
/érdX: r+_1xr+1+ C

Beispiele:

K3 1 -3 -3+ [
:X r _J.- - _j Z ;" | - -.! _—
/F = X e ARG - g x FG : et
] d4q 2
1 2 L ¢ 2z
XxF /J\/)_(dx = }!’jAX +C = .iX + ¢
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Das Integrationszeichen [

[DAb[tverkauf

Das Integrationszeichen [ ist aus dem langen s ,,{* der
Frakturschrift entstanden.

Der Buchstabe | steht fiir lat. summa und deutet darauf hin, dass
ein Integral eigentlich eine Summe ist.
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Grundlegende Integrationsregeln

Wie bei Summen gilt:

L
/ f(x) dx = a/ f(x) dx, wobei a eine Konstante ist

[ 700+ 800) = [ ) e+ [ () o
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10.2 Flachen und bestimmte Integrale

Wie berechnen wir die Flache A unter dem Graphen einer stetigen
und nichtnegativen Funktion f iiber dem Intervall [a, b]?
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10.2 Flachen und bestimmte Integrale

Zunichst: die Flache des Teilintervalls [x, x + Ax]

y

Ny Z

iy

AA

a x x+Ax b
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10.2 Flachen und bestimmte Integrale

Die Flache AA zwischen [x,x + Ax] ist mindestens so groB wie
Ax - f™" und hochstens so groB wie Ax - M

y

Y

e
SNy — £

x x+ Ax
19 Ha
(L AL £ duf T
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17
10.2 Flachen und bestimmte Integrale b [to

. ; AA
fmm-AXSAAS FMax Ay ey Fmin << Fmax
X

y
Ax Axso )7({/()

- fmax y = f(X)

puc b A e fn
M e

= F{x)

x x+ Ax

) Y
A(x) = lim — =f(x)
Ax—0 Ax
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. . ‘.5
Flache A als ein unbestimmtes Integral Y=L

Sei f : D — R> stetig mit D C R und [a, b] C D.
Mit A'(x) = f(x) V x € [a, b] gilt also
/ F(x) dx = / Al(x) dx = A(x) = F(x)+ C ¥ x € [a, b]

Die Flache A ist also ein unbestimmtes Integral der Funktion f.

Ala) = 0 - Fl+ C
A6o-Flp - Fla) o - - Fw)
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Das bestimmte Integral

Seien F,f : [a, b] — R stetig mit [a, b] C R und sei F
differenzierbar auf (a, b) mit F'(x) = f(x) fir x € (a, b).

Dann heiBt die Differenz F(b) — F(a) das bestimmte Integral
von f iiber [a, b].

Das bestimmte Integral ist eine reelle Zahl, die wir mit
/ f(x

Die Zahlen a und b heiBen untere bzw. obere
Integrationsgrenze.

F(x) oder [F(x )]

bezeichnen.

Modul 1 Methodische Grundlagen: Mathematik Kapitel 10, Dr. Lars Metzger, WS 2024 /25, <= Kontakt 12 /23


mailto:mathe.wiwi@tu-dortmund.de

SR
lr
D
+
™)

*x
-‘.
m~
1 ™

)






10.3 Eigenschaften bestimmter Integrale

Seien f, g : [a, b] — R stetig mit [a, b] C R und ¢ € (a, b), dann
gilt 4

5= fue)
> [2F(x)dx = — [ F(x)d f

> [Tf(x)dx =0

> [P F(x)dx = [€ F(x)ax + [EIFEIE

> fab af(x)dx = afab f(x)dx , wobei @ € R
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leferen2|eren bezugllch der Integratl?nsgrenzen
( jfm Jx) (7—'[£) - F(*)) Flto = f19

Seien f,F : [a,b] — R mit [a, b] C R und F differenzierbar auf

(a, b) mit F'(x) = f(x) fiir alle x in (a, b). /r_\_//-—— Y= /'(;)

Sei t € (a, b). A /
Dann gilt: - a & éhu-x
at |, f(x)dx = F'(t) = f(t) .

Ebenso gilt:

b
cj’jt/t f(x)dx = —F'(t) = —f(t) .

SAF&) oAx = — J{'[m Ay
€ §
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10.4 Okonomische Anwendung: Wohlfahrt

Preis

PD(QB

Ps(Q)

Die Wohlfahrt wird gemessen durch

Q
W(Q) = KR(Q) + PR(Q) = /0 (Po(q) - Ps(q)) dg
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10.5 Partielle Integration

Zur Wiederholung aus Kapitel 6:

Produktregel:
(f(x)g(x)) = f'(x)g(x) + f(x)g'(x)

Unbestimmtes Integral auf beiden Seiten der Gleichung:

/ (F(x)g(x)) dx = / F(x)g(x)dx + / F(x)g' (x)dx

f(x)g(x)
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Formel der partiellen Integration:

/ F(x)g' (x)dx = F(x)g(x) - / F(x)g (x)dx

Fiir bestimmte Integrale:

b

b b
/a F(x)g (x)dx = | F(x)a(x) - / ()& (x)dx

a

Wir benutzen die partielle Integration, wenn wir ein Produkt aus
zwei Funktionen integrieren wollen, von denen die eine eine
einfache Ableitung besitzt und die andere eine einfache
Stammfunktion.
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Beispiel 10.5.1 (partielle Integration)
[fwowde - ’[fx} /<) --I;[!fxl gt oAk

xe*dx

_

Hier hat der eine Faktor, x, eine einfache Ableitung (1) und der
andere Faktor, €, eine einfache Stammfunktion (&*).

Es gilt also:
x e dx= e~ — 1 & dx
NN NN =
f(x) &'(x) f(x) &(x) f(x) &g(x)
X
- xe - g~

?ro{;e (X8ﬁ€)—’f€+)(€ _ e .—k-ex

Modul 1 Methodische Grundlagen: Mathematik Kapitel 10, Dr. Lars Metzger, WS 2024 /25, =x Kontakt 18 / 23



mailto:mathe.wiwi@tu-dortmund.de

Wahrscheinlichkeiten

Betrachte eine stetige Zufallsvariable, welche Werte im Intervall
[a, b] C R annehmen kann.

Sie wird durch die Dichtefunktion f : [a, b] — R> beschrieben.

Die Wahrscheinlichkeit, dass die Zufallsvariable einen Wert im
Intervall [c, d] C [a, b] annimmt, ist durch

d
F(d) — F(c) = / F(x)dx
c
gegeben.
Es gilt F(a) =0 und F(b) = 1 und damit auch [ f(x)dx = 1.

Die Verteilungsfunktion ist durch F(x) = [*__ f(t)dt gegeben.
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Beispiel Dichtefunktion Flo- 3ix - 3«
y
F(d) — F(c) = [ f(x)dx .
32 3 2
|
»"-éol -3¢ y:f(x)s—?’g—x
ﬂ/el'me om, oAass o=0 E
e are s € ra td"oa,‘f E
i% /5 s °e ! ..!- &3 =4
S Fo e =1 | g .
N e ) 63:2 2
{ frote - F(0 ~F(@ e e
o 2 3 13 |
447 |
b
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Erwartungswert

Der Erwartungswert einer Zufallsvariablen ist der (theoretische)
Durchschnittswert der Variablen bei unendlich vielen unabhangigen
Ziehungen.

Elx] = / x - F(x)dx

Der Erwartungswert ist der , Gravitationspunkt® der
Dichtefunktion.
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Erwartungswert

y
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