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9.1 Extremstellen

Sei f: D — R mit D CR. Dann ist

» c € D eine Maximalstelle fiir f und f(c) ist der
Maximumwert, wenn

f(x)<f(c)VxeD

» d € D eine Minimalstelle fiir f und f(c) ist der ‘
f - 7
Minimumwert, wenn ﬁr alle !

f(x)>f(d)VxeD
Sind die Ungleichungen strikt, so heiBen ¢ und d strikte Maximal-
und Minimalstelle.
Die kollektive Bezeichnung lautet Extremstelle.
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Bedingungen fiir innere Extrempunkte

Sei f : (a, b) — R differenzierbar und sei f'(xg) > 0 fiir xo € (a, b).
Behauptung: xg kann keine Maximumstelle von f sein!
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Bedingungen fiir innere Extrempunkte

Sei f : (a, b) — R differenzierbar und sei f'(x) > 0 fiir xo € (a, b).

Behauptung: xg kann keine Maximumstelle von f sein!

Begriindung:

Angenommen f(xg) > f(x) fiir alle x > xg.

| 0~ ()

X — Xp

< 0 fir alle x > xg

= fim ()= fa)

x—rxg X = X0

<0

Dies steht im Widerspruch zu der Behauptung f'(xo) > 0.
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Notwendige Bedingung erster Ordnung

Sei f : D — R mit D C R differenzierbar auf (a, b) C D.

Falls f'(x0) # 0 fiir xo € (a, b):
> xg kann keine Maximumstelle von f sein.

» xo kann keine Minimumstelle von f sein. (Begriindung analog)

Damit xp € (a, b) eine Extremstelle fiir f in (a, b) ist, ist es eine
notwendige Bedingung, dass die erste Ableitung von f an der
Stelle xg gleich null ist:

f'(x) =0
Wir nennen Stellen xo mit f'(x9) = 0 auch station&re oder

kritische Stellen.
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Zwei stationare Stellen

]f/(c) =0
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Keine stationare Stelle
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Keine inneren Extrema

Wenn x stationar ist, konnen wir nicht schlussfolgern, dass x eine
Extremstelle von f ist!
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9.2 Einfache Tests auf Extremstellen

y
1 l 3 1 X
IL__/---\,"\_XOL____.--—\,-—-._,I
f'(x) >0V x<xp f'(x) <0V x> xp
x-% o . Koo
(/ Xp ist eine Maximumstelle.
Lo ( x-
u—"‘:- fﬁé) <5 -F(fx)f/l"'f%) €o
Zo I4 e

- 4
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9.2 Einfache Tests auf Extremstellen
y

NS

f'(x) <0V x < xp f(x) >0V x> xo
Also: f'(x)(x — xp) > 0V x

Xp ist eine Minimumstelle.
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9.2 Einfache Tests auf Extremstellen

Test der ersten Ableitung auf Extrema

Sei f differenzierbar auf einem Intervall /, welches xg enthilt.

(i) Falls f/(x)(x — xp) < O fiir alle x in /:
Xo ist eine Maximumstelle fiir f auf /.

(i) Falls '(x)(x — xo) > O fiir alle x in [

Xp ist eine Minimumstelle fiir £ auf /.

Falls die Ungleichung strikt ist fiir alle x # xp, handelt es sich um
eine strikte Extremstelle.
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Extrema von konkaven und konvexen Funktionen

Sei xg im Inneren von D eine stationare Stelle fiir f.

(i) Wenn f konkav ist, dann ist xp eine Maximumstelle fiir f.

(i) Wenn f konvex ist, dann ist xo eine Minimumstelle fiir f.
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Extrema von strikt konkaven und strikt konvexen
Funktionen

Sei f eine Funktion, definiert auf einem Intervall /.

(i) Wenn f strikt konkav ist, dann ist eine Maximumstelle fiir f
eindeutig.

(ii) Wenn f strikt konvex ist, dann ist eine Minimumstelle fiir f
eindeutig.
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9.3 Okonomische Beispiele

Gewinnmaximierung im perfekten Wettbewerb R e f"f_? (
Marktpreise: ,!
> w > 0 fiir das Input VT oz
» p > 0 fiir das Output F =@

(/y) :'J_)?)

f : R> — R> stetige Produktionsfunktion mit

» x >0 Inputmenge, f(x) > 0 Outputmenge
kel > £(0) =0

Bediugy, o
"I (0 > 0fir alle x > 0, £/(x) > % fiir x Klein, lim £/(x) =0,

> f"(x) <0 fiir alle x > 0

m: R> — R Gewinnfunktion:

m(x)=p-f(x)—w-x
T = 0.0 g - —é-)(
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9.3 Okonomische Beispiele

Gewinnmaximierung im perfekten Wettbewerb
Betrachte erste Ableitung von 7(x) = p - f(x) — w - x:
7(x) = p- Fx) - w

Fir x ,klein* gilt:

P(x)=p F(x)—w=p- (f’(x) - V;) >0

>0

Fiir x ,,groB" gilt wegen limy_, f'(x) = 0:

T'(x)=p-f(x)—w<0
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9.3 Okonomische Beispiele

Gewinnmaximierung im perfekten Wettbewerb

Es gilt also 7'(a) > 0 und 7’/(b) < 0, wobei a eine sehr kleine und
b eine sehr groBe Zahl ist.

Da f zweifach differenzierbar ist, ist f’ stetig und damit ist auch 7’
stetig.

Zwischenwertsatz:

Es gibt ein x* € (a, b) mit 7'(x*) = 0.

x* > 0 ist also eine stationdre Stelle fiir 7.

Da f konkav ist, ist auch 7 konkav:
7'(x)=p-f'(x) <0

Daher muss x* eine Maximalstelle von 7 sein.
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Okonomische Interpretation von 7/(x*) = 0
Mit 7(x) = p- f(x) — w - x gilt:
Erlés Kosten

T(x)=p-f'(x)—w=0

=
~—— ~—~
Grenzerlss Grenzkosten

Im Gewinnmaximum gilt also:

Grenzerlos = Grenzkosten
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Beispiel: f(x) =+v/x, p=10, w =

40

20 1

Ni< N

wosleaLuwltbon C )
) Grfhzko_‘n(.'u C{C() =

PLO(x) = 5%

Erlog loshen

N/

P Pty

m(x) = 10y/x — 3x

/
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/
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X

Modul 1 Methodische Grundlagen:

200 300 40})\
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9.3 Okonomische Beispiele

Monopolist mit konstanten Grenzkosten

» Monopolfirma
» inverse Nachfragefunktion P : R> — R mit P, P” <0
» g > 0: Menge des produzierten Qutputs o

" Grew Zt?a;»[e.ﬂ C//7) =C
Kostenfunktion c(q) :@

v

» Gewinnfunktion 7(q) = P(q) - g —C-q

]m(/r?.(!' DG/M'LO.-
vor o (c)

Wie lautet die notwendige Bedingung erster Ordnung? T~ (r(‘) =0

Annahme: g* > 0 Maximalstelle von 7

- . - - . .. — “ -
Wie reagiert die optimale Menge g* auf eine Veranderung von c¢? "‘{‘f"ﬁ)g
. . - oA
Wie reagiert das Gewinnmaximum auf eine Verdanderung von C?

oA m(a*ez)) ?
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9.4 Der Extremwertsatz

Es sei angenommen, dass f eine stetige Funktion auf einem
abgeschlossenen und beschrénkten Intervall [a, b] C R ist.

Dann existiert eine Stelle d € [a, b], an der f ein Minimum hat und
eine Stelle ¢ € [a, b], an der f ein Maximum hat, d.h. es gilt:

f(d) < f(x) < f(c)V x € [a, b]

Sind stetig, abgeschlossen oder beschrankt nicht erfiillt, kdnnen
Extremstellen existieren, miissen es aber nicht.
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Warum gibt es hier kein Maximum?

Opf'rth"cﬂ)Lpr g,{CQ wicht -\'SSG l'r-é(ﬂg-i(-.l
1
f:(0,1] = R mit f(x) = =+ 10
X

y

11}~
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. . . . X _ _ ~
Warum gibt es hier kein Maximum? & =~ 7 <> %= %7 4

"‘h.'h F(gJ, ,!
f1[0,00) — R mit f(x) = —
. , OO mi X —X+1

1

y Es 3bF UWeie ofere Schranlke
2 Oefin hioubereiy SF niché eschpiatch

Modul 1 Methodische Grundlagen: Mathematik Kapitel 09, Lars Metzger, WS 2024 /25, =x Kontakt 23 /37


mailto:mathe.wiwi@tu-dortmund.de

Warum gibt es hier kein Maximum?
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Warum gibt es hier kein Maximum? Vet £ wcht
5(:»#.;‘! st

lim f(x) # Iim+f(x)

X—>X0 X—)XO
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Wie nach Extremstellen gesucht wird

Sei f: | = R, wobei | C R ein Intervall sei.

Jede Extremstelle des Intervalls | gehort zu einer der drei
verschiedenen Mengen:

(a) Innere Punkte von /, in denen f'(x) = 0 ist;
(b) Endpunkte von /, falls sie zu | gehdren; und
(c) Innere Punkte von /, in denen f’ nicht existiert.

Punkte, die zu (a), (b) oder (c) gehoren, heiBen Kandidaten fiir
Extremstellen.
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Auffinden der Extrema von differenzierbaren Funktionen

Sei f : [a, b] — R differenzierbar.

Um die Extremwerte von f zu finden, gehe wie folgt vor:

1. Bestimme alle stationaren Stellen von f in (a, b), d.h.
bestimme alle x € (a, b), die die Gleichung '(x) = 0 erfiillen.

2. Berechne den Funktionswert von f in den Endpunkten a und
b des Intervalls und auch an allen stationaren Stellen.

3. Der groBte der in 1. und 2. gefundenen Funktionswerte ist der
Maximalwert und der kleinste Funktionswert ist der
Minimalwert von f in [a, b].
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9.5 Weiteres 6konomisches
Beispiel
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Monopolfirma mit Kapazitatsgrenze

Eine Monopolfirma sehe sich der inversen Nachfragefunktion
Pp(g) = max{100 — q,0}

bei gegebener Outputmenge g > 0 gegeniiber.
Sie habe die Kostenfunktion c¢(gq) = 20 - g.
AuBerdem sei die Kapazitdtsgrenze 0 < K < 100 gegeben.

Der Gewinn der Firma betragt D "f"”;ﬁ"““iﬂft."c(
.. [ ! aéﬁe;‘,ﬂf_ /
m(q)=(100-q) q—20-qfir0<g<K
/7 L____...—-'-—, L3 'IGLI.';L,; P
Erlos Woshe,

Sﬁia
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9.6 Lokale Extremstellen
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Lokale Extrema

Seif:D—Rmit DCR.

Die Funktion f hat ein lokales Maximum an der Stelle xg, falls

ein Intervall (a, b) um xp herum existiert, so dass r
"in der Wahe Vor x,

f(x) < f(xo) fiir alle W

!

Die Funktion f hat ein lokales Minimum an der Stelle xg, falls ein
Intervall (a, b) um xp herum existiert, so dass

f(x) > f(xo) fiir alle x € (a, b)) N D

Kollektive Namen: lokale Extremstellen bzw. lokale Extrema
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Lokale Extrema

Auch fiir lokale Extrema gilt:

In einer lokalen Extremstelle im Innern des Definitionsbereiches
einer differenzierbaren Funktion muss die Ableitung Null sein.
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Der Test der ersten Ableitung

Sei f : D — R differenzierbar mit D C R.

Nehme an, dass xp ein innerer Punkt eines Intervalls (a, b) C D ist
und eine stationare Stelle von f.

(i) Falls f/(x)(x — xp) < 0 auf (a, b),
dann ist xg eine lokale Maximumstelle fiir f.

(ii) Falls f'(x)(x — x0) > 0 auf (a, b),
dann ist xg eine lokale Minimumstelle fiir f.

(iii) Falls f'(x) > 0 auf (a, b) (auBer fiir x = xo) oder
falls f/(x) < 0 auf (a, b) (auBer fir x = xp),
dann ist xg keine lokale Extremstelle fiir f.
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Der Test der zweiten Ableitung

Sei f : D — R zweimal differenzierbar mit D C R.

Nehme an, dass xg ein innerer Punkt eines Intervalls / ist und eine
stationdre Stelle von f.

(i) Wenn f"(xp) <0,
dann ist xg eine strikte lokale Maximumstelle.

(if) Wenn f"(xg) > 0,
dann ist xg eine strikte lokale Minimumstelle.

(iii) Wenn "(x0) =0,
dann bleibt der Charakter von xp unbestimmt.

Der Umkehrschluss dieser Aussagen liefert die notwendigen
Bedingungen zweiter Ordnung.
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Notwendige Bedingungen zweiter Ordnung

Sei f : D — R zweimal differenzierbar mit D C R.

Dann gilt:
xp ist eine lokale Maximumstelle fiir f = f"(xp) <0

xp ist eine lokale Minimumstelle fiir f = "(xp) > 0
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f:R—=Rmit f(x) = x> — x> —3x+1

6
8 §=f
A
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Zusammenfassung

» Extremstellen: Maximal- & Minimalstellen

» Notwendige Bedingung erster Ordnung fiir innere
Extremstellen

» Zwischenwertsatz
» Extremwertsatz
» |okale Extremstellen

» Notwendige Bedingung zweiter Ordnung
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