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6.1 Steigungen von Kurven

y

Die Steigung der Tangente L an den Graphen in P heit Ableitung
von f an der Stelle xg, wir bezeichnen diese Zahl mit f'(xp).
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6.2 Tangenten und Ableitungen: Geometrische Idee

y T

N

Steigung der Tangente T:

Grenzwert der Steigung der Sekante PQ wenn sich Q auf dem
Graphen zu P bewegt.
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Newton-Quotient / Differenzen-Quotient

Y T

Q = (xo + Ax, f(xo + Ax))

f(xo +Ax) — f(x0)

Steigung von PQ: W
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Definition: Ableitung

Die Ableitung der Funktion f an der Stelle xo, die mit f’(xg)
bezeichnet wird, ist gegeben durch die Formel

. f(xo+ Ax) — f(xo)
/ —
Flo) = Jfim, Ax

Definition der Tangente

Die Gleichung der Tangente an den Graphen der Funktion
y = f(x) im Punkt (xo, f(x0)) ist

y = f(x0) = f'(x0)(x — x0)
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Beispiel: f(x) = x?
Berechne:

f(xo + Ax) =
f(xo + Ax) — f(x0) =

f(xo+Ax)—f(x0) __
Ax -

Ersetze Ax durch 0.

= f/(Xo) =
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Beispiel f(x) = x2

Steigung: 2xg + Ax
f(xo + Ax)

o)
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Berechnung der Ableitung

(i) Addiere Ax # 0 zu xp und berechne f(xp + Ax).

(i) Berechne die zugehorige Anderung im Funktionswert:
f(xo + Ax) — f(xo)-

(iii) Bilde fiir Ax # 0 den Differenzen-Quotienten.
(iv) Vereinfache den Bruch aus Schritt (iii) so weit wie méglich.

(v) Dann ist f'(xp) diejenige Zahl, gegen die der
Differenzen-Quotient strebt, wenn Ax gegen 0 geht.
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6.3 Monoton wachsende und fallende Funktionen

Sei f : ] = R, wobei I C R ein Intervall sei.

Falls fiir alle x1,x € I mit x; < xo gilt:

< f(x2), dann ist f monoton wachsend auf /

< f(x2), dann ist f strikt monoton wachsend auf /

> f(x2), dann ist f monoton fallend auf /
(x

2), dann ist f strikt monoton fallend auf /
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Beispiele

monoton wachsend streng monoton wachsend
y y
‘ % X
monoton fallend streng monoton fallend
y y
X X
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Monotonie und Vorzeichen der Ableitung

Sei f : | — R, wobei | C R ein Intervall sei und f'(x) fiir alle x € /
definiert sei.

» f'(x) >0V x €< f ist monoton wachsend auf /.

> f'(x) >0V x €= f ist strikt monoton wachsend auf /.
> f'(x) <0V x €< f ist monoton fallend auf /.

> f'(x) <0V x €= f ist strikt monoton fallend auf /.

> f'(x) =0V x €l <« fist konstant auf /.
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6.4 Okonomische Anwendungen

Durchschnittliche Anderungsrate von f iiber dem Intervall von

Xxo bis xp + Ax:
f(xo + Ax) — f(x0)

Ax

Anderungsrate von f in xp:

. f(xo+ Ax) — f(x0)
! _
Flo) = Jim, Ax

Relative Anderungsrate von f an der Stelle xo:

o f(xo+ Ax) — f(xp) 1
f(Xo) N Ax—0 Ax f(Xo)
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Beispiel 6.4.4: Grenzkosten

Sei mit C : R> — R die monoton wachsende und differenzierbare
Kostenfunktion bezeichnet.

Grenzkosten an der Stelle x:

cto= g, 5150260

Falls |[Ax| sehr klein im Vergleich zu x:

C(x + Ax) — C(x)
Ax

C'(x) ~
Falls x sehr groB und Ax = 1:

C'(x) =~ C(x+1) — C(x)
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6.5 Eine kurze Einfiihrung zu Grenzwerten

Bedeutung Grenzwert:
Seif:D—-Rmit DCR.

Der Ausdruck

X||_>rr)1<0 flx)=A
heiBt Grenzwert. Er bedeutet, dass wir f(x) so nah an A finden
konnen, wie wir wollen, fiir alle x hinreichend nah, aber nicht
gleich xp.
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Beispiel: f(x) = =1 fiir x # 0

y
_ e-1
3 f(X) X
2
X
-2 -1 1 2
X -1 -0.1 | —0.01 | —0.001
f(x) | 0.632 | 0.956 | 0.999 | 1.000 im &=l _ 1
m-— =
X 1 0.1 0.01 0.001 x—=0 X
f(x) | 1.718 [ 1.052 | 1.001 | 1.000
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Regeln fiir Grenzwerte

Wenn lim f(x) = A und lim g(x) = B ist, dann gilt:

X—rX0 X—rX0

> lim (f(x) £ g(x)) =A+B

X—rX0

> lim (f(x) g(x)) = A- B

X—rX0

> lim 2 — A fas B £ 0

x—rx0 8(X)

> lim (f(x))" = A", fir r € R und falls A" definiert ist

X—>X0
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6.6 Einfache Regeln der Differentiation

Wenn f eine konstante Funktion ist, dann ist ihre Ableitung 0:
fx)=A=f'(x)=0

Wenn man Ableitungen bildet, verschwinden additive Konstanten,
wahrend multiplikative Konstanten erhalten bleiben:

y=A+f(x)=y =f(x)

y = Af(x) = y' = Af'(x)

Fiir eine beliebige reelle Konstante r gilt:

f(x) =x"= f'(x) ="t
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6.7 Ableitungen von Summen und Differenzen

Seien f,g: D — R mit D C R.

Wenn f und g beide in x € D differenzierbar sind, dann sind die
Summe f + g und die Differenz f — g auch in x differenzierbar und
es gilt:

(f(x) +g(x))" = f'(x) + &'(x)
und

(f(x) — g(x))' = f'(x) — &'(x)
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Beispiel: Profit

Es seien R(x) der Erlos und C(x) die Kosten einer Firma bei
gegebener Ausbringungsmenge x > 0.

Der Profit der Firma sei definiert durch:

Der Grenzgewinn der Firma ist dann:
m'(x) = R'(x) = C'(x)

Insbesondere ist der Grenzgewinn gleich null genau dann wenn der
Grenzerlos den Grenzkosten entspricht.
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6.7 Die Ableitung eines Produktes

Produktregel
Seien f,g: D — R mit D C R.

Wenn f und g beide im Punkt x € D differenzierbar sind, dann ist
auch das Produkt f - g im Punkt x differenzierbar und

(F(x) - g(x)) = f'(x) - g(x) + f(x) - &'(x)
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6.7 Die Ableitung eines Quotienten

Quotientenregel

Seien f,g: D — R mit D C R.

Wenn f und g in x differenzierbar sind und g(x) # 0, dann ist
auch f /g differenzierbar in x und

<f(X)>/ _ () - g(x) = f(x) - &'(x)
g(x) (g(x))*
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Beispiel: Durchschnittskosten

Es seien C(x) die Gesamtkosten einer Firma bei
Ausbringungsmenge x > 0.

Fiir x > 0 seien C(x)/x die Durchschnittskosten der Firma.

Zu Berechnen:

d
(/%) =
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6.8 Die Kettenregel

Wenn g differenzierbar ist in xo und f differenzierbar ist in
up = g(xo), dann ist f(g(x)) differenzierbar in xo und

(f(g(x0))) = f'(u0)e’(x0) = f'(g(x0))g’ (x0)
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Beispiel: optimale Konsumentscheidung
Die Konsumentscheidung x > 0 fiir ein Gut hdnge vom
verfiigbaren Einkommen m > 0 ab:
x: Ry = R>
Das verfiigbare Einkommen m > 0 hdnge vom Lohnsatz w > 0 ab:
m:R> — R>

Mit der Kettenregel konnen wir berechnen, wie sich der Konsum
andert, falls sich der Lohnsatz andert:

((m(e))) = - (x(m(w))) = Em) d7)

=x'(m) - m'(w)
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6.9 Ableitungen hoherer Ordnung

Die Ableitung f’ wird auch erste Ableitung genannt.

Wird die Ableitungsfunktion ' erneut abgeleitet, heiBt das
Resultat zweite Ableitung: " = (f')".

f"(x) ist dann die zweite Ableitung an der Stelle x.

Alternative Notation:
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Dritte und hohere Ableitungen

Dritte Ableitung

y="f(x)=y"=f"(x)
Vierte Ableitung

y = f(x) = y® = fO(x)
n-te Ableitung

y = f(x) =yt = f(x)
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6.10 Exponentialfunktion

Die natiirliche Exponentialfunktion

f(x)=e"~271828" ,x € R

Differenzen-Quotient:

f(x+ Ax) — f(x) eTAx—ex . eAx —1

Ax Ax Ax

. . . eh_
Wir hatten zuvor argumentiert: f|’|m e—hl =1
—0

Ableitung der natiirlichen Exponentialfunktion

f(x)=e = f'(x)=€"
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Uberblick: Natiirliche Exponentialfunktion

Die natiirliche Exponentialfunktion
f(x) = exp(x) = €~ (e =2.71828...)

ist differenzierbar und strikt monoton wachsend.

Es gilt:
f'(x) = f(x) = &

Die folgenden Eigenschaften gelten fiir alle Exponenten s und t:

(a) e®e’ = e°T! (b) e° /et = et (c) (&) =e
Ferner gilt:

lim =0 e =1 lim X = oo
X——00 X—>00
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Die allgemeine Exponentialfunktion

Sei a > 0. Dann ist die allgemeine Exponentialfunktion definiert
durch

f(x)=a"

Da der natiirliche Logarithmus die Umkehrfunktion der natiirlichen
Exponentialfunktion ist, gilt:

3= eln(a)

Damit: N
X = (eln(a)) _ eln(a)x

Mit der Kettenregel:

f'(x) = In(a)e™@* = In(a)a"
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6.11 Logarithmusfunktion

Natiirliche Logarithmusfunktion

Die natiirliche Logarithmusfunktion g(y) = In(y) fiir y > 0 erfiillt
In(y) = x fiiry = e,
sie ist die Umkehrfunktion der natiirlichen Exponentialfunktion.

Es gilt also auch
" =yvy>o0

Anwendung der Kettenregel ergibt

de'n(v)

= "W (y) =1 In'(y) = 1/e"0) = 1/y
y
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Uberblick: Natiirliche Logarithmusfunktion

Die natiirliche Logarithmusfunktion
g(x)=In(x), x>0

ist differenzierbar und strikt monoton wachsend in R-.

Es gilt:
1 1
/ _ = " _ =
gx)=~, g (x)=-2
Nach Definition gilt e"*) = x V x € R und In(eX) = x V x € R.
Die folgenden Eigenschaften gelten fiir alle x,y € Rs und p € R:

(3) In(xy) = In(x)+In(y) (b) In(x/y) = In(x)=In(y) () In(xP) = pln(x)

Ferner gilt
fim n(x) 00 n(1) Jim n(x) = oo
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Zusammenfassung

» Differenzen-Quotient
» Monotonie

» Grenzwerte

» Ableitungsregeln

» natiirliche Exponential- und Logarithmusfunktion
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