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6.1 Steigungen von Kurven

y

Die Steigung der Tangente L an den Graphen in P heit Ableitung
von f an der Stelle xg, wir bezeichnen diese Zahl mit f'(xp).
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6.2 Tangenten und Ableitungen: Geometrische Idee

y T

N

Steigung der Tangente T:

Grenzwert der Steigung der Sekante PQ wenn sich Q auf dem
Graphen zu P bewegt.
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Newton-Quotient / Differenzen-Quotient

I;De(l* il
y T /

Q = (x0 +|Bx, f(x + Ax))

Xo f(;-A)( X
Steigung von PQ: W N

A X
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Definition: Ableitung

Die Ableitung der Funktion f an der Stelle xo, die mit f’(xg)
bezeichnet wird, ist gegeben durch die Formel

2Zah(
o flxo + Ax) — f
fI(X()) _ ! (XO + X) (XO) - Ay
4 AX—0 Ax D x
Fesle 241

Definition der Tangente

Die Gleichung der Tangente an den Graphen der Funktion
y = f(x) im Punkt (xo, f(xg)) ist__ V=" #élc 2=kl

Y~ Flx0) = 60 x — %) _
\-;'_u VA(‘SPI“I&)C‘M‘# Slei &..J
ij “g"‘(u.\ , 7 '_i‘/
=> 4= -Ffr.,) . {’}m) -X —{(yo}xo ,Ff):,)-.)[rz‘.))t(, &7[(,.);
____@8_/7 —
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1)t 2 L
Beispiel: f(x) = x? (a+b) < o' +2ac +&

Berechne:

~ b 2
f(-: (Ko d) = X2+ 24xX, + 2¥)

f(xo+Ax)—f(xo)=()ef+ 24x %, * (4;?)") - / =AY

f(X0+AX)—f(Xo) _ 2 M’VO + Ax;é( ) v
Ax : 7

r AXx

Ersetze Ax durch 0.

= fl(Xo) = 2,\/

o
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3 ou;-sqzl-ﬂ“zrg
r’X)=-X r (e1+6) =z + 3af +2 4

[ix, 080 = —(x480° FS = = K238 4x -3 (dxf - (a0® +5

_'((,(a) - +x°3 - <

VAV -:jf@x)z—rzlxzj ¥ b

{ % ran -fro

_({4444') - fw) _'s,ngx - 3 A Ax - Bx-BsX-4X 4%
Ax B Ax 2x
o (-3x% - xax - sedX) Ax
Ax
/ 2
-{”") = -3 - %3x0 -o0o0

(AX= o)



Beispiel f(x) = x2

Steigung: 2xg + Ax
f(xo + Ax)

o)
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Berechnung der Ableitung

(i) Addiere Ax # 0 zu xp und berechne f(xp + Ax).

(i) Berechne die zugehorige Anderung im Funktionswert:
f(xo + Ax) — f(xo)-

(iii) Bilde fiir Ax # 0 den Differenzen-Quotienten.
(iv) Vereinfache den Bruch aus Schritt (iii) so weit wie méglich.

(v) Dann ist f'(xp) diejenige Zahl, gegen die der
Differenzen-Quotient strebt, wenn Ax gegen 0 geht.
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6.3 Monoton wachsende und fallende Funktionen

Sei f : ] = R, wobei I C R ein Intervall sei.

Falls fiir alle x1,x € I mit x; < xo gilt:

< f(x2), dann ist f monoton wachsend auf /

< f(x2), dann ist f strikt monoton wachsend auf /

> f(x2), dann ist f monoton fallend auf /
(x

2), dann ist f strikt monoton fallend auf /
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Beispiele

monoton wachsend streng monoton wachsend

y y
J/&/%muw, /
|

x |

monoton fallend

=) kewe

Altet wa ‘

streng monoton fallend
y y

Torgend e wicly Wnicly

€ eyt

5'-‘1';"0\*
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Monotonie und Vorzeichen der Ableitung

Sei f : | — R, wobei | C R ein Intervall sei und f'(x) fiir alle x € /
definiert sei. Wiv alle" " Etement ons”

> f'(x) >0 V(’,x € | & f ist monoton wachsend auf /.

» f'(x) >0V x €= f ist strikt monoton wachsend auf /.
> f'(x) <0V x €< f ist monoton fallend auf /.

» f'(x) <0V x €= fist strikt monoton fallend auf /.

> f'(x) =0V x €l fist konstant auf /.
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]Cf’() = —)(3 +S
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6.4 Okonomische Anwendungen

Durchschnittliche Anderungsrate von f iiber dem Intervall von

Xxo bis xp + Ax:
f(xo+Ax) —f(x)  4dg

S

Ax x

Anderungsrate von f in xp:

. f(xo+ Ax) — f(x0)
! _
Flo) = Jim, Ax

Relative Anderungsrate von f an der Stelle xo:

o f(xo+ Ax) — f(xp) 1
f(Xo) N Ax—0 Ax f(Xo)
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Beispiel 6.4.4: Grenzkosten

enql  Cost

Sei mit C : R> — R die monoton wachsende und differenzierbare
Kostenfunktion bezeichnet.

Grenzkosten an der Stelle x: loslonz yuels
h——
. C(x+ Ax) — C(x)
C'(x)= |
(x) A>I<T>O Ax

Falls |[Ax| sehr klein im Vergleich zu x:
"wagefalr g leich

| C(x + Ax) — C(x)
x) Ax

C'(
Falls x sehr groB und Ax = 1:

C'(x) =~ C(x+1) — C(x)
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6.5 Eine kurze Einfiihrung zu Grenzwerten

Bedeutung Grenzwert: { I, 2.0(e
so%e - -
Sei f: D — R mit D CR.
Der Ausdruck /
lim/f(x)=A

X—rX0 1\
— Wara{ ZC

heiBt Grenzwert. Er bedeutet, dass wir f(x) so nah an A finden
konnen, wie wir wollen, fiir alle x hinreichend nah, aber nicht
gleich xp.
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Beispiel: f(x) = =1 fiir x # 0

y

-2 -1 1

X —1 | —0.1 [ —0.01 | —0.001
f(x) | 0.632 | 0.956 | 0.999 | 1.000
X 1 [ 01 | 0.01 | 0.001
f(x) | 1.718 | 1.052 | 1.001 | 1.000

x—0 X
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(e"‘)’ =1

Vv er Cw-k"':ox-sv«wf
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- e
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Regeln fiir Grenzwerte

Wenn lim f(x) = A und lim g(x) = B ist, dann gilt:

X—rX0 X—rX0

> lim (f(x) £ g(x)) =A+B

X—rX0

> lim (f(x) g(x)) = A- B

X—rX0

> lim 2 — A fas B £ 0

x—rx0 8(X)

> lim (f(x))" = A", fir r € R und falls A" definiert ist

X—>X0
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6.6 Einfache Regeln der Differentiation

Wenn f eine konstante Funktion ist, dann ist ihre Ableitung 0:
fx)=A=f'(x)=0

Wenn man Ableitungen bildet, verschwinden additive Konstanten,
wahrend multiplikative Konstanten erhalten bleiben:

y=A+f(x)=y =f(x)

y = Af(x) = y' = Af'(x)

Fiir eine beliebige reelle Konstante r gilt:
f(x) =x"= f'(x) ="t

[
Sspe (xz) = 2X (-x®e) o ay?
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- + rax) — E+/4f(x))
(@+ A,?((X))’= L BrAfk (

Axs0 Ax

_lim BYALwndy - - A Lo

T Ax~o ix
Lo A(f(xmx] - fm)

) Akeﬂ AX

r{\(_\ I(XPA{)—F'J
Tean

e 45

fixrde - [

/
Lim ’ <A L (x)
= /4 de0 AX A ;
-~ = -

prfx)



6.7 Ableitungen von Summen und Differenzen

Seien f,g: D — R mit D C R.

Wenn f und g beide in x € D differenzierbar sind, dann sind die
Summe f + g und die Differenz f — g auch in x differenzierbar und
es gilt:

(f(x) +g(x))" = f'(x) + &'(x)
und

(f(x) — g(x))' = f'(x) — &'(x)
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Rexpe | foe Eitcos
Rie) = P-X
R,'(,() = P

Beispiel: Profit

Es seien R(x) der Erlos und C(x) die Kosten einer Firma bei
gegebener Ausbringungsmenge x > 0.

Der Profit der Firma sei definiert durch:
7(x) = R(x) — C(x)
Der Grenzgewinn der Firma ist dann:

7 (x) = - _ (%)

Insbesondere ist der Grenzgewinn gleich null genau dann wenn der
den Grenzkosten entspricht.
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6.7 Die Ableitung eines Produktes

Produktregel
Seien f,g: D — R mit D C R.

Wenn f und g beide im Punkt x € D differenzierbar sind, dann ist
auch das Produkt f - g im Punkt x differenzierbar und

(f(x) g(x)) = f'(x) - g(x) + f(x) - g'(x)
r
<f o) L {0 8t
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I X r{x#m)-g (xrdx) - (X q(x)
3
(l (x) - 6(;()) - Liim 7[

dxs0 Ax

4

_[rxsm alxrax) - [ (0 alxrdn) - Loeyam) + Fm o (& +Ax)

{rﬂ-‘-\

Adxs0

Ax

G(rxmx) () alxeax) + Lox (gxt40) - a0 )

Akvo AKX

. —o{ q(x¥F A4 - Kix)
. Lim f(XLAX) { LG (XFAX) + _prx)
4x0 Rz&.)«:/__/ e %
D F{wy 3w+ fo 8l

AX=0



6.7 Die Ableitung eines Quotienten

Quotientenregel

Seien f,g: D — R mit D C R.

Wenn f und g in x differenzierbar sind und g(x) # 0, dann ist
auch f /g differenzierbar in x und

<f(X)>/ _ (X)) -e(x) — f(x) - g'(x)
g(x) (g(x))*

f
_(fx])f £
sm) T a4
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Beispiel: Durchschnittskosten

Es seien C(x) die Gesamtkosten einer Firma bei

Ausbringungsmenge x > 0.

Fiir x > 0 seien C(x)/x die Durchschnittskosten der Firma.

! /
fw=Cax) f=Chuw

Zu Berechnen: ) ,

3 = X T = 4

d " x —
= CRr 0t

- X
[ [ Cx
- — f - —
_,X(C %) KJ
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6.8 Die P{fettenregel

H;nyrZ ‘L_‘“"QLIOH N J ) = v
av Pore Fuwldiog £(v)

o und f differenzierbar ist in
differenzierbar in xg und

Wenn g differenzierbar i
up = g(x0), dann ist f(g(x))

(f(g(0)))’ = f"(u0)g’(x0) = F'(g(x0) )&’ (x0)
a f" re wnere

/4 4 r(g,'j'm.J
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I L ;(5(”’4:)) - 7((3 X))  Blxid) -3x)
f(‘f)(““)> T Axse Ax Sk tdx) - 370)
—— e

~

f{grxux)} - f’s"ﬂ) 3lxrds) - Fx)

alxrdxn - 3% 4 x

mb fAy = alr+dd - 3%
v

Al dK) = 470 + AU

h._.—l—'—'_'_'_"'-V——n.._._.-—"/

[lvrae) = {0 Jx+dn - 3%
Li N
* dxso Av
/ /
i oy o 5w
;..,»:u_ ymere

(4 Uc.*[ und



_F’x] |

-1
- (x)  —— = f"ﬂ' 300

) (‘O | 3x) ?

"

(
Pran(ulf(l{r!se{: (Fq’)_ 3({]") = ‘rf(x}_g((]‘d"' Fn’()'(%“’)_'l)

Ilnﬂere :Uﬂk'('hn N 8(.4(} = U

ﬂ[xj_ '&./s..»r. Fowlch om v

rn;v ere ,4&/8:/' ‘“‘ﬂ: i {f,()
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Beispiel: optimale Konsumentscheidung
Die Konsumentscheidung x > 0 fiir ein Gut hdnge vom
verfiigbaren Einkommen m > 0 ab:
&vﬁhe F_k?‘ x: Ry = R>
Das verfiigbare Einkommen m > 0 hdnge vom Lohnsatz w > 0 ab:
tunere Flef m:R> — R>

Mit der Kettenregel konnen wir berechnen, wie sich der Konsum
andert, falls sich der Lohnsatz andert:

(m())) = - (x(m(e)) = D8I ) i)
.:'-U”;p;c |-,'nn-c
A Al
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6.9 Ableitungen hoherer Ordnung

Die Ableitung f’ wird auch erste Ableitung genannt.

Wird die Ableitungsfunktion ' erneut abgeleitet, heiBt das
Resultat zweite Ableitung: " = (f')".

f"(x) ist dann die zweite Ableitung an der Stelle x.

Alternative Notation:

_ d?f(x)
(dx)

ffﬁ}-’xz ?(J(,ﬂ - 2-X (1[!"1])’ = {H(Jd- 2

f(x)

N
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Dritte und hohere Ableitungen

Dritte Ableitung

y="f(x)=y"=f"(x)
Vierte Ableitung

y = f(x) = y® = fO(x)
n-te Ableitung

y = f(x) =yt = f(x)
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6.10 Exponentialfunktion

Die natiirliche Exponentialfunktion

f(x)=e"~271828" ,x € R

Differenzen-Quotient:

f(x+ Ax) — f(x) eTAx—ex . eAx —1

Ax Ax Ax

. . . eh_
Wir hatten zuvor argumentiert: f|’|m e—hl =1
—0

Ableitung der natiirlichen Exponentialfunktion

f(x)=e = f'(x)=€"
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Uberblick: Natiirliche Exponentialfunktion
Die natiirliche Exponentialfunktion
f(x) = exp(x) = €~ (e =2.71828...) X

ist differenzierbar und strikt monoton wachsend.

Es gilt:

flix)=f(x)=e>0o
Die folgenden Eigenschaften gelten fiir alle Exponenten s und t:
(a) et = STt (b) e°/et = et (c) (es)t —_ st
Ferner gilt:
lim e =0 =1 lim ¥ = oo

X—>—00 X—00
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Die allgemeine Exponentialfunktion

Sei a > 0. Dann ist die allgemeine Exponentialfunktion definiert
durch

f(x)=a"

Da der natiirliche Logarithmus die Umkehrfunktion der natiirlichen

Exponentialfunktion ist, gilt: womere Fonldls. : Ltad - X

5= en(a) mnee A . lula)
f"ﬁ"c F‘v.‘ l(‘-‘ : e v
Damit: avprie Allefy. eV

F = (eln(a))x _ Mn(a)x

Mit der Kettenregel: X
o

r\u—d——'-'_l

£ — In(a)x _ X

(x) Jf@e In(a)a
Tore d g a'f’,g

AU e.'f-.,_:)
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6.11 Logarithmusfunktion luly) = E’-

Natiirliche Logarithmusfunktion

Die natiirliche Logarithmusfunktion g(y) = In(y) fiir y > 0 erfiillt
In(y) = x fiir y = e~

sie ist die Umkehrfunktion der natiirlichen Exponentlalfunkt|on

rI(.-( u.“n“c i s e Fet: Lo (L:’) "\b La /%)?’
Es gilt also auch avfpoe FRE ¥ apy Lo
e = yiv y >0

Anwendung der Kettenregel ergibt 44

Ay
/
54

In(y)
ae In'(y) =1/&"™) = 1/y

LGOS 1
) _(y)
a’ﬁ"{ tihnerd
4&"-&"’0-»3
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Uberblick: Natiirliche Logarithmusfunktion

Die natiirliche Logarithmusfunktion 2
g(x)=In(x), x>0
A
ist differenzierbar und strikt monoton wachsend in R-.
Es gilt: > " >4
W=y EW=-% |
g = g =

Nach Definition gilt e"*) = x V x € R und In(eX) = x V x € R.
Die folgenden Eigenschaften gelten fiir alle x,y € Rs und p € R:

(3) In(xy) = In(x)+In(y) (b) In(x/y) = In(x)=In(y) () In(xP) = pln(x)

Ferner gilt
fim n(x) 00 n(1) Jim n(x) = oo
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Zusammenfassung

» Differenzen-Quotient
» Monotonie

» Grenzwerte

> Ableitungsregeln

» natiirliche Exponential- und Logarithmusfunktion
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