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Das klaren wir in diesem Kapitel:

Stichprobenverteilung der OLS-Schatzer

Hypothesentests eines einzelnen Parameters: der t-Test
Konfidenzintervalle

Hypothesentest iiber eine Linearkombination der Parameter
Der F-Test: mehrere Linearkombinationen der Parameter

Appendix
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Zusammenfassung Kapitel 3 — Annahmen:

MLR 1 y linear in den Parametern 3
y=XB+u

MLR 3 lineare Unabhiangigkeit der Regressoren
rk(X)=k+1,n>k

MLR 4 strikte Exogenitat der Regressoren
E[ulX] =E[u]=0

MLR 5 serielle Unkorreliertheit und Homoskedastizitat

X(u) = o2,
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Zusammenfassung Kapitel 3 — Resultate:
MLR 1, MLR 3, MLR 4:

B =(X'X)"'Xy, E[B] = B, Y(BIX) = o*(X'X) !
MLR 5:
Behauptung: 6 BLUE.

1
A2 / / 1v/ A21 2
a—in P 1y [/—X(XX) X]y, E[6°] =0

Wir benutzen nun in Kapitel 4 den Standardfehler se(3|X) von (3,

se(BIX) = \/M(BIX) = 61/(X'X) 1

um statistische Tests auf 3 durchzufiihren.
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Stichprobenverteilung der

OLS-Schatzer
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Statistische Inferenz im Regressionsmodell

Wir stellen Hypothesen an die Parameter des Regressionsmodells
auf und verwenden die OLS-Schatzer, um diese Hypothesen zu
iiberpriifen.

Hierzu konstruieren wir Konfidenzintervalle. Dies sind zufallige
Bereiche, die, basierend auf den OLS-Schatzern, mit gewissen
Wahrscheinlichkeiten die festen aber unbekannten Parameter
umschlieBen.

Dies ist aber nur moglich, wenn wir weitergehende
Verteilungsannahmen an die Zufallsvariablen des Modells treffen.
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N

Stichprobenverteilung von 3

Die Standardfehler kdnnen wir interpretieren, wenn wir liber
Informationen der Wahrscheinlichkeitsverteilung des Schatzers 3
verfiigen.

Das versetzt uns dann in die Lage, Hypothesentests durchzufiihren.

Es gibt hier zwei Moglichkeiten:

» Man trifft eine Annahme iiber die Verteilung der Fehlerterme,
und leitet daraus die Verteilung des Schatzers ab.

» Man vertraut auf Resultate liber die asymptotische Verteilung
des Schatzers.

Die zweite Moglichkeit verfolgen wir weiter unten. Sie setzt eine
groBe Stichprobe voraus.

In kleinen Stichproben bleibt uns nur die erste Méglichkeit, die wir
hier betrachten.
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N

Stichprobenverteilung von 3

Annahme MLR 6

Die Fehler u; sind unabhangig und identisch normalverteilt mit
Erwartungswert 0 und Varianz o2

ui| X ~ N(0,02)

bzw.

ulX ~ N (0,5%1,)

MLR 6 impliziert direkt:
» MLR 4: E[u|X] = E[u] =0
und
» MLR 5: ¥(u) = o2/
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Dichtefunktion von u; ~ N(0, 0?)

—1_exp{—1 (%)%}

uij
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Diskussion der Normalverteilungsannahme

Der Fehlerterm setzt sich aus vielen unbeobachtbaren Faktoren
zusammen.

Zentraler Grenzwertsatz:

Die Verteilung der Summe unabhidngiger & identisch verteilter
Zufallsvariablen konvergiert gegen die Normalverteilung.

Probleme:
» Ist die Anzahl verschiedener Faktoren groB genug?
» Sind die individuellen Faktoren zu heterogen?

» Sind die individuellen Faktoren unabhingig voneinander?
In manchen Fillen ist die Normalverteilung fraglich oder sogar per
Definition unméglich: Léhne — nicht negativ;

# Verhaftungen — kleine, natiirliche Zahlen; Arbeitslosigkeit — 0,1
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Verteilung von B3 unter MLR 1, MLR 3 und MLR 6

Mit MLR 1 gilt y = X3 + u und

mit MLR 3 gilt 3 = (X'X) X'y = 8 + (X'X) "1 Xu.

Da B linear in u ist, ist mit MLR 6 auch @ normalverteilt.
(Linearkombinationen normalverteilter Variablen sind

normalverteilt.)

Es gilt also A
BIX ~ N (B,0*(X'X)™1)
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Verteilung von Bj

Wegen
BIX ~ N (8,02 (X'X)™)

gilt fiir jeden einzelnen Schatzer
BJ|X NN<5j702(X/X)63-)> , wobei

1 1 1
20yl y\—1 2
o (X'X) 5y =0°= —

Uy) nxXx; — X2 1— R?

Bemerkung:

Im Gegensatz zu u, welches mit MLR 6 unabhingig normalverteilt
ist, sind zwei einzelne Schatzer Bj und 35 nicht unabhangig. Da die
Matrix (X’X)~! in den Eintrigen, welche nicht auf der Diagonalen
liegen, allgemein ungleich null ist, sind Bj und fs in der Regel
korreliert.
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Standardisierung von BJ-

@L[’B:qu ist als Linearkombination von 31- normalverteilt.
var(Bj| X)
Mit
. {@- £ X] _EBX - EBX
var (3 X) var (3| X)
und

B — EBIX]| | _ var(BilX) _ |

var(5;1X) var (6| X)

Bi—EIBiIX] g
st ©L—LLZ2 3lso standard normal verteilt:
\/var(Bj\X)

P — ElBIX]

= N(0,1)
var(3;] X)
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Hypothesentests eines

einzelnen Parameters:
der t-Test
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Hypothesentests eines einzelnen Parameters: der t-Test

Bei einer gegebenen Stichprobe ist die wahre Varianz o2 — und

damit auch var(Bj) — unbekannt und muss geschatzt werden.

Wir ersetzen nun die wahre Varianz des Schitzers f3;,
var(53|X) = o /n(x% — XF)(1 - R?)
durch die geschatzte Varianz
var(B31X) = 6% /n(x% — X7 )(1 - R?)
und definieren die Test-Statistik

Bj — E[B|X]

= A
var (5 X)

Wie ist diese Zufallsvariable verteilt?
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Ausflug Wahrscheinlichkeitsrechung

In MLR 6 haben wir bereits die Normalverteilung angenommen.

Aus dieser Verteilung lassen sich weitere Verteilungen erzeugen:
> \2-Verteilung
> t-Verteilung

» f[-Verteilung

Wir definieren die x?- und t-Verteilungen auf den folgenden Folien.
Die F-Verteilung folgt spater.
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Die y?-Verteilung

Seien x;, i = 1,..., n unabhangig standardnormalverteilte

Zufallsvariablen: .
xi % N(0,1)

Eine Zufallsvariable z heiBt dann x2-verteilt mit n Freiheitsgraden,

falls:
n
z= E x? = x'x
i=1
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Die t-Verteilung

Seien x ~ N(0,1) und y ~ x2 und x und y unabhingig.
Die Zufallsvariable z heiBt t-verteilt mit n Freiheitsgraden, falls

X

Vy/n

> Fiir n — oo konvergiert die t,-Verteilung gegen die
N (0, 1)-Verteilung.

ZzZ =

» Fiir hinreichend groBes n kann man statt den Quantilen der
t,-Verteilung im Wesentlichen auch einfach die Quantile der
N (0, 1)-Verteilung verwenden.
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Verteilung der Test-Statistik t;

Bj — E[B;|X]

tj= —
var (53| X)
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Verteilung der Test-Statistik t;

B = EIBiIX]
var(B;|X)

Wir multiplizieren den Nenner mit:

1:\/<am;k—l> /(n—k—1)
Mit
ar(B1X) = 8% /n(s — )1 — RY)

gilt dann: X X
Bi—El5iIX]

\/ var(Bj|X)

V(=) )
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Verteilung der Test-Statistik t;

Bi—E[B;|X]

\/ var(3j|X)
VEva—k=1/0)* J(n—k—1)

ti =

Wir wissen bereits:
3 — E[Bi|X
5] [Aﬁ./‘ ] ~ N(O, 1)
var(3;| X)
Appendix A zeigt, dass der Term aus dem Nenner,

5%(n—k —1)/0?

X%fkil—verteilt ist.

Appendix B zeigt, dass dieser Term unabhangig vom Zahler ist.
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Hypothesentests eines einzelnen Parameters: der t-Test

Theorem

Unter den Annahmen MLR 1, MLR 3 und MLR 6 ist die
Test-Statistik

~

Bi — B
var (53| X)

~ th_k—1

t-verteilt mit n — k — 1 Freiheitsgraden.
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Hypothesentests eines einzelnen Parameters: der t-Test

Da i{;f) t-verteilt ist, kénnen wir einen Hypothesentest — den
J
t-Test — konstruieren.

Nehmen wir an, wir hatten die Theorie, dass der Parameter [3;
gleich dem Wert + sein sollte.

— Nullhypothese:
Ho : Bj =~

Sind die Daten , kompatibel” mit Hy?

Wir verwerfen Hy, wenn die Teststatistik Werte annimmt, die unter
Hg ,,unwahrscheinlich" sind.
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Hypothesentests eines einzelnen Parameters: der t-Test

Signifikanzniveau a:

« ist die Wahrscheinlichkeit, dass der Test die Hypothese Hy
ablehnt, obwohl sie wahr ist (Fehler 1. Art)

Gebrauchlich sind 10%, 5% oder 1% (also « = 0.1, 0.05, 0.01)

Die Gegenwahrscheinlichkeit 1 — «¢ nennen wir spater
Konfidenzniveau.
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Zweiseitiger Test Hy : B; =y, Hi: B, #
b~

Teststatistik: tj = —
var (3| X)

Dichte der t-Verteilung unter Hyp

NIR

Wie bestimmen wir den kritischen Wert ¢?
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Zweiseitiger Test Hy : B; =y, Hi: B, #

Bestimme ¢, sodass (falls Hyp wahr) prob(—c <tj <c)=1- .
Lehne Hp ab, falls t; < —c oder t; > c.
Wir nennen die Zahl ¢ den kritischen Wert.

Der kritische Wert ¢ hdngt von der t-Verteilung bei n — k — 1
Freiheitsgraden und dem Signifikanzniveau « ab.

Da die t-Verteilung symmetrisch ist, wird Cty h1,1-2 implizit
durch die Gleichung bestimmt:

«

Ftn—k—1(t < Ctn—k—l,l—%) =1 5

Die V_\_/erte von F; werden tabellarisch in Handbiichern fiir Statistik
und Okonometrie aufgefiihrt.
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Beispiel: Bestimmungsfaktoren von College GPA
Datensatz: GPAl.xls, n = 141

ColGPA = 1,390 + 0,412hsGPA + 0,015ACT — 0, 083skipped
(0,33)  (0,094) (0,011) (0,026)

skipped: verpasste Kurse pro Woche

In Klammern jeweils der Standardfehler: 1/ var(5;|X)

Fragestellung: tragt — falls fiir hsGPA und ACT kontrolliert wird —
skipped zur Erklarung der Variation von co/GPA bei?

Ist der mit skipped assoziierte Parameter signifikant von null
verschieden?

¢

—0,083-0 __ 3.19 v 99% -

tskipped = —0006  — — _257 0 2.57 !
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Eine niitzliche Faustregel fiir zweiseitige t-Tests

Bj
\/ var(B|X)
Kritischer Wert fiir groBe Stichproben bei av = 5%:
Cte,0.975 = 1.9645

Teststatistik fiir Hy 3; = 0: t; =

Grobe Faustregel:

Der Parameter 3; ist fiir groBe Stichproben signifikant von null
verschieden (bei a = 5%), falls |BAJ| mindestens doppelt so groB ist,

wie se(5y) = /@ (GIX).
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Einseitiger t-Test
Einseitige Nullhypothese
Ho: Bj <~

Gegenhypothese H; : 3; > v

Bj -

V/ var(B1X)

Lehne Hp ab, wenn Test-Statistik t; = »ZU groB*:

Wabhle kritischen Wert ¢ so, dass prob(t < c) =1 — a.
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Beispiel: Die Lohngleichung
wagel.xls, n = 526

Induziert eine héhere Arbeitserfahrung (unter Beriicksichtigung fiir
Bildung und Arbeitsalter) einen héheren Lohn?

/o/é(wage) = 0,284 + 0,092educ + 0.0041exper + 0,022tenure
(0,104)  (0,007) (0,0017) (0,003)
Ho : /Bexper <0, Hy: /Bexper > 0.

L oL 0,0041
t-Statistik: 00017 2,41

Kritische Werte fiir n — k — 1 = 522 Freiheitsgrade:

» a=1%: o1 =2,3335

» o =5%: o5 =1,6478

> o= 10%: C071() = 1,2832
Wir lehnen Hp ab; wir verwerfen die Behauptung, dass eine hchere
Arbeitserfahrung den Lohn reduziert, sogar fir o = 1%.
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p-Werte fiir t-Tests

Je kleiner das Signifikanzniveau «, desto unwahrscheinlicher wird
Hp verworfen — gegeben, dass sie wahr ist.

Der p-Wert oder das marginale Signifikanzniveau einer
Teststatistik ist das kleinste Signifikanzniveau anmi, zu dem Hg bei
einer gegebenen Stichprobe verworfen wird.

Betrachtet sei ein zweiseitiger Test. Gesucht ist die
Wahrscheinlichkeit, dass Hy 3; = 7 verworfen wird, obwohl sie
wahr ist. Sei t* der Wert der Test-Statistik, welcher aus den
vorliegenden Daten mit n — k — 1 Freiheitsgraden berechnet wurde,
zum Beispiel t* = 1.85. Es bezeichne t; die Zufallsvariable, welche
tn_k_1-verteilt ist. Dann ist der p-Wert gegeben durch

prob(t; < —1.85) 4 prob(t; > 1.85) = 0.0359 + 0.0359 = 0,0718
In diesem Fall verwerfen wir Hy bei o = 10%, aber nicht bei

a = 5%.
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Konfidenzintervalle
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Konfidenzintervalle

Eine Schitzung Bj beinhaltet keine Information iiber die
Unsicherheit der Schatzung des Parameters f3;.

Welches Intervall beinhaltet den wahren, unbekannten Parameter
B; mit einer vorgegebenen Wahrscheinlichkeit?

Es bezeichne das Intervall [V, V,] ein Konfidenzintervall fiir den
Parameter 3; zum Niveau 1 — a, falls

prob(V, < B < V) =1—-«

Wichtig:
» Der Parameter [3; ist nicht stochastisch!

» Die Intervallgrenzen V,, und V, hingen von der Stichprobe ab
und sind zufallig.
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Konfidenzintervalle

Sei ¢ := ¢y, ,1-a/2 der kritische Wert, sodass Hyp f3; = v
B
V/var(Bj|X)

Wir verwerfen Hy 3; = v also, falls

verworfen wird, falls t; = < —c oder falls t; > c.

v < B; — c-\/var(B;|X) oder v > B + ¢ - \/var(5j|X)
Das Konfidenzintervall fiir 5; zum Niveau 1 — « ist demnach:

Vo Vel = [ = ¢\ @10, By + e\ aar(ix)]
mtc=c, , ,1-a/2
Mit Wahrscheinlichkeit 1 — o umschlieBt das Intervall [V, V,] den

unbekannten Parameter ;.
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Beispiel: Ausgaben fiir Forschung und Entwicklung

rdchem.xls n = 32

o —

log(rd) = —4,38 + 1,084 log(sales) + 0,0217 profmarg
(0,47) (0,06) (0,0128)

Konstruktion von 95%-Konfidenzintervallen:
Freiheitsgrade: n—k—-1=32-2-1=29
Kritischer Wert ct,9.0,975 = 2,045
Konfidenzintervall fir Biog(sates):
[1,084 — 2,045 -0,06; 1,084 + 2,045 - 0,06] = [0,9613; 1,2067]
Konfidenzintervall fir Biog(profmarg):
[0,0217—2,045-0,0128; 0,0217+2,045-0,0128] = [0, 0045; 0, 0479]
Fiir alle Zahlen v € [V,;; V,] gilt:

Wir kénnen Hg fj = v nicht zum Niveau o = 5% verwerfen.
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Konfidenzintervalle fiir typische Signifikanzniveaus

prob (Bj — co.01 - var(B;1X) < B; < Bj + coon - @(Bﬂx)) = 99%

prob (Bj — C0.05 ° @(BJ‘X) <B < Bj + ¢0.05 - \7a\r(BJ|X)) = 95%

prob (BJ — C0.10 @(Bj\x) <Bi < Bj + .10 @(BHX)) = 90%

Daumenregeln:
Co.01 = 2.576, coo5 = 1.96, cp.10 = 1.645
(Eigentlich hangt der kritische Wert ¢ von den Freiheitsgraden ab.)
Zusammenhang von Konfidenzintervallen und Hypothesentests:
v & [Vu, Vo] = verwerfe Hy 3 = 7 zugunsten Hy (3 # v

Modul 4 Okonometrie: Kapitel 04, Sommersemester, Lars Metzger 35 /94



Hypothesentest liber eine

Linearkombination
der Parameter
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Hypothesentest iiber eine Linearkombination der Parameter

Bisher haben wir getestet, ob ein einzelner Parameter einen
bestimmten Wert hat.

Nun testen wir, ob mehrere Parameter eine lineare Restriktion
erfillen.

Spater werden wir testen, ob mehrere Paramater mehrere lineare
Restriktionen erfiillen.
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Hypothesentest iiber eine Linearkombination der Parameter

Eine Linearkombination der Parameter als Restriktion:
Ro-Bo+Ri-Bi+...+Re-Bu=r,

wobei Ry, ..., Rk, r € R.

Beispiel:
Sind 31 und > gleich?
= Ry=0, Ri=1 Ro=-1, R3=0, ... Rg=0, r=0

0-Bo+1-B1+(-1)-Po+0-F3+...40-6xk=0& p1=/>
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Beispiel: Lohn bei verschiedenen Bildungsabschliissen
twoyear.xls, n = 6763

log(wage) = Bo + Bijc + Bauniv + Pzexper + u

jc : Jahre junior college
univ : Jahre Uni
exper : Monate im Arbeitsleben

Fragestellung: Z3hlt (in Bezug auf den Lohn) ein Jahr junior
college genau so viel wie ein Jahr Uni?

Ho: B = B2
Schatzung:
Iongde) = 1,472+ 0,0667jc + 0,0769univ + 0,0049exper
(0,021)  (0,0068) (0,0023) (0,0002)
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Beispiel: Lohn bei verschiedenen Bildungsabschliissen
twoyear.xls, n = 6763

Mogliche Teststatistik:
_ B — Ba
var(f1 — 2| X)

Problem:

Die iibliche Software liefert keine Information iiber var(f3; — f32|X).

Es gilt: var(B1 — B2|X) = var(B1|X) + var(B2|X) — 2cov(f1, f2| X).

var(31|X) und var(B2|X) kénnen durch var(51|X) bzw. var(32|X)
erwartungstreu geschatzt werden, aber fiir die Schatzung von
cov(f1, 2| X) miisste 6(X’X)(_1T2) bekannt sein. Dieser Term
miisste separat ausgerechnet werden.

Es gibt aber einen einfacheren Weg!
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Beispiel: Lohn bei verschiedenen Bildungsabschliissen
twoyear.xls, n = 6763

Betrachte Modell:
log(wage) = Bo + Pijc + Pauniv + Bzexper + u
Subtrahiere und addiere (;jc:
log(wage) = Bo + (51 — B2)jc + B2(jc + univ) + Bzexper + u

Wir definieren einen neuen Parameter #; = 57 — B> und einen
neuen Regressor totcoll = jc + univ:

log(wage) = 5o + 01jc + Batotcoll + Bzexper + u

+Neue" Hypothese: Hy 61 =0
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Beispiel: Lohn bei verschiedenen Bildungsabschliissen
twoyear.xls, n = 6763
Die KQ-Schatzung von

log(wage) = Bo + 61jc + PBatotcoll + Bzexper + u

liefert

—

log(wage) = 1.472 — 0,0102jc + 0,0769totcoll + 0,0049exper
(0,021)  (0,0069) (0,0023) (0,0002)

Der Wert 0,0069 als Schatzer fiir die Standardabweichung von 61,
also var(31 — 52|X), wird nun explizit von der Software
ausgegeben!

t-Statistik: t = oee: = —1,478

Kritischer Wert fiir zweiseitigen Test bei 6760 Freiheitsgraden und
a =5%:1,96
Wegen |t| < 1,96 kann Hp : 61 = 0 bzw. Hp : 81 = 2 nicht

verworfen werden.
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Hypothesentest iiber eine Linearkombination der Parameter

Betrachte Restriktion Ry - fo+ R1 - 81+ ...+ Rk - Bk = r
fiir ein gegebenes Modelly = B9+ 81 X1+ ...+ Bk - Xk +u

Normiere die Restriktion fiir ein 3; mit R; # 0

Ro Rk N r .

=0

und forme das Modell um zu

R R
y:ﬁ0<1— 0XJ>++9XJ+—|—ﬂk<xk_kxj)+u

Rj R;
Berechne nun 0, @(@\X) und t = b0 und teste per t-Test:

v/ var(9]X)
Ho 60 =~.
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Der F-Test:

mehrere Linearkombinationen
der Parameter
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Der F-Test: mehrere Linearkombinationen der Parameter

Mit dem F-Test kdnnen wir mehrere simultane lineare
Restriktionen an die Parameter iiberpriifen:

Ro-Bo + Ru-f1 + ... + Rk = n
Ro-Bo + Ra-f1 + ... + Ru-Bx = nr
) S RB=r
Ro-Bo + Rn-B1 + ... + Ryp-Bxk = 1y
mit
» R: Matrix der Ordnung J x k 41
> J<k
» rk(R) = J (voller Zeilenrang)
> reR’
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Beispiel: Determinanten der Gehalter von Baseball-Spielern
MLB1.xls n = 353, sum of squared residuals SSR=183,186, R?>=0,6278

Iog(/sal\ary) = 11,1924 + 0,0689years + 0,0126gamesyr
(0,2888)  (0,0121) (0,0026)
4+ 0,0010bavg + 0,0144 hrunsyr + 0,0108rbisyr
(0,0011) (0,0161) (0,0072)

salary: Gehalt Baseballspieler

years: Jahre in der Liga

gamesyr: durchschnittliche Anzahl der Spiele pro Jahr
bavg: batting average (Erfolgsw'keit eines Schlags)

hrunsyr: Home runs pro Jahr

vVvYvyVvVvyVvyy

rbisyr: runs batted in pro Jahr (Schlag fiihrt zu Punktgewinn)
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Beispiel: Determinanten der Gehalter von Baseball-Spielern

Die t—Quotienten fiir bavg, hrunsyr und rbisyr sind alle sehr
niedrig, sodass wir fiir keinen der drei assoziierten Parameter die
Hypothese Hp : 5 = 0 mit einem t-Test verwerfen konnen.

Beachte aber die Aussage dieser drei Nullhypothesen:

Gegeben des Erklarungsgehaltes der restlichen vier Regressoren
erklart jeweils einer der drei Regressoren bavg, hrunsyr und rbisyr
nichts von der Variation von log(sales).

Dies konnte zum Beispiel daran liegen, dass der Erklarungsgehalt
bavg bereits in hrunsyr und rbisyr enthalten ist.
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Beispiel: Determinanten der Gehalter von Baseball-Spielern

Wir mochten priifen, ob die Gruppe von Regressoren bavg, hrunsyr
und rbisyr keinen Erklarungsgehalt hat, wenn bereits fiir eine
Konstante, years und gamesyr kontrolliert wird.

Drei Restriktionen:
0- 60 +0- /Byears +0- /Bgamesyr +1- Bbavg +0- ﬁhrunsyr +0- 5rbisyr =0

0- BO +0- /Byears +0- /Bgamesyr +0- Bbavg +1- Bhrunsyr +0- ﬁrbisyr =0
0- 60 +0- Byears +0- ﬁgamesyr +0- 5bavg +0- Bhrunsyr +1- Brbisyr =0
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Beispiel: Determinanten der Gehalter von Baseball-Spielern

Die drei Restriktionen in Matrixschreibweise:

000100
R=1000010 ,RB=0
0 00 0O0T1
Wir konnen diese Restriktion nun durch RB schatzen.

Wir werden die statistischen Eigenschaften dieses Terms verwenden
um spater die Wald-Statistik daraus zu konstruieren.

Mit dieser konnen wir dann multiple lineare Restriktionen an die
Parameter testen.

Zunichst fiithren wir aber eine Formel ein, welche fiir diesen
Spezialfall einfacher zu handhaben ist.
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Beispiel: Determinanten der Gehalter von Baseball-Spielern
mlbl.xls, n = 353, SSR = 198,311, R? = 0,5971

Wir vergleichen nun die Schatzung des unrestringierten Modells
mit der Schiatzung des unter Hy geltenden restringierten Modells:

—

log(salary) = 11,2238 + 0,0713years + 0,0292gamesyr
(0,1083)  (0,0125) (0,0013)

Im Vergleich zum unrestringierten Modell ist die Summe der
quadriertem Residuen (SSR) von 183,186 auf 198,311 gestiegen
und R? ist von 0,6278 auf 0,5971 gefallen.

Beachte, dass bei der Wegnahme von Regressoren algebraisch SSR
steigen und R? fallen muss.

Konnen wir das AusmaB der Veranderung nutzen, um einen Test
zu formulieren?
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Restringierte und unrestringierte Modelle

Sei fiir ein beliebiges lineares Modell (mit Konstante) die
Nullhypothese gegeben durch:

Ho:RB=r

Es bezeichne ur das unrestringierte und r das restringierte Modell.

Wir definieren die F-Statisik:

_ (SSR, — SSRur)/J
~ SSRy/(n—k —1)

Die F-Statistik ist F-verteilt mit J und n — k — 1 Freiheitsgraden.
Wir werden die F-Verteilung spater definieren.

Ist Hy wahr, so unterscheiden sich SSR, und SSR,, kaum (wobei
SSR, > SSR,, gelten muss). GroBe Werte von F sprechen also
gegen Hy.
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Die F-Statistik

F_ (SSR, — SSR.,)/J
~ SSRu/(n—k —1)
Wir kénnen nun fiir gegebene Freiheitsgrade J, n — k — 1 und fiir

ein gegebenes Signifikanzniveau « kritische Werte c festlegen,
sodass Hg verworfen wird, falls F > c.

Im Beispiel: (mit J =3 und n— k —1 =347, c¢y0, = 3,78)

(SSR, — SSR.,)/3 (198,311 — 183,186)/3
F— _ . 3,78
SSR,, /347 183,186/347 %95>3,

Wir kénnen also Hy mit einem Signifikanzniveau von o = 1%
verwerfen!
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Die F-Verteilung

Seien x ~ x2, und y ~ x2 und x und y unabhingig voneinander.

Dann heiBt die Zufallsvariable z = );/T,: F-verteilt mit m und n
Freiheitsgraden.

Wir schreiben:

z~ Fmn

)
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Wald-Statistik
Fir Re R+ v e R, J< k+1 und Hp : RB =r:

<RB - r)' [RX'X)IR] ! (RB - r)/J

W =
@a/(n—k—1)

Wir zeigen in Appendix C, dass:

<Rﬂ ) [RX'X)IR] ! (R,@—r)/J

o'a/(n—k—-1)

~ FJ,n—k—l

und wir zeigen in Appendix D, dass:

(SSR, — SSRur)/J (RB—x) [ROCX) R (RB - ')/J
SSRy/(n—k—1) @a/(n—k—1)
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Zusammenfassung F-Test

Nullhypothese

Ho: RB=r, mit ReRI xR J<k, rk(R)=J, reR’

Teststatistik

(RB - r)' [ROX'X)"1R] ™ (RB - r)/J
oa/(n—k—1)
(SSR, — SSRu)/J

= SRy Jn—k-1)

ist F-verteilt mit J und n — k — 1 Freiheitsgraden.
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Die Anwendung des F-Tests

£ _ (SR — SSRy;)/J
~ SSRy/(n—k —1)

Der Nenner des Terms ist dem Output 6konometrischer Software
zu entnehmen.

Im Allgemeinen gibt die Software allerdings den Zahler nicht aus.

In bestimmten Spezialfdllen konnen wir den Z3hler aber leicht
herauslesen.
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F-Test: Zwei Spezialfille

j
R=(0,0,...,1,...,0), r=0 (mit J = 1)
Ho: B; =0

Dieser Fall verdeutlicht den Zusammenhang zwischen F- und
t-Test.

R=(0,1), r=0 (mit J = k)
Ho: pr=08=...=8k=0

Dieser Fall wird auch Globaler F-Test genannt.
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Der Ausdruck

@B—Qﬁﬂ%XﬁWT*@B—Q/J

W =
@i/(n—k—1)

vereinfacht sich zu

~ _1 5
gloex) s e b 2
Wa/(n—k-1) 20X ]\ @

Die F-Statistik ist also das Quadrat der t-Statistik zur
Nullhypothese Hp : 3; = 0.
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Es gilt:

3

0’0 = 0; = SSR
i=1
Also
F_ (ﬁ’,ﬁ ﬁ ) /J (SSR, — SSRy) /J
ﬁ’u,ﬁur/(n— k—1) SSRU,/(n— k—1)

AuBerdem gilt (fiir alle Restriktionen)

n

SST, = SSTyur = SST = (yi — 7)

i=1

da sich die Restriktion R3 = r nur auf die rechte Seite der
Gleichung y = X3 4 u auswirkt.
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R=(0,1), r=0 (mit J = k)

Globaler F-Test Hy: p1=02=... =Bk =0

Fiir den Spezialfall der Restriktion

pr=p=...=06k=0,
also den globalen F-Test mit
010 ...0 0
001 ...0
R = oL ] und r =
000 ...1 0

Schreiben wir die Formel der F-Statistik etwas um:

(00, — 0y,0,,) /J  (SSR, — SSRur) /J (35 — %58) /J

T 0,0, /(n—k—1)  SSRu/(n—k-1) SRe/(n—k-1)
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Unter der Restriktion
fr=P02=...=0k=0

gilt:
yi=0Bo+uifiri=1....n

Der OLS-Schitzer fiir By ist schlicht Bp = y = IS Ly

Daher gilt fiir die Residuen: &; = y; — y; = y; — Bo = vi—V.

Daher gilt unter dieser Restriktion:
n n

SSR, = 07 =) (vi—y)* =SST
i=1 i=1

Die F-Statistik reduziert sich daher zu

F — (ﬁ:’ﬁr - ﬁilrﬁur) /J _ (SS‘Z’?I — 55‘.55711’) /J _ (1 _ SSSSR#r) /J
SRR TRy
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Spezialfall: Globaler F-Test (81 = ... = fx = 0)

Mit
SSR, — SST
und SSR SSR
2 _ P2
R=l-G7 97 LR

gilt fiir die F-Statistik des globalen F-Tests:

- (S-SR R
Oy Our/(n — k= 1) 5555’?7“' (n—k—-1) (1-R?)/(n—k-1)
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Beispiel: Bildung der Eltern und Geburtsgewicht der Kinder

bwght.xls n=1191

bwght = Bo+[1cigs—+ 2 parity+ B3 faminc+ [, motheduc s fatheduc+u

bwght: Geburtsgewicht des Kindes, in Pfund

cigs: #Zigaretten/Tag der Mutter wihrend Schwangerschaft
parity: Geburtsreihenfolge des Kindes

faminc: jahrliches Familieneinkommen

motheduc: Schuljahre der Mutter

fatheduc: Schuljahre des Vaters

vVvYvyVvyVvyy

Nullhypothese Hy : 84 = 85 =0
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Beispiel: Bildung der Eltern und Geburtsgewicht der Kinder

bwght.xls n=1191

Nichtrestringiertes Modell ur:

bwght = 114,524 — 0,595936 cigs + 1, 78760 parity -+ 0, 0560414 fami
(3,7285) (0,11035) (0,65941) (0,036562)
—0, 370450 motheduc + 0, 472394 fatheduc
(0,31986) (0,28264)

SSR, = 464041,1
R2, = 0,038748
Fs1185 = 9,553500
Mit cg; 1165,1% = 3,21 und cg; 0 5% = 3,0 konnen wir schon jetzt

die Hypothese verwerfen, dass alle Regressoren gemeinsam
insignifikant wéren.
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Beispiel: Bildung der Eltern und Geburtsgewicht der Kinder
bwght.xls n=1191

Restringiertes Modell r:

bwght = 115,470 — 0,597852 cigs + 1,83227 parity + 0, 0670618 famir
(1,6559) (0,10877) (0,65754) (0,032394)

SSR, = 465166,8
R? = 0,036416

Es gilt nun

(SSR, — SSR.,)/2
SSRur/1185

(R, — R?)/2

F= ur /L
(1 - R2)/1185

— 1,436 =

Mit cr, 1165,1% = 3,21 und cg, 165 5% = 3,0 kdnnen wir
Ho : Bmotheduc = Bratheduc = 0 nicht verwerfen.
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Test auf Strukturbruch: Chow-Test

Fragestellung:

Sind die Parameter iiber verschiedene Teilstichproben gleich?

Querschnitte:

Sind die Parameter fiir Beobachtungen aus zwei Regionen
dieselben?

Zeitreihen:

Sind die Parameter vor und nach einembestimmten Zeitpunkt

gleich geblieben?

Das kann man mit einem F - Test auf einen Strukturbruch im
Modell iiberpriifen. In diesem Kontext bezeichnet man den F -
Test nach seinem Erfinder als Chow - Test.
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Test auf Strukturbruch: Chow-Test
Das Modell sei:

k
M2ﬁ0+§:@nr%w
j=1
Zwei disjunkte Gruppen /; und b mit h UL ={1,2,...,n}.

Nullhypothese: Parameter des Modells sind in beiden Gruppen
gleich.

Gegenhypothese:
Die Parameter unterscheiden sich in beiden Gruppen strukturell
(,, Strukturbruch)
Es ist also (for ein oder mehrere j)
Ho : ﬁj:,@j ﬁiralleizl,...,n
gegen
Hi o =0 firieh
_ 32 (1) g -
ﬁj_ﬁj ;é,é’j firie b
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Test auf Strukturbruch: Chow-Test

Man kann jede der Formen des F - Tests verwenden. Am
einfachsten ist die Verwendung der ersten Form. Man definiert eine
Dummy-Variable:

d = 0 firieh
d = 1 firieh

und schitzt dann das Modell mit zusitzlichem Parameter v € R¥
k k
yi = Bo + ZBJXU + Z’yj(d,' XU) + uj
j=1 j=1

Natiirlich kann sich der Test auch nur auf einzelne Parameter oder
eine Teilmenge aller Parameter beziehen.

Strukturbruch, falls ein oder mehrere Parameter ~; # 0
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Test auf Strukturbruch: Chow-Test

Nullhypothese (Parameterstabilitit)
Ho:vi=...=v%=0

oder

Ho : ( Nixk+1 /k)<§>=0k

Uberpriifbar mit der ersten Form des F - Tests
Die Ablehnung der Nullhypothese besagt, dass eine signifikante
Variation der Parameter (also ein Strukturbruch) vorliegt, und es

daher ein Fehler ware, iiber die gesamte Stichprobe unverdnderte
Parameter anzunehmen.
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Der p-Wert der F-Statistik

Der p-Wert der F-Statistik hat die analoge Interpretation des
p-Werts fiir die t-Statistik:

Der p-Wert ist das kleinste Signifikanzniveau ami, zu dem Hy bei
einer gegebenen Stichprobe verworfen wird.

Je kleiner der p-Wert, desto starker die Evidenz gegen Hp.
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Zusammenfassung Statistischer Test

> Test-Statistik:
Aus Daten errechnete ZufallsgroBe, die einer bestimmten
Verteilung unterliegt

> Statistischer Test:
Priifung, ob Test-Statistik unter einer festgelegten
Nullhypothese Hy plausible Werte annimmt

> Signifikanzniveau «:
Wahrscheinlichkeit, mit der Hy abgelehnt wird, falls sie wahr
ist

> p-Wert:
Marginales/kleinstes Signifikanzniveau ami, zu dem Ho
verworfen werden muss.

> Kiritischer Wert c:
Falls die Test-Statistik (im Betrag) den kritischen Wert
iberschreitet, wird Hy abgelehnt
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Zusammenfassung t-Test
> B ist unter MLR 6 normalverteilt.

2

» (n—k— 1)% = % ‘i1 ist unter MLR 6 x2_, ;-verteilt.

» Die t-Statistik Aﬁf;@ ist t,_x_1-verteilt.
v/ Var(B;|X)
> Zweiseitiger t-Test:
Priifung an einzelne Parameter, ob Hp : [3; = 7y verworfen
werden muss

> Einseitiger t-Test:
Priifung an einzelne Parameter, ob Hp : 3; >, < v verworfen
werden muss

» Konfidenzintervall:
Intervall dessen Intervallgrenzen von den (zufilligen) Daten
abhangen. Parameterwerte auBerhalb des Intervalls sind nicht
mit den Daten vereinbar.

Modul 4 Okonometrie: Kapitel 04, Sommersemester, Lars Metzger 72 /94



Zusammenfassung F-Test

> f[-Test:
Priift, ob System von linearen Restriktionen R3 = r mit
Daten vereinbar ist

> Wald-Statistik:
W (Rfifr)/[R(A)/(:X)—lR/]_1(Rﬁ7r)/J
a'a/(n—k-1)

» Die Wald-Statistik ist F; ,__1-verteilt.

> Fiir die F-Statistik gilt: F = $ef— 3SRl —

» Globaler F-Test: ,
Hp : ﬁlz'--:BkZOjF:#{:_k_l)NFk,n—k—l
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Die Appendizes A bis D enthalten Beweise, die nicht in der Klausur
abgefragt werden.
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Appendix A

Beweis fiir:
6%(n—k —1)/0?

ist y2-verteilt mit n — k — 1 Freiheitsgraden.
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Konstruktion und Verteilung von 6%(n — k — 1)/0?

Da u ~ N(0,02/), gilt Lu ~ A(0,/) mit u; unabhingig.
AuBerdem gilt mit u =y — XG:

u’ Iyy—1lyn¥ (y —XB) . ry—1yn (Y — XB)
;[/—X(XX) X]; = f[l X(X'X) X]ia
— yil _ / -1 I! . i,\/,\
U[I X(X'X) X]U = U2uu

Die Matrix I — X(X’'X)~1X’ ist idempotent und hat als solche die
Eigenschaft:

k(1 — X(X' X)X = tr(l = X(X'X) I X') = n— k-1,

wobei wir die zweite Gleichung in Kapitel 3 hergeleitet hatten.

Modul 4 Okonometrie: Kapitel 04, Sommersemester, Lars Metzger 76 / 94



Konstruktion und Verteilung von (n — k — 1)6%/0?

Fiir (n — k — 1)62%/0? folgt:

1 1 u’ u
L 1\A2 2: I 1 V) ) Tt / —1yn™
(n—k—1)6°/0° = (n—k 1)n_k_102uu J[I X(X'X) X]J

Theorem B.8 (aus Greene 2012, p. 1084)

Wenn x ~ N (0, /) und A idempotent,
dann ist x’Ax y?-verteilt mit rk(A) Freiheitsgraden.

Es folgt also, dass 6%(n — k — 1)/0? x?-verteilt mit n — k — 1
Freiheitsgraden ist.
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Appendix B

Beweis fiir: . .
B — E[Bj|X]
var(j3;|X)
und

(n—k —1)5%/0°
sind unabhéangig.
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Statistische Unabhangigkeit

Schritt 1: Der Zzhler ist eine lineare Funktion von ¥ ~ N/(0,1).

Bj _ E[Bj!X] B ej’-(X’X)’lX’y - B ej’-(X’X)’lX’u

Schritt 2: Die quadratische Form der y2-Verteilten Zufallsvariable
ist gegeben durch

:[I—X(X’X)lx’]; - ([/ - X(X’X)*lx’]g)/ ([/ . X(X’X)*lx']g)
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Statistische Unabhangigkeit

Schritt 3
ejf(X’X)*lX’u

o\ /(X' X))

und [/ — X(X’X)"1X']% sind unkorrelliert:

el(X'X)"1X'u

cov J—l,[/—X(X’X)*lx']E
o/ (X' X);; o
el(X' X)X’ uu -
- 22 O (S 2) 1 =X(xXX) XY
jij
1
= —————e/(X'X) X[ - X(X'X)"1X]
(X'x)7L?
JoJ
= éej(X’X)*l[X’ —X'X(X'X)1X=N
(X'x); —

Normalverteilt & unkorrelliert = statistisch unabhangig
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Appendix C

Beweis fiir

(Rﬁ ) [RX'X)"LR] (RB-r)/J

(@a)/(n— k1)

W = ~ Fjn—k-1

Modul 4 Okonometrie: Kapitel 04, Sommersemester, Lars Metzger 81 /94



Begriindung fiir: die Wald-Statistik ist F-verteilt.

1

o2

Wir hatten bereits gezeigt, dass
Wir schreiben daher

(- 13/
(@a/o%) ] (n— k1)

und miissen nun zeigen, dass

(Rfa _ r)/ [ROX'X)1R ™ (RB _ r) / 02 X3-verteilt ist.

i~ X%fkil—verteilt ist.

F=
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(RB - r)' [R(X'X) R (RB - r) / 02 \-verteilt

Betrachte zunachst:

RB—r=RX'X)IX (XB+u)—r=RB—r+RX'X)"Xu

Mit Hp : RB = r konnen wir den Ausdruck im Titel umschreiben
als:

!/

LX(XX)R[RXIX) IR TR X) X 2
g

g

=A
Mit A’A = A (A idempotent symmetrisch) gilt:
u u
—A—~ X? )
o o
wobei s = rk(A). Wegen rk(X) = k+ 1 und rk(R) = J und
rk(CD) = min{rk(C), rk(D)} gilt rk(A) = min{J, k +1} = J
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Unabhingigkeit von &r'i1/0? und u’Au/o?
Mit & = [/ — X(X'X)"1X']u und [I — X(X'X)~1X"] idempotent
symmetrisch gilt:

NP I -~ yv-1ynYY 1 Iy =1y ¥
i')o? = ([/ X(X'X) X]U> [ = X(X'X) X
und mit A idempotent symmetrisch gilt:
' 2_ (AU A4
u'Au/o? = (AJ) AZ
Die Kovarianz der beiden normalverteilten Zufallsvektoren & /o und
Au/o betragt:
cov(ii/o,Au/o)
= [I = X(X'X)"1X] cov(u/o,u/c) A
—_—
/
= [ = X(X'X) XXX X) IR [R(XX) IR T R(XX) X

=N
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Appendix D

Beweis fiir

(RB - r)/ [RX'X)IR] ! (RB - r)/J
o'a/(n—k—1)

_ (SSR — SSRu)/J _
~ OSSRy, /(n—k-—1)
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(RB - r)l [RX'X)IR] ! (RB - r)/J

W =
o'a/(n—k—1)

Wahrend im Nenner SSR,, = 27:1 LA/,-2 = &' &1 iibereinstimmt, ist

die Beweisfiihrung fiir die Gleichheit der Nenner aufwendiger.
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SSR, — SRy = (RB - r)/ [ROXX)R]™ (RB =)

Im folgenden bezeichnet Bur den OLS-Schéatzer im unrestringierten
Modell, also 3, = B = (X’X)" X"y, und 3, den OLS-Schitzer
im restringierten Modell.

Wir beginnen mit der Herleitung fiir:

B, = Bur — (XX) T RIRXX) 'R] 7 (RB,, — 1)
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Der restringierte Schatzer Br [6st folgendes Minimierungsproblem
unter der Nebenbedingung R3 = r:!

max (y — Xb)'(y — Xb) u.d.B. 2(r — Rb) =0
beRk+1

L(b,X\) =y'y—2b'X'y +b'X’Xb — X -2(r — Rb)
BEO:

—2X'y +2X'XB, +2R'A = 0

RB, = r

X'X R B, \ ([ Xy
(% W) (3)=(7)
B,\ (XX R\ /Xy
=(3)=0% %) (V)

'Es gilt Rb = r < 2(r — Rb) = 0. Dies vereinfacht die Rechnung an

spaterer Stelle.
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Die inverse Matrix

By B\ [ XX R\
By Bx ) R N

erfiillt:
X'X R Bii B\ I N
R N By Bn /) \ N |
Also:
X'XBi1 +R'Byy = | (1)
X'XBio +R'Byy = N (2)
RBi1 = N (3)
RBi, = | (4)
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Aus (1) folgt:
Bii+ (X'X)'R'By; = (X' X) 71
und mit (3) folgt:

RB11 +R(X'X) R By = R(X'X)!
=N

Da R vollen Zeilenrang hat, existiert die Inverse [R(X'X)~1R/]71
eindeutig und

By = [RIX'X)'RTIR(X'X) !
Damit folgt wieder aus (1):

B = (X'X)! = (X'X)RR(X'X) R IR(X'X)
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Desweiteren |6sen

B, = (X'X)R[R(X'X)R|?
Bx = —[R(X'X)'R]™

Die Gleichungen (2) und (4). Mit M := [R(X'X)~1R'] ! gilt also

XX R\ ((X'X)L[I = RMR(X'X)"Y]  (X'X)"IR'M
< R N) _< MR(X'X)~1 -M )

und wir kdnnen

()= 0) (7)

[6sen.
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< B,
A
(X' X)L[I = RMR(X'X)7Y] (X'X)"*R'M X'y
( MR(X'X)~1 -M > < r
(X' X)Xy — (X'X)IR'M (R(X'X) 1 X'y —r)
< M (R(X'X)1X'y —r) )
Mit B,, = (X'X)"1X'y gilt also

A

By = Bu— (XX)RIRXX) R (RB,, —r)

A = [RIX'X)LR]? (RBU, . r)

Die BEO des restringierten Optimierungsproblems sind nun leicht
zu iiberpriifen.
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Wir leiten nun SSR, her:
i =y XB, =y XBu X (B, ~ Bur) =ty = X (B, - Bu,)

Daher gilt

i, = (=X (B~ Bu)) (=X (B, - Bu))
(

und wegen X'dr,, = 0 gilt:

N A / A ~
i'\'/r','\"’ - i'\'ilri\lUf = (/Br _ﬁur> X'X (IBr _ﬂur>
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Wegen
B, = Bu — XX)RIRXX) R (RB,, — )

gilt also

u
- (fs, Bur) X'X (B, ~ Bur)
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