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Multiple lineare Regression
mit exogenen Regressoren
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Das klaren wir in diesem Kapitel:

Matrixnotation im einfachen Regressionsmodell
Multiple Regressoren

Strikte Exogenitat

Parameterschatzung

Kleinste Quadrate-Schatzung

Der Erwartungswert der OLS-Schatzer

Die bedingte Varianz des OLS-Schitzers
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Matrixnotation im einfachen
Regressionsmodell
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Einfaches Regressionsmodell

yi=PBo+ bixi+uifiri=1,....n

Betrachte die Vektoren:

%1 1 X1 up

y2 1 X2 u
y= . ) L= . , X = . und u =

Yn 1 Xn Up

Wir kdnnen schreiben:

y=05-t+p-x+u
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Einfaches Regressionsmodell

y=0F-t+pfi-x+u

Fasse die beiden Vektoren ¢ und x zur Regressormatrix X

1 xp
1 X2

X = o = (¢,x)
1 x,

und die beiden Parameter 3y, 81 zum Parametervektor 3
zusammen:
_( Bo >
5‘(&

Dann gilt:
y=XB+u
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Multiple Regressoren

Modul 4 Okonometrie: Kapitel 03, Sommersemester, Lars Metzger 6 /88



Multiple Regressoren

yi = Po+ Bixit + ... + Brxik +ui firi=1,....n

Bo, ..., Bx: unbekannte Parameter

yi: beobachtete zu erklarende Variable, Regressand

xjj: beobachtete erkldrende Variablen, Regressoren (j =1,..., k)
uj: unbeobachtete Storterme

Fall k = 1: einfaches lineares Regressionsmodell

Fall kK > 1: multiples lineares Regressionsmodell.
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Das Regressionsmodell in Vektornotation

y1 = Bo+ Bixi1 +
y2 = o + Bixe1 +

Yn= BO + lenl +

=
% 1 X11
2 1 X201
. = Bo +51
Yn 1 Xn1
———— ——
y L Xeol
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ot Brxik + 11
e + Brxok + U
cor + BiXnk + Un
X1k
X2k
+.. .—i—ﬁk .
Xnk
Xek
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Das Regressionsmodell in Vektornotation

Yy = Bot + B1Xe1 + ... + BiXek + U

Regressand y:
Spaltenvektor der n zu erkldrenden Beobachtungen

¢ (,iota"):
Spaltenvektor mit n Einsen

Regressor x,; (fiir j =1,...,k):
Spaltenvektor der n erkldrenden Beobachtungen

Stérterm u:
Spaltenvektor der n unbeobachteten sonstigen Einfliisse

3:

ST)aItenvektor der k 4+ 1 unbekannten Parameter
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Das Regressionsmodell in Matrixnotation
Zusammenfassen des Eins-Vektors ¢ und aller Regressoren

Xel, - - -5 Xek ZU einer Regressormatrix:
1 xi1 X1j X1k
1 X1 X2j X0k
X = ) :(LX.1X.2...
1 Xi1 X,'J' Xik ’ ’ ’
1 xm Xnj Xnk
Dann gilt
1 xi X1k
Bo
XB=11 xa Xik .| = Bot+ Pixer +
' Bk
1 xp1 Xnk
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; Xejy - ";Xok)

.. .—i—ﬂkx.k
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Das Regressionsmodell in Matrixnotation

Mit der Regressormatrix

1 X111 ... le oo X1k
1 X21 ... X2 ... X2k
X = - : : = (L, Xe1,Xe2s -+ Xejy+++sX
1 x1 ... Xjj ... Xk (’ o1) %2, e ! .k)
1 xn1 Xpj Xnk
gilt also
y=XB+u
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Motivation fiir die Multiple Regression

Wenn wir weitere Regressoren im Schatzverfahren zulassen,
» konnen wir den Erklarungsgehalt weiterer Faktoren nutzen,
» die Annahme strikter Exogenitat besser stiitzen und

» flexiblere funktionale Formen zulassen.

Hierdurch konnen wir einen gréBeren Anteil der Variation von y
erklaren.
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Beispiel: die Lohn-Gleichung

wage = [y + Sreduc + Brexper + u

Wir inkludieren nun die Expertise, also die Arbeitserfahrung (in
Jahren) eines Individuums, um dessen Stundenlohn zu erklaren.

Dieser Faktor war im einfachen Regressionsmodell (mit nur einem
Regressor, educ) implizit Teil der unbeobachtbaren GréBe w.

Wie zuvor miissen wir annehmen, dass der Erwartungswert der
unbeobachtbaren GréBen u nicht durch exper beeinflusst wird.

Dadurch, dass wir den Faktor exper nun direkt kontrollieren, ist die

Annahme der strikten Exogenitat des Faktors educ in Bezug auf u
etwas weniger problematisch.
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Beispiel: Durchschn. Testergebnisse und Ausgaben pro SuS

avgscore = [y + Pirexpend + Baavginc + u

avgscore: durchschn. standardisiertes Testergebnis der Schule
expend: Ausgaben pro SuS der Schule

avginc: durchschnittliches Familieneinkommen von SuS der Schule

Es ist plausibel, dass expend mit avginc korreliert sind.

Wiirde avginc kein eigener Regressor, sondern impliziert in u
enthalten, so ware der verbleibende Regressor expend mit u
korreliert.

Je mehr erkldrende Variablen direkt kontrolliert werden, desto
plausibler ist die Annahme strikter Exogenitat.
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Beispiel: Familieneinkommen und Familienkonsum

cons = By + Brinc + Bainc® + u

cons: Ausgaben fiir Konsum einer Familie

inc: Einkommen einer Familie

inc?: Quadrat des Familieneinkommens

Wir kdnnen mit dem multiplen Regressionsmodell weitere
funktionale Formen zulassen.

Vorsicht!

Der Parameter 31 misst nun nicht mehr den Effekt einer
Veranderung von inc auf cons bei konstanten anderen Faktoren, da
inc? offensichtlich nicht konstant in inc ist.
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Beispiel: Familieneinkommen und Familienkonsum

cons = By + Princ + B2 inc® + u

Es gilt
Ac?ns _ cons(inc + Air?c) — cons(inc) — 81 + Bo(2inc + Ainc)
Ainc Ainc

~ 51 + 252inc

Der marginale Effekt des Einkommens auf den Konsum hangt nun
ab von (1, B> und der Hohe des Einkommens.
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Beispiel: CEO Gehalt, Umsatze und Beschaftigungsdauer

log(salary) = Bo + B1log(sales) + Boceoten + B3ceoten’® + u

salary: Gehalt (von CEO)
sales: Umsatz der Firma

ceoten: Beschaftigungsdauer der/des CEO bei der Firma

Interpretation der Parameter:

(B1: c.p. Elastizitadt von salary in Bezug auf sales
Falls 83 = 0:

Ba: c.p. %-Anstieg von salary bei +1 Jahr ceoten
Falls B3 # 0: komplizierter

Lineares Regressionsmodell bedeutet: Linearitat in Parametern
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Ausflug: lineare Algebra

Seien B, 81, - .-, Bk € R und seien ¢,Xe1, ..., Xex € R".

Dann ist
Bot + B1Xe1 + ... + BiXex = X3 € R"

eine Linearkombination der Vektoren ¢, Xe1, . . ., Xek-
Beispiel fiir k = 1:
Fiir Bo = 3 und pB; = —4 gilt

1 X11 3 —4xq1
. 1 X21 3— 4X21
y=3 +(=4) = :
1 Xn1 3—4xmn
—— ——
L Xel
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Spann

Die Menge aller méglichen Linearkombinationen der Vektoren
L,Xel,---,Xek heiBt Spann von {¢,Xe1, ..., Xek}:

span{t,Xet, ..., Xek} = {}7 €R" : 3be R sodass j = Xb}

Da die Vektoren ¢, X1, - - ., Xex die Spalten der Matrix X sind,
nennen wir diesen Spann auch Spaltenraum von X.

Die Dimension des Spaltenraums von X entspricht dem Rang der
Matrix X.

Beispiel fiir k = 1:

Falls ¢ und xe1 linear unabhangig sind, gilt rk(X) = 2 und der
Spann ist eine (Hyper-)Ebene im R".

Modul 4 Okonometrie: Kapitel 03, Sommersemester, Lars Metzger 19 / 88



Grafische Darstellung Spaltenraum fir n=3 & k=1
i=3

Jeder Punkt y in der Ebene ist durch geeignete Wahl von
bo, b1 € R darstellbar (hier: by = by = —% i
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Okonometrische Fragestellung

Konnen wir mit den Beobachtungen X die Beobachtungen y
erklaren?

Koénnen wir bei gegebenen Beobachtungen y und X fiir das
S6konometrische Modell

y=XB+u

einen Punkt ¥ im Spaltenraum von X finden, welcher die
Beobachtung y moglichst gut erklart?
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Bemerkungen zur Notation

Fiir eine gegebene Regressormatrix

1 xi1 .. Xy ... Xk

1 X21 ... X2j ... X2k
X=1 .

1 Xi1 .- Xioo... Xik

1 Xo1 o0 Xpj ooh Xnk

bezeichnet

> X,j den j-ten (n x 1)-Spaltenvektor fiir j =0,1,..., k

und

> xjo den i-ten (1 x k + 1)-Zeilenvektor fir i =1,...,n
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Strikte Exogenitat

Modul 4 Okonometrie: Kapitel 03, Sommersemester, Lars Metzger 23 /88



Strikte Exogenitat

» Ceteris-paribus Interpretation der Parameter (1, ..., Bk:

Wenn x;; sich um eine Einheit dndert (und sonst dndert sich
nichts), um wieviele Einheiten dndert sich dann y;?

» Voraussetzung fiir ceteris-paribus Betrachtungsweise:

Die x,j - Variablen diirfen nicht mit dem Stérterm u
zusammenhangen.

» Die durch den Regressor x,; verursachte Variation in y muss
unterscheidbar sein von der durch den Stérterm u
verursachten Variation in y.

Das geht nur, wenn Efu|X] = EJul].
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Strikte Exogenitat

Die Bedingung E[u|X] = E[u] bedeutet
E[u,-\x.l,...,x.k] = E[u,-] fiir i = 1,...,n

In Worten:
Die Werte der Regressormatrix X haben keinen Einfluss auf die

Erwartungswerte der Storterme.

Diese Annahme bzw. Anforderung wird auch als strikte
Exogenitat der Regressoren bezeichnet. Sie ist von zentraler
Bedeutung fiir Regressionsmodelle.

Analog zur Argumentation in Kapitel 2 nehmen wir ohne
Beschrankung der Allgemeinheit an, dass E[u] = 0.
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Strikte Exogenitat und Unkorreliertheit

Unter strikter Exogenitat gilt fiir die Kovarianz einer
Regressorvariable x;; und eines Storterms u;:

Cov(xjj, uj) = E[xjjuj] = E[x;E[ui|x]] =0

Die Begriindung ist analog zur entsprechenden Argumentation in
Kapitel 2 (Folie 20).

Modul 4 Okonometrie: Kapitel 03, Sommersemester, Lars Metzger 26 / 88



Parameterschatzung
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Residuen

Schétze die unbekannten Parameter (g, f1, .. ., Bk

yi=PBo+ Bixii+...,Bkxik +uj, i=1,...,n
zunachst durch beliebige Zahlen by, by, .. ., bg.
— prognostizierten Werte y; (fitted values) mit
9i=bo+ bixjit + ..., bkxik, i=1,...,n

in Matrix-Notation:
y=Xb

mit b’ = (bo,bl, ceey bk).

Residuen:
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Schatzung mit der Momentenmethode (fiir k > 1)

Unter der Annahme strikt exogener Regressoren gilt fiir
J=0,1,...k (mit xe0 = ¢):

Cov(xj,u))=0Vi=1,...,n

Wihle b = ,@ sodass fiir jedes j =0,1,...,k

I . 1 .
niZ;XijU; = H;Xij (yi —Xi.ﬁ> =0
In Matrixnotation ist dies dquivalent zu:
X'y = X'Xp3
Falls (X'X) ™! existiert, ergibt sich

1

B=(X'X)" X'y
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Ausflug lineare Algebra

Die (k + 1) x (k + 1)-Matrix X’X ist invertierbar, falls sie den
Rang k + 1 hat.

Der Rang des Produktes X’X der zwei Matrizen X’ und X
entspricht dem Minimum der Range beider Matrizen:

rk(X'X) = min{rk(X"), rk(X)} = rk(X)
Der Rang einer Matrix ist die Anzahl linear unabhingiger Spalten
bzw. Zeilen.

Die Matrix X’X ist also invertierbar, falls die Regressormatrix X
vollen Spaltenrang hat (wegen k + 1 < n).

X hat vollen Spaltenrang, falls keine Spalte von X durch
Linearkombinationen der anderen Spalten erzeugt werden kann.

Diese Voraussetzung bezeichnet man auch als Freiheit von
Multikollinearitat.
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Kleinste Quadrate-Schatzung
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Kleinste Quadrate-Schatzung

Eine andere Schiatzméglichkeit besteht in der Vorgabe einer
Zielfunktion.

Die gebrauchlichste ist:

Minimiere die Summe der quadrierten Abweichungen zwischen der
erklarten Variablen und ihren durch die Schatzung vorhergesagten
Werten — den Residuen.

Dies ist das gewdhnliche Kleinste-Quadrate-Prinzip (OLS,
ordinary least squares).
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Kleinste Quadrate-Schatzung

Der durch die Wahl von b verursachte Prognosefehler erzeugt
Residuen i: die Abweichungen von Beobachtungen y; und
prognostizierten Werten ;.

b=y—y=y—Xb
Je besser der Schatzer b, desto kiirzer der Vektor der Residuen .
= Zielfunktion: Minimiere ||dI]| bzw. &'@i!

. /
,min (y — Xb) (y — Xb)
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Wiederholung lineare Algebra (siehe Vorkurs)

Sei A eine Matrix und x ein Vektor (mit passenden Dimensionen).

Dann gilt fiir f(x) = x'A:

und fir g(x) = x'Ax:
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Kleinste Quadrate-Schatzung

Damit lautet die notwendige Bedingung erster Ordnung des
Minimierungsproblems:

9 (y — Xb)' (y — Xb)

— —2X'y +2X'Xb = 0
b y+

Dies ist dquivalent zu
X'y = X'Xb
und analog zu MM folgt bei Invertierbarkeit von X'X:

1

B=(X'X)" Xy
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Algebraische Eigenschaften
Bemerkungen zu X’X

Es gilt:
(X'X) = (X) (X)) =Xx'X

Die Matrix X’X ist symmetrisch.

Voller Spaltenrang:

Wegen rk(X) = k+ 1 gilt Xb=0firbe R =b=0
Demnach gilt fiir b £ 0: Xb # 0.

Fiir b € R¥1\ {0} gilt
b’X'Xb = (Xb)' Xb = ||Xb|> > 0

Die Matrix X’X is positiv definit, falls rk(X)=k+1.
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Algebraische Eigenschaften

Behauptung:

A

Der Schatzer 3 ist die eindeutige Minimumstelle.
Die Hesse-Matrix der Zielfunktion
(y — Xb)' (y — Xb)

lautet 2X’X.

Da X’X positiv definit ist, ist die Zielfunktion streng konvex und
B=(xx)""Xy

ist die eindeutige Minimumstelle.
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Algebraische Eigenschaften

Der Schatzer
B=(xx)"'Xy

ist linear in y.

Prognose:

§=XB=X(Xx)"

X'y
Auch die Prognose y ist linear in y.
Residuen:

=y-§=y-X(XX)'Xy=(1-X(XX)"'X)y

Auch die Residuen sind linear in y.
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Algebraische Eigenschaften

Behauptung:

Die Matrix X(X’X)~1X’ projiziert den Vektor y orthogonal auf
den Spaltenraum von X.

Wir nennen X(X’X)~1X’ deshalb auch Projektionsmatrix.
Begriindung:

1. Die Spalten von X sind orthogonal zum Vektor i =y — ¥:

-1

X (y—§) =X (y X (x'Xx) x’y) = X'y—X'X (X'X) " X'y =0

2.y ,[Ai liegt im Spaltenraum von X:
B = (X'X)~ 1X'y ist ein (k + 1) x 1-Spaltenvektor. Daher ist
XB=X(X'X)" 1X’y eine Linearkombination der Spalten von X.
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Algebraische Eigenschaften
Fiir die OLS-Residuen gilt also
X'(y=9)=Xa=0

Zeile fiir Zeile geschrieben bedeutet diese Gleichung:

n
> xjl =0 fiir j=0,1,...,k
i=1

Diese Eigenschaft hatten wir schon fiir die OLS-Residuen in
Kapitel 2 fiir k = 1 gezeigt:

il‘ﬁ,’zo und ix;ﬁ;zo
i=1 i=1
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Algebraische Eigenschaften

Die Stichprobendurchschnitte liegen auf der Regressionsgeraden:

k
YZZBJ' %
j=0
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Algebraische Eigenschaften

Die Stichprobendurchschnitte liegen auf der Regressionsgeraden:

k ~
:Zﬁ

X;
Jj=0
Begriindung:
n n
> yi—gi=Y =0
i=1 i=1
Daraus folgt:
1 1 1
N _7’XA:7’, "Xe1, - U'Xek) B
nz;y Zy L B n(LX07LX17 7LXk)B
=
Vergleiche hierzu fiir k = 1:
7 =50+ pix
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Algebraische Eigenschaften

Die Matrix | — X(X’X)~1X' projiziert den Vektor y auf das
orthogonale Komplement des Spaltenraums von X.

Auch | — X(X'X)71X’ wird deshalb Projektionsmatrix genannt.

Da eine Matrix genau dann ein Projektionsmatrix ist, falls sie auch
idempotent symmetrisch ist, |dsst sich diese Eigenschaft auch
einfacher nachweisen.
Eine Matrix A heiBt idempotent, falls AA = A.
Fiir X(X'X)71X":
(XX X)X (X(X'X)7IX) = X(X'X) TP XX (XIX) X!
=1

Ubung: Zeige, dass auch | — X(X’X)~1X’ idempotent ist.
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Interpretation des multiplen Regressionsmodells

Wie stark andert sich die abhangige Variable y, wenn ceteris
paribus die j-te unabhangige Variable um eine Einheit ansteigt:

Ay

B = B

ceteris paribus:
Alle anderen unabhangigen Variablen bleiben konstant.
Es muss strikte Exogenitdt angenommen werden, d.h. die

Veranderung Ax; hat keinen Einfluss auf die unbeobachtbaren
Storterme.
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Beispiel: Durchschn.-Noten von College und High school

Datensatz: GPA1 (n=141 SuS)

COlGPA = 1.29 + .453hsGPA + .0094ACT

ColGPA: OLS-Prognose durchschn.-Note College
hsGPA: durchschn.-Note Highschool

ACT: Achievement test score (misst akademische Fahigkeiten)

Interpretation der Schatzer .453 und .0094:
Im Durchschnitt bringt ein hsGPA etwa einen halben colGPA.

Im Durchschnitt bringen zehn ACT weniger als einen Zehntel
colGPA.
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Beispiel: Durchschn.-Noten von College und High school

Datensatz: GPA1 (n=141 SuS)
colGPA = 2.40 + .0271ACT

colGPA: OLS-Prognose Durchschn.-Note College

ACT: Achievement test score (misst akademische Fihigkeiten)

Der Einfluss von ACT auf colGPA hat sich scheinbar verdreifacht,
weil wir den Einfluss von hsGPA vernachlassigen!
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Partitionierte Regression

Das vorherige Beispiel zeigt:

Wenn wir den Einfluss eines bestimmten Regressors auf y ermitteln
wollen, miissen wir alle relevanten Regressoren mit aufnehmen.

Nehmen wir als Beispiel das Modell

y = Bo + Bix1 + foxa +u

Falls x; und x> untereinander korreliert sind, wiirde eine Schatzung
von (31 im Modell
y =00+ fix1 +u

zu Fehlinformationen fiihren, da x> in u enthalten ware und dann
x1 mit u (iiber x;) korreliert ware, was die strikte Exogenitat
verletzen wiirde.

Deswegen braucht man die multiple Regression, die x; und x;
gleichzeitig beriicksichtigt.
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Partitionierte Regression

Es gibt aber eine Methode, das Ergebnis der multiplen Regression

y = 8o+ fix1 + foxa +u

durch eine Sequenz von Einfachregressionen zu erhalten, ndmlich
die partitionierte Regression:

1. Schitze y = 9 + 71x2 + ry und ermittle die Residuen T,.
2. Schitze x1 = dg + d1x2 + r1 und ermittle die Residuen Ty.
3. Schitze v, = ap + aiti +u

Dann gilt:
ay = f
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Partitionierte Regression

Diese Aussage folgt aus dem fiir die Regressionstheorie
fundamentalen Frisch-Waugh-Theorem.

Das Einbeziehen von x5 in das Modell nimmt den Einfluss dieser
Variablen auf y von x; weg.

Mit anderen Worten: OLS kontrolliert fiir den Einfluss von x, auf
den Zusammenhang zwischen y und x;. Das Resultat gilt analog

auch fiir mehrere Variablen gemeinsam (also fiir Gruppen von
Variablen).

Deshalb bezeichnet man Regressoren auch als Kontrollvariablen.

Das erlaubt die ceteris-paribus - Interpretation der geschatzten
Parameter einer multiplen Regression.
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Anpassungsgiite (Goodness-of-Fit) — analog zu Kapitel 2

SST =31 (vi = 7)?
(total sum of squares)

SSE =3 iLi(5i — ¥)?
(explained sum of squares)

SSR = Z?:l(ﬁi - 0)2
(sum of squared residuals)

Es gilt:
SST = SSE + SSR

BestimmheitsmaBl:

R? = SSE/SST =1 — SSR/SST
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Anpassungsgiite (Goodness-of-Fit)
Wie verandert sich die Anpassungsgiite bei multiplen Regressoren?

Man kann zeigen, dass SSE nicht sinken bzw. SSR nicht steigen
kann, wenn ein weiterer Regressor hinzugefiigt wird.

Intuition:

> |st der Regressor unwichtig, so ist der Schatzer fiir dessen
Parameter nahe null und die Prognose y verdandert sich kaum.

» Ist der Regressor wichtig, so iibernimmt der Schatzer fiir
dessen Parameter einen Teil des Einflusses anderer Regressoren
und die Prognose verbessert sich (SSE steigt, SSR sinkt).

Daher kann R? nicht sinken, wenn weitere Regressoren hinzugefiigt
werden.
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Beispiel: Erklarung fiir Verhaftungen [CRIME1]

narr86 = .712 — .150pcnv — 0.034ptime86 — .104qemp86

StichprobengroBe: 2.725, R2 = 0.0413

Individuen: Manner, die 1960 oder 1961 in Kalifornien geboren
wurden und vor 1986 mindestens einmal verhaftet wurden.

narr86: Prognose fiir die Anzahl von Verhaftungen in 1986

pcnv: Anteil der vorangegangenen Verhaftungen, die zu einer
Verurteilung fiihrten

ptimel1986: Monate im Gefangnis in 1986

qgemp86:
Anzahl der Quartale von 1986, in welchen der Mann arbeitete
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Beispiel: Erklarung fiir Verhaftungen [CRIME1]

Was passiert, wenn wir avgsen inkludieren?

avgsen: durchschn. Haftstrafe fiir vorangegangene Verurteilungen

narr86 = .707—.151pcnv+.0074avgsen—0.037 ptime86—.103gemp86

StichprobengroBe: 2.725, R? = 0.0422
R? steigt nur sehr leicht an.

Ist der Regressor avgsen wirklich wertvoll?

Durch die Aufnahme irrelevanter Regressoren steigt in der Regel
die Varianz der Schitzer, so dass die Inferenz unpraziser wird.
Dazu spater mehr.
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Der Erwartungswert der

OLS-Schatzer
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Der Erwartungswert der OLS-Schatzer

» Die Parameterschitzer des Regressionsmodells, also die
Elemente von 3, sind selbst Zufallsvariablen.

» Das wahre 3 ist unbekannt. Jede Stichprobe wird ein etwas
anderes Schatzergebnis 3 liefern.

» Damit hat der Schatzer ,CA:} eine Wahrscheinlichkeitsverteilung.
Diese miissen wir ermitteln, damit wir Inferenz betreiben
kénnen, d.h. von dem Stichprobenergebnis auf die
Grundgesamtheit schlieBen kdnnen.

» Damit das gelingt, miissen einige Voraussetzungen erfiillt sein,
die im Folgenden zusammengefasst sind:
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Annahmen des multiplen Regressionsmodells

MLR 1 Linear in den Parametern
Das 6konometrische Modell lautet y = X3 + u, wobei
X € RM(k+1) pekannt mit k < n,
B € Rk*1 unbekannt und nicht-stochastisch und

u € R” unbekannt und stochastisch.

MLR 3 Lineare Unabhangigkeit
Die Regressormatrix X hat vollen Spaltenrang, rk(X) = k+ 1.

MLR 4 Bedingter Nullerwartungswert

Die Regressoren sind strikt exogen und der Erwartungswert
der Stérterme ist null: E[u|X] = E[u] = 0.

Wir schenken der Annahme MLR 2 ,, Zufallsstichprobe" keine
weitere Beachtung.
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Beispiele fiir lineare Abhangigkeit

log(cons) = By + 1 log(inc) + B2 log(inc?) + u

voteA = [y + [Bi1shareA + [ByshareB + u

Weiterhin kann eine sehr kleine Stichprobe problematisch sein:

Die Matrix X darf nicht weniger Zeilen als Spalten haben. Falls
n<k+1giltrk(X)<n<k+1.
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Beispiele fiir lineare Abhangigkeit

log(cons) = By + 1 log(inc) + B2 log(inc?) + u

Wegen log(x?) = alog(x) sind log(inc) und log(inc?) linear
abhangig.

voteA = [y + [Bi1shareA + [ByshareB + u

Weiterhin kann eine sehr kleine Stichprobe problematisch sein:

Die Matrix X darf nicht weniger Zeilen als Spalten haben. Falls
n<k+1giltrk(X)<n<k+1.
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Beispiele fiir lineare Abhangigkeit

log(cons) = By + 1 log(inc) + B2 log(inc?) + u

Wegen log(x?) = alog(x) sind log(inc) und log(inc?) linear
abhangig.

voteA = [y + [Bi1shareA + [ByshareB + u
Wegen shareA + shareB = 1 sind shareA und shareB und die
Konstante 1 linear abhangig.
Weiterhin kann eine sehr kleine Stichprobe problematisch sein:

Die Matrix X darf nicht weniger Zeilen als Spalten haben. Falls
n<k+1giltrk(X)<n<k+1.
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Der Erwartungswert als linearer Operator

Sei ¢ € RP ein zufalliger Vektor.

Dann gilt:
Elci]
Fig- | 1!

Elc)

Seien zusatzlich A € R°*P und b € RP nicht-stochastisch.

Dann gilt:
E[Ac+b] = AE[c] +b
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Erwartungswert des OLS-Schatzers

Behauptung:
E[B] =BV B e RF!

Beweis:
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Erwartungswert des OLS-Schatzers
Behauptung:

E[B] =B Y B e R
Beweis:
Mit MLR 3 (rk(X) = k+ 1) und MLR 1 (k < n) gilt:
rk(X'X) = min{rk(X'), rk(X)} = rk(X) = k + 1

Da X'X die Ordnung (k + 1) x (k + 1) hat, existiert (X’X)~! und
der Schitzer B = (X'X)~1 X'y ist wohldefiniert.

Da der Erwartungswert ein linearer Operator ist, gilt mit MLR 1
(y = XB + u, X bekannt und 3 nicht-stochastisch)

Ely|X] = E[XB + u|X] = X8 + E[u|X]
Mit MLR 4 (E[u|X] = 0) gilt:
Ely|X] = X8

Modul 4 Okonometrie: Kapitel 03, Sommersemester, Lars Metzger 58 / 88



Erwartungswert des OLS-Schatzers

Beweis (Fortsetzung):

Aufgrund der Linearitit des Schitzers 8 = (X'X)~1X'y in y gilt:

E[BIX] = E[(X'X)*X"y|X] = (X'X) ' X"E[y|X]
Mit E[y|X] = X3 gilt:

E[BIX] = (X'X)IX'X BV B € Rk

=/

Mit dem Gesetz der iterierten Erwartung und MLR 1 (3
nicht-stochastisch) gilt:

E[B] = E[E[BIX]] = E[B] = BV B € R O

Der lineare Schitzer 3 heiBt erwartungstreu oder unverzerrt.
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Irrelevante Regressoren (Uberspezifikation)

Was passiert, wenn wir einen Regressor inkludieren, dessen wahrer
Parameter 3; = 0 ist?

Wir hatten die Erwartungstreue des OLS-Schéatzers fiir alle
moglichen Vektoren von Parametern B € R¥*! gezeigt.

Gilt also 8; = 0 fiir einen dieser Parameter, so gilt unter den
getroffenen Annahmen auch

> E[3] =0 und

> E[Bs] = B, fiir alle s # j.
Die Erwartungstreue der anderen Schatzer bleibt also unberiihrt.
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Ausgelassene Regressoren (omitted variable bias)

Wir schauen uns nun das Problem ausgelassener Regressoren
genauer an.

Das wahre Modell sei gegeben durch
y=Xi8+xxvy+u,

wobei
» Xj eine n X (k + 1)-Regressormatrix und
P> x, ein weiterer Regressor ist.
» 3 ist ein Vektor mit k 4+ 1 unbekannten Parametern und

P ~ ist ein einzelner unbekannter Parameter.

Es gelte die Annahme strikter Exogenitat fiir u, also
E[u|Xi,x2] = E[u] = 0.
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Ausgelassene Regressoren (omitted variable bias)

Geschatzt werde aber irrtiimlich das Modell
y=Xi8+1,
wobei @i = x27 4+ u den unbeobachtbaren Stérterm bezeichne.
= B=(X{x1) " Xy
Wenn nun aber y tatsdchlich durch das Modell
y=Xi8+x2y+u
definiert ist, ergibt sich

B = (X{Xl)_l X{ (X1B +x2y +u) =B+ (X{Xl)_l X{ (x2v + u)
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Ausgelassene Regressoren (omitted variable bias)
Ist der Schitzer 3 = B + (X[ X1) ' X! (x27y + u) erwartungstreu?
Wegen E[u|Xi,x2] = 0 folgt

- 1
E[B|X1,x2] = B+ (X[ X1) ~ X{x2y

Der Fehler, der durch den ausgelassenen Regressor x, entsteht ist
also genau dann klein, wenn

» keine oder nur wenig Korrelation zwischen den bestehenden
Regressoren in X1 und dem ausgelassenen Regressor x;
besteht, also X{x» klein ist, oder

» der wahre Einfluss von x5 auf y klein ist, also wenn ~ klein ist.

Der Ausdruck (X]X1) ' X{xo ist iibrigens der OLS-Schitzer fiir &
im Modell
Xo = X160 +v
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Ausgelassene Regressoren

Falls die Regressormatrix X; nur aus einem echten Regressor
besteht, falls also X1 = (¢,x1), kdnnen wir das Vorzeichen des
omitted variable bias (X]X1) ™' X{xyy fiir den Schitzer §; wie

folgt kategorisieren:

‘ Cov(x1,%2) >0 Cov(x1,%x2) =0

COV(Xl,XQ) <0

v >0 | positive Verzerrung  keine Verzerrung
vy=0 keine Verzerrung keine Verzerrung
v < 0 | negative Verzerrung keine Verzerrung
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Die bedingte Varianz des
OLS-Schatzers
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Die bedingte Varianz des OLS-Schatzers

Um die bedingte Varianz des OLS-Schéatzers herzuleiten, miissen
wir die bedingte Verteilung des zufilligen Storterms u und damit
auch die bedingte Verteilung der erklarten Variablen y genauer
beschreiben.

Wir hatten bereits gezeigt, dass aus E[u|X] = E[u] (strikt exogene
Regressoren) Cov(xj, u;) = 0 fiir alle j = 0,1, ..., k folgt.

Zusatzlich fordern wir nun:

MLR 5 Homoskedastizitat & serielle Unkorreliertheit

H(u|X) =01
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Rechenregeln fiir Varianz-Kovarianz-Matrizen

Seien ¢, d € RP zufillige Vektoren.

Es seien zusitzlich nicht-stochastisch:

> Matrizen: A, A, € RO*P
» Vektoren: by, b, € R°
Dann gilt:
Cov(Aic + by, Axd + by) = A; Cov(c,d) A,

und
EIZ(Alc + bl) = Ali(C)All
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Die bedingte Varianz-Kovarianz-Matrix von B
Fiir y gilt:

My[X) = HXB +ulX) (MLR 1: y = X8+ u & X, 3 fest)
= H(ulX) =?l, (MLR 5)

Fir 3 = (X'X)" X'y gilt:

BIX) = F((X'X)X'y|X)
= (X’X)72X'H(y|X) (X'X) 71X

Wegen (AB) = B'A' und ((X'X)™1) = (X'X)~! (Symmetrie)
gilt:

BX) M (XX) XX (X' X)
=  2X'X)WXXX'X)T=?(X'X) T
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Komponenten der OLS-Varianz-Kovarianz-Matrix

Man kann zeigen, dass die Varianz eines einzelnen Schitzers Bj.
also die (j, j)-Komponente von o (X’X)_l, firj=1,...,Jj
gegeben ist durch:

1 1 1
n

Var(53j|X) = o2 :
ar(Bj|X) = o -2 1R

Hierbei haben die Komponenten folgende Bedeutung:

» o2: Varianz des unbeobachtbaren und homoskedastischen
Stoérterms u

» n: StichprobengroBe
> XiXj — >'<J-2: Stichprobenvarianz des j-ten Regressors

> Rjz: BestimmtheitsmaB der Regression von x; auf alle anderen
Regressoren
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Komponenten der OLS-Varianz-Kovarianz-Matrix

Die Varianz von Bj ist also klein, falls o und RJ-2 klein sind und
falls n und X;x; — )'9-2 groB sind.

RJ-2 € [0,1) misst, wie gut der Regressor j durch die restlichen
Regressoren erklart wird.

Im besten Fall, F\’j2 = 0, ware x; unkorreliert mit den restlichen
Regressoren.

Falls F\’j2 =1, ware x; als Linearkombination der restlichen
Regressoren darstellbar (was durch MLR3 ausgeschlossen wird).

— Zielkonflikt:

Weitere Regressoren erhéhen R2, das BestimmtheitsmaB fiir die
Erklarung der Variation von y, und gleichzeitig erhohen sie
potentiell Rj2 und schwachen damit die Prazision der einzelnen
Schétzer.
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Multikollinearitat

Sind die BestimmtheitsmaBe RJ-2 fiir die einzelnen Regressoren
hoch, sprechen wir von Multikollinearitat.

Dies tritt auf, wenn zwei oder mehr Regressoren eine betragsmaBig
hohe Stichprobenkovarianz im Verhiltnis zu ihrer
Stichprobenvarianz aufweisen.

Ein MaB fiir Multikollinearitat ist der ,,variance inflation factor",
VIF:

Vlezil .
1—R;

Je groBer VIF;, desto groBer die Multikollinearitat.

Daumenregel: VIF; sollte nicht groBer als 10 sein bzw. F\’j2 sollte
nicht gréBer als 0,9 sein.
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Ein Beispiel fiir Multikollinearitat

avgscore = 3y + Piteacherexp + Bamatexp + [3othexp + . ..

avgscore: standartisierter Notenschnitt der Schule

teachexp: Ausgaben fiir Lehrer:innen

matexp: Ausgaben fiir Lehrmaterialien

othexp: andere Ausgaben

Die Ausgaben-Regressoren werden stark korreliert sein, da eine

Schule mit vielen Ressourcen hohe Ausgaben in allen Bereichen
haben wird.

Die einzelnen Schitzer werden stark streuen.
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Omitted Variable Bias vs. Multikollinearitat
Sei das wahre Modell gegeben durch:

y = 5o+ fix1 + faxa +u

Geschatztes Modell 1: y = Bo + lel + ﬂAgx2

= E[Bi|x1,x2] = B,
Var(Bi|x1,x2) = o/ (n(xxa — x2)(1 — R?))

Geschatztes Modell 2: y = BO + lel

X1Xp — X1 X2

= E[,§1|x1,X2] = 1+ ——= B2 # B,
X1X1 — X3
Var(Bilx1,x2) = o2/ (n(xixi — &2)) < Var(Bi|x1, x2)
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B = (X'X)" X'y ist BLUE (Gauss-Markov-Theorem)

BLUE: best linear unbiased estimator
B ist ein Schitzer (estimator) v/

B ist linear (iny) v

@ ist unverzerrt (unbiased) v/

(3 ist varianzminimal (best) ?

Varianzminimal bedeutet, dass die bedingte
Varianz-Kovarianz-Matrix 2[: (B|X) , kleiner* ist, als die aller
anderen linearen und unverzerrten Schiatzer fiir 3.

Woas bedeutet , kleiner” fiir Matrizen?
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Lineare Algebra: Positiv-(Semi)Definitheit

Definition:

Eine (p x p)-Matrix A heiBt positiv-semidefinit (psd), falls
XAx >0V x €RP

Die Matrix A heiBt positiv definit (pd), falls X’ Ax > 0V x # 0.

Ist die Matrix zusdtzlich symmetrisch, lauten die Abkiirzungen
psds bzw. pds.
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Varianz-Kovarianz-Matrizen sind grundsatzlich psds

Sei z € R" ein Zufallsvektor und sei x € R ein beliebiger
nicht-stochastischer Vektor.

Dann gilt:

X' Y(z)x = 2]:(&'/21) = Var(x'z) > 0

1x1

Symmetrie folgt aus Cov(z;, zj) = Cov(zj,z) V i,j.
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Lowner Ordnung fiir Matrizen

Seien A und B zwei quadratische Matrizen der Ordnung p x p.
Es gilt A > B, falls A— B psd ist, falls also gilt:

X' (A-B)x >0 xXAx > x'Bx V x € R?
Diese Ordnung ist partiell, da fiir manche Paare C und D von
Matrizen weder C — D psds, noch D — C psds gilt.

Mit dieser Ordnung bestimmen wir die Eigenschaft varianzminimal
(best).
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Beweisstruktur BLUE

Es bleibt zu Zeigen, dass der kleinste Quadrate Schitzer
varianzminimal im Sinne der Lowner-Ordnung fiir seine
Varianz-Kovarianz-Matrix ist (,,best”, B) gegeniiber allen
Schatzern, welche

L linear in den Daten y sind und
U unverzerrt die unbekannten Parameter 3

E schitzen (to estimate).

Wir heben uns den Beweis aber auf, bis wir allgemeinere
Varianz-Kovarianz-Matrizen des Storterms u zulassen.

Bisher: Y(u) = 02/, (Homoskedastizitit) — OLS

Spater: Y(u) = Q, beliebig n x n pds — GLS
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Schatzung der Varianz der Storterme

Behauptung:

Unter den Annahmen MLR1, MLR3, MLR4 und MLR5 ist der
Schatzer

erwartungstreu fiir o°:
E[6%] = 0%V 0% >0

Bemerkung:

Wieder reduzieren wir n, die Zahl der Modellgleichungen, um

k 4+ 1, die Zahl der Definitionsgleichungen der OLS-Schéatzer, da
wir die OLS-Schéatzer benutzen um die Residuen & zu berechnen.
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Voriiberlegungen

1
AD ~/
6= ———1
n—k—1
Die Residuen i1 sind eine Projektion von y auf das orthogonale
Komplement des Spaltenraumes der Regressormatrix X:

I}

[ = X(X'X)' Xy,

I}

wobei
(1= X(X'X)"1X]

die idempotent symmetrische Projektionsmatrix ist. Es gilt:
[ = XX'X)'X]X =N

(Jede Spalte von X wird auf den Ursprung 0 projiziert.)
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Beweis E[6?%] = o2

Mit
y=XB+u
gilt
(n—k-1)62 = (XB+u) [I = X(X'X)1X'] (XB + u)
= (XB) [1 - X(X'X)"'X'] XB (=N)
+ o[l = X(X' X)X X8 (= N)
+ (XB) [I = X(X'X)1X'] u (= N)

+ o[ = X(X'X)1X"] u
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Hilfssatz (zyklische Vertauschungen):

Fiir drei Matrizen A, B, C, fiir welche ABC und CAB existieren,
gilt:
tr(ABC) = tr(CAB)

Da [/ = X(X'X)"'X'] _u_ ein Skalar ist, gilt:
~— ~—

1xn nxn nx1

u' [ = X(X'X) X u = tr(u [T = X(X'X)"1X] u)
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Beweis E[6%] = o2 (Forts.)
Damit gilt

EW [1 = X(X'X) ' XTulX] = E[tr(u [I = X(X'X)"'X"] u)|X]

= Eftr(uu’ [/ — X(X'X)'X'])|X]
tr (Efud’ [1 — X(X'X)"1X'] |X])

= tr (E[uu/[X] [I = X(X'X)"1X'])
= o?tr([l = X(X'X)"1X'])
= % (tr(1) — tr (X(X'X)71X"))
= o (n—tr (X'X(X'X)™1))
= o’(n—(k+1))

Daraus folgt

E[fl’fl\X]_ 1
n—k—1 n—k-—1

E[52|X] = E[u' [I — X(X'X)"1X"Tu|X] = 62
[ ]
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Bemerkung zu E[6?] = o2

Die Umkehrung der Behauptung lasst sich unter den getroffenen
Annahmen ebenfalls zeigen:

Falls ein Schatzer
52 =y'Dy

mit D psds erwartungstreu fiir o2 ist,

dann gilt 52 = 62.

Wir heben uns den Beweis fiir diese Behauptung aber ebenfalls fiir
den allgemeinen Fall

I(u) =Q

auf.
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Standard Error of Regression SER

Der Standardfehler der Regression ist die positive Wurzel des
OLS-Schitzers 62 fiir 02

SER=V52 =&

Hiermit konnen wir nun die Standardfehler der OLS-Schatzer der
einzelnen Parameter berechnen:

se() =\ Var(5) = 0\ (XX) ) = & [\t — )1 = RY)
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Anwendung der Konzepte auf konkrete Daten

Wir wenden das bisher Gelernte nun auf einen konkreten Datensatz
an:

wagel.xls aus dem Datensatz von Wooldridge.

1. Offne die Datei wagel.xls mit dem Programm Gretl.

2. Benenne falls gewiinscht die Variablen gemaB
WAGE1 _description.txt um.

3. Erstelle ein KQ-Modell (untere Leiste ﬂA)
Wabhle hierbei v22/Iwage als abhingige Variable und v2/educ
und v3/exper als Regressoren.

Der erzeugte Output sollte dann der Tabelle der ndchsten Folie
entsprechen:
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Anwendung auf wagel.x/s

In(wage) = Bo + B1reduc + Prexper + u
StichprobengroBe: n = 526

Koeffizient ~ Std. Fehler  t-Quotient p-Wert

const 0,216854 0,108595 1,997 0,0464

educ  0,0979356 0,00762240 12,85 0,0000

exper 0,0103469 0,00155514 6,653 0,0000

Mittel abhangige Var. 1,623268 Stdabw. abhangige Var.

Summe quad. Residuen 111,3447  Stdfehler Regression
R2 0,249343  Korrigiertes R?2
F(2,523) 86,86167 P-Wert(F)
Log-Likelihood —338,0094 Akaike-Kriterium
Schwarz-Kriterium 694,8146 Hannan—Quinn
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Zusammenfassung

Matrixnotation, Regressormatrix
OLS-Schitzer 8 = (X'X)" X'y
OLS-Residuen & = [/ — X(X'X)~1X']ly
Partitionierte Regression (Frisch-Waugh)
Anpassungsgiite, BestimmtheitsmaB R?
MLR1, MLR3, MLR4, BLUE
Uberspezifikation & Ausgelassene Regressoren
Bedingte Varianz des OLS-Schatzers
Multikollinearitat

+MLR5: 52 erwartungstreu
Standardfehler der Regression, SER

VV VvV VYVYyVVYVYVY
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