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Was ist Spieltheorie?

Die Spieltheorie ist eine Methode zur Analyse strategischer
Interaktionen von rationalen Individuen.

Strategische Interaktion bedeutet, dass die Ergebnisse von den
Aktionen aller Akteure abhangen.

Ziele der Spieltheorie:
» (positiv:) Wie werden sich rationale Akteure verhalten?

» (normativ:) Wie sollen sich die Akteure verhalten?
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Nach diesem Semester konnt ihr:

komplexe 6konomische Probleme ...
» strukturell einordnen,
» auf essentielle Bestandteile reduzieren,
» formal darstellen,

» und losen.

Eine Losung besteht aus einer Beschreibung, wie sich rationale
Akteure entscheiden und wie sie sich aus gemeinschaftlicher
Perspektive entscheiden sollten.

Wir designen Probleme so, dass sich rationale Akteure so
entscheiden, wie sie sich entscheiden sollten.
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Lehrbuch

Die Vorlesung basiert zu groBen Teilen auf dem Lehrbuch von:
Robert Gibbons, ,,A Primer in Game Theory"

Dieses Lehrbuch ist in englischer Sprache erschienen.

Ebenfalls exzellent:
Holler, llling, Napel: ,,Einfiihrung in die Spieltheorie"
Allerdings: Die didaktische Struktur ist anspruchsvoller.

Dieses Buch ist zu empfehlen, wenn die Vorlesung bereits gehort
wurde.
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Inhaltlicher Uberblick

> Kapitel 1

Statische Spiele unter vollstéandiger Information

> Kapitel 2

Dynamische Spiele unter vollstdndiger Information

> Kapitel 3

Statische Spiele unter unvollsténdiger Information

Das Thema
> Kapitel 4

Dynamische Spiele unter unvollstindiger Information
wird in dieser einfiihrenden Vorlesung nicht behandelt.
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Anwendungen von Kapitel 1

Statische Spiele unter vollstdndiger Information

In statischen Spielen entscheiden alle Akteure gleichzeitig.
Unter vollstandiger Information kennen alle Akteure die Ziele aller

anderen Akteure.

Wir untersuchen in diesem Kapitel:
» das Gefangenen Dilemma
Koordinierungsspiele

den Beauty Contest

>

>

» Cournot und Betrand Oligopole

» die private Bereitstellung offentlicher Giiter
>

Wettstreite
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Anwendungen von Kapitel 2

Dynamische Spiele unter vollstdndiger Information

In dynamischen Spielen entscheiden die Akteure nacheinander.

Unter vollstandiger Information kennen alle Akteure die Ziele aller
anderen Akteure.

Wir untersuchen in diesem Kapitel:
» das Stackelberg Duopol
» das Rubinstein-Verhandlungsspiel
» Bank Runs
» Zolle und Wettbewerb
» nochmal das Gefangenen Dilemma
| 2

. und weitere Probleme
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Anwendungen von Kapitel 3

Statische Spiele unter unvollstidndiger Information

In statischen Spielen entscheiden alle Akteure gleichzeitig.

Unter unvollstédndiger Information kennen manche Akteure die
Ziele mancher anderen Akteure nicht.

Wir untersuchen in diesem Kapitel:
» Erst- und Zweitpreis Auktionen
» Doppelte Auktionen
> Korreliertes Gleichgewicht

» Cournot Oligopol mit asymmetrischer Information
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Materialien

Alle Vorlesungsfolien und Ubungsaufgaben, sowie die Vorlesungen
und Ubungen bedienen sich der deutschen Sprache.

Alle Materialen und Notizen werden {iber Moodle bereitgestellt.

— moodle.tu-dortmund.de/course/view.php?id=33150

Die Vorlesungen und Ubungen werden gestreamt und
aufgezeichnet und stehen Euch als Videos zur Verfiigung.

— youtube.com/@larsmetzger
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Kapitel 1

Statische Spiele unter
vollstandiger Information
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Kapitel 1: Statische Spiele unter vollstandiger Information

statisch:

Die Akteure wahlen die Aktionen gleichzeitig und einmalig.

vollstandige Information:

Jeder Akteur kennt die Auszahlungsfunktion aller Akteure.

Dynamische oder sequentielle Spiele — Kapitel 2 und 4

Spiele mit unvollstindiger Information — Kapitel 3 und 4
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Das Gefangenen Dilemma
Luce & Raiffa (1957) S. 95, Ubersetzung nach Holler, llling & Napel (2019)

Zwei Verdichtige werden in Einzelhaft genommen. Der
Staatsanwalt ist sich sicher, dass sie beide eines schweren Verbre-
chens schuldig sind, doch verfiigt er iiber keine ausreichenden
Beweise, um sie vor Gericht zu iiberfiihren. Er weist jeden
Verdachtigen darauf hin, dass er zwei Moglichkeiten hat: das
Verbrechen zu gestehen oder aber nicht zu gestehen. Wenn beide
nicht gestehen, dann, so erklart der Staatsanwalt, wird er sie
wegen ein paar minderer Delikte wie illegalem Waffenbesitz
anklagen, und sie werden eine geringe Strafe bekommen. Wenn
beide gestehen, werden sie zusammen angeklagt, aber er wird nicht
die Hochststrafe beantragen. Macht einer ein_Gestiandnis, der
andere jedoch nicht, so wird der Gestandige nach kurzer Zeit
freigelassen, wihrend der andere di¢ Hochststrafe erhilt.
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Beispiel: Das Gefangenen Dilemma
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A2

Beispiel: Das Gefangenen Dilemma

B ¢,

ich: leugne
die andere: leugnet

1 Monat fiir mich
1 Monat fiir die andere

ich: leugne
die andere: gesteht

9 Monate fiir mich
0 Monate fiir die andere

Cc1

D °

ich: gestehe
die andere: leugnet

0 Monate fiir mich
9 Monate fiir die andere

ich: gestehe
die andere: gesteht

6 Monate fiir mich
6 Monate fiir die andere
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Forschungsfragen

> Wie werden die vier Zustande gereiht?
» Welche Reihung der vier Zustinde ist rational?
» Wie entscheiden sich rationale Akteure?

» Wie sollten sie sich entscheiden?
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Kapitel 1.1

Grundlegende Begriffe
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Rationale Praferenzen und Spieler:innen

Eine Praferenzordnung - iiber eine Menge von Zustanden (wie
z.B. A, B, C und D) ist rational, falls

» jede zwei Zustande mit 2~ verglichen werden kdnnen
(Vollstandigkeit)

» aus X 7 Y und Y - Z folgt X 7= Z (Transitivitat)

Eine Spieler:in ist rational, falls sie sich gemaB ihrer
Praferenzordnung entscheidet.

4l = 4 %21
Uber die Zustinde A, B, C, D gibt es verschiedene rationale

Praferenzordnungen!
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Beispiel: Das Gefangenen Dilemma

Es gibt viele begriindbare Praferenzordnungen iiber die vier
Ausgidnge des Spiels.

Das Spiel wird nicht nur durch die Spielregeln definiert, sondern
ebenfalls durch die Praferenzordnungen der Spieler:innen.

Die Spieltheorie nimmt die Praferenzordnungen, genauso wie die
Spielregeln, als gegeben an.

Das Spiel ,, Gefangenen Dilemma* ist nun durch folgende
Praferenzordnungen definiert:

Die Personen interessieren sich...
» nicht fiir die Zukunft. (,One Shot Game")
» nur fiir die eigene Zeit im Gefangnis. (Egoistische Akteure)
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Praferenzordnung fiir das Gefangenen Dilemma

Wenn sich die Personen per Annahme
» nicht fiir die Zukunft und
» nur fiir die eigene Zeit
interessieren, so resultiert folgende Praferenzordung:

C (0 Mon.) = A (1 Mon.) > D (6 Mon.) > B (9 Mon.)

Wir repréasentieren diese Praferenzordnung durch Nutzenzahlen:

Je hoher, desto besser.
u(C)=0>u(A)=-1>u(D)=—-6>ulB)=-9

Wir nennen diese Nutzenzahlen ordinal, da ihre einzige Aufgabe

ist, die Zustinde zu ordnen.
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Bi-Matrix Darstellung Puek Lo g
Arl SSK/G
7

Gefangeng 2
leugnen gestehen
— [Z4 x4
©  leugnen -1, -1 -9, 0
% N
c X3¢ \
% gestehen 0, -9 —6, -6
3 -

Die Zahlen in den Zellen der Bi-Matrix reprasentieren hier die
rationalen Priferenzen der Spielerinnen.

Die jeweils linke Zahl steht fiir Gefangene 1 (Zeilenspielerin) und
die jeweils rechte Zahl steht fiir Gefangene 2 (Spaltenspielerin).

Die Priferenzen sind: je langer Gefangnis, desto schlechter. Wenig
eigene Zeit im Gefdngnis ist einziges Ziel.
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Analyse aus Sicht von Gefangener 1:

Angenommen Nr. 2 leugnet:

(1) kommt frei, falls sie gesteht und 1 Monat Gefangnis, falls sie
leugnet.

= gestehen besser.

Angenommen Nr. 2 gesteht:

(1) bekommt 6 Monate, falls sie gesteht und 9 Monate, falls sie
leugnet.

= gestehen besser.

Falls Gefangene 1 rational:

Gefangene 1 wird gestehen.
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Analyse aus Sicht von Gefangener 2:

Gleiche Argumentation wie bei Gefangener 1

Falls Gefangene 2 rational:

Gefangene 2 wird gestehen.
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Gefangenen Dilemma: Erwartungen an das Verhalten der
anderen?

Im Gefangenen Dilemma ist es fiir die eine Gefangene besser zu
gestehen, egal, wie sich die andere Gefangene entscheidet.

Deswegen ist es auch egal, welche Erwartungen die eine Gefangene
an das Verhalten von der anderen Gefangenen hat.

Wir werden diese besonders starke Eigenschaft spater allgemeiner
als dominante Strategie definieren.
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Die Losung des Gefangenen Dilemmas

Die Losung des Gefangenen Dilemmas ist die Antwort auf Frage 1
der Spieltheorie:

., Wie werden sich rationale Akteure verhalten?"

Unsere Analyse ergibt:

Beide Gefangenen gestehen.
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Wie sollten sich rationale Akteure verhalten?

Mit Blick auf die im Titel gestellte normative Frage 2 der
Spieltheorie gibt es mehrere Kriterien, welche wertegeleitet in
einem Spielausgang erfiillt sein sollten.

Wir definieren hierfiir das Kriterium der Pareto Effizienz auf der
folgenden Folie.

Auch andere Kriterien (wie z.B. Gerechtigkeit) konnten natiirlich
gefordert werden.
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Pareto Effizienz

Ein Zustand (z.B. der Ausgang eines Spiels) ist Pareto effizient,
falls niemand besser gestellt werden kann, ohne einer anderen
Person zu schaden.

Aus der Sicht der Gemeinschaft sind pareto ineffiziente Ausgange
nicht wiinschenswert.

Welche Spielausginge des Gefangenen Dilemmas sind Pareto
effizient?
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Pareto effiziente Ausgange im Gefangenen Dilemma?

Gefangene 2

leugnen gestehen
i
% leugnen -1, -1 -9, 0
2 *
< gestehen 0, -9 —6, —6
U —— —
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Worin besteht nun das Dilemma der Gefangenen?

Drei der vier Ausgange des Spiels, nimlich (leugnen, gestehen),
(gestehen, leugnen) und (leugnen, leugnen) sind Pareto effizient.

Die rationale Losung des Spiels ist aber ausgerechnet das
einzige Pareto ineffiziente Ergebnis!

Individuelles rationales und egoistisches Verhalten ist also nicht
immer zum Wohle aller.
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Spieltheorie vs. allgemeine Gleichgewichtstheorie

Die klassische Marktheorie ist von folgenden Gedanken gepragt:

Adam Smith:

It is not from the benevolence of the butcher, the brewer, or the
baker, that we expect our dinner, but from their regard to their
own interest."

» By pursuing his own interest he frequently promotes that of the
society more effectually than when he really intends to promote it."

Arrow-Debreu (1. Wohlfahrtstheorem):

Marktgleichgewichte sind (Pareto-) effizient.

Mit dem Gefangenen Dilemma widerspricht die Spieltheorie der
klassischen Auffassung.

Modul 8a-d Mikrockonomie I: Einfithrung in die Spieltheorie, Kapitel 1, Wintersemester 25/26, Lars Metzger 29 / 92



Definition: Spiel in Normalform
EAP .S/ru[cgl.'rclp, Form
Ein Spiel in Normalform spezifiziert

(1) die Spielerzinnen i =1,...,n

(2) die Strategien s; € S; fiir jede:n Spieler:in i =1,...,n
wobei S; die Menge aller moglichen Strategien bezeichnet
(Strategienraum fiir Spieler:in i)

ordian /( ”U;Z(n e Lf#'bh,

(3) die Auszahlungsfunktion (payoff-function)
up S x...x 5, — R mit U,‘(Sl,...,Sn) €R
(von Neumann-Morgenstern Nutzen)

= G={S51,...,5,u1,...,up}

G ist endlich, falls n < co und |S;j| < oo fiir i =1,...,n.
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Abkiirzungen

/4042.014[ V/P/ S;a:'g/e, iamen
In ofesey Vo'/(_swa N W(';W‘fﬂ: 122
Um bei n > 2 die Schreibweise zu vereinfachen, benutzen wir
haufig:
S*ro/r5.¢n ot "//C

57,':(51752,...,5,’7175,'4,1,..., I‘l) O'V/’QI‘ _' .
v (728

S.i=Sx...x5-1xS541%x...x85,
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Grundlegende Begriffe: Dominiertheit

In manchen Spielen gibt es Strategien, die keine gute Wahl fiir
den/die entsprechende Spieler:in sind.

Wenn eine Strategie s/ schlechter fiir i ist als Strategie s/’ egal,
wie sich die anderen Spieler:innen entscheiden, dann wird die
schlechtere Strategie s/ durch die bessere Strategie s/’ dominiert.

Wenn eine Strategie s/’ alle anderen Strategien von i dominiert,
dann ist die Strategie s/’ dominant.

Ein:e rationale Spieler:in wahlt keine dominierte Strategie, auch
wenn sie nicht weiB, wie die anderen Spieler:innen entscheiden.
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Definition: schwach & strikt dominiert / dominant

Es seien s/ und s/ mégliche Strategien von Spieler:in .

s/ heiBt schwach dominiert von s/, falls fiir alle s_; € S_; gilt:
ui(st,s—i) < ui(s!', ;)

und uj(s,s_;) < ui(s/,s_;) fir mindestens ein s_; € S_;.

s/ heiBt strikt dominiert, falls alle obigen Ungleichungen strikt sind.

s/’ heiBt schwach/strikt dominant, falls jede andere Strategie von
s/’ schwach /strikt dominiert wird.
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Beispiel 1 zu strikt dominiert

(1) hat kere oAowi :é/’(t' S’("'("‘S’.G-

(é ( Oérn, lm#c)

(2)
links mitte rechts

7

oben 1.0 _L,g_ 0,1

unten 0,3 ZOZ, 1 2,0

/
Uy (vntes, ""A#i)

FI.I.' (Z)l)(' fC(l\LS o{dvl—a wmf € O/OMI'n:‘eré.

Modul 8a-d Mikrodkonomie I: Einfithrung in die Spieltheorie, Kapitel 1, Wintersemester 25/26, Lars Metzger 34 /92



Beispiel 2 zu iteriert strikt dominiert
l’(clll: .s[,flu( Aown, r'aﬂ‘ Avech W'#e.
Falls €2) rq/bm( C)ﬁ wa b /£ (2) n;cbf V!cé/.)

Falls @) wé(f Aass (2) rnﬁom/a)/‘ ‘V(l/b /4) HNass

2 nicht reclts wablf )
links mitte \rechts/

oben 1,0 1,2

unten ) 0,1 /, N
Ty 7 N

Y € uzmrir, QP.‘C(
tuita 13(' fwr redvaie rl(n SP'ltl S)lrf(f/' %w:h:&:‘é
o'((/rtlﬁ oStn é lel" [Sl' /“}"f(r'lv* él“'-(«‘ o/o,.,,';,:‘c,{,
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lterierte Elimination strikt dominierter Strategien (IEsdS)

Die iterierte Elimination strikt dominierter Strategien fiihrt in
Beispiel 2 zu der einzig moglichen Losung

(oben, mitte)
unter der Voraussetzung: common knowledge of rationality.

1. Jede:r weiB, dass jede:r andere rational ist.
2. Jede:r weiB3, dass 1. wahr ist.

3. Jede:r weiB, dass 2. wahr ist.
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Grundlegende Begriffe: Beste Antwort

Wenn eine Spieler:in davon ausgehen kann, dass sich alle anderen
fiir eine ganz bestimmte Strategie entscheiden, kann diese:r
Spieler:in in dieser Situation die beste Strategie gemaB seiner/ihrer
Préaferenzen wahlen.

Diese Strategie nennen wir beste Antwort (auf die ganz
bestimmten Strategien, fiir die sich die anderen entscheiden).

Je nachdem, wie sich die anderen entscheiden, kann die eigene
beste Antwort also wechseln.

Die beste Antwort ist also immer in Bezug auf eine Entscheidung
der anderen definiert.
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Grundlegende Begriffe: Beste Antworten — Beispiel 3

(2)
L C R
T 0,4 4,0 5,3
(1) ™M 4,0 0,4 5,3
B 3,5 3,5 6,6

Ist eine linke Nutzenzahl unterstrichen, ist die jeweilige Zeile eine
beste Antwort auf die entsprechende Spalte.

Ist eine rechte Nutzenzahl unterstrichen, ist die jeweilige Spalte
eine beste Antwort auf die entsprechende Zeile.
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Definition: Beste Antwort

Die Strategie §; € S; heiBt beste Antwort auf 5_; € S_, falls

u,-(§,-,s;;) > u,'(S;,.i_.;) fir alle s; € S; .

Angenommen, die Spieltheorie liefert fiir eine Klasse von Spielen

*

eine eindeutige Voraussage (,,Losung"”) (sf,s;,...,s;), dann sollte

’=n

gelten:

Fiir jede:n Spieler:in i ist die Wahl von s/ rational, gegeben s* ..

— 57 ist eine beste Antwort auf s* . fiir alle /.
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Grundlegende Begriffe: Nash Gleichgewicht

Nash, John F. “Equilibrium points in n-person games.” Proceedings of the national
academy of sciences 36.1 (1950): 48-49.

Ein Profil von Strategien ist ein Nash Gleichgewicht (NGG), falls
fiir jede:n Spieler:in die eigene Strategie eine beste Antwort auf die
Strategien der jeweils anderen Spieler:innen ist.

In einem Nash Gleichgewicht hat kein:e Spieler:in den Anreiz von
ihrer Entscheidung abzuweichen.
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Definition: Nash Gleichgewicht

Ein Profil von Strategien (sf,...,s;) heiBt
Nash Gleichgewicht des Spiels G = {S1,...,Sp; u1, ..., up},
falls fiir alle i = 1,..., n gilt:

ui(s*,s*;) > ui(si,s*;) fiir alle s; € S;.
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Anmerkungen zu Nash Gleichgewicht
— o

Aveée

strikd
» Eine streng dominierte Strategie kann kein Teil eines NGGs
sein.

» Eine dominante Strategie muss ein Teil eines NGGs sein.

> s’ lost max ui(si,s*;)

Si€5;

» s/ ist beste Antwort auf s*; fiiralle i =1,...,n

» es kiun mebee s /V‘(S 6"—""‘-
D Oefnin bzr: HEC 1o rers e So‘m/eg;'én-
L A 14 ul i»., 14,{ Ass es keein rewn es 45(
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Grundlegende Begriffe: Nash Gleichgewicht — ein Beispiel

(2)
L C R
T 0,4 4,0 5,3
(1) M 4,0 0,4 5,3
3
B 3,5 3,5 6,6

Die Strategienkombination (2 / R) ist ein Nash
Gleichgewicht.
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Beispiel 4: 1Live oder eldoradio*? gz (44; L)

~
Anne und Ben arbeiten im gleichen Zimmer an ihren {e ' e")

Mikroaufgaben und horen dabei Radio.

a
Beilgeoﬁnden es besser den gleichen Sender zu horen als zwei
verschiedene Sender gleichzeitig.

Anne bevorzugt 1Live gegeniiber eldoradio* und Ben bevorzugt
eldoradio* gegeniiber 1Live.

Ben
1L e*
»
1L 2,1 0,0
q) ——
g
™
< e* 0,0 1,2
- —
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Beispiel 5: Elfmeter (ohne Anlauf)
és 1'.(/ ke 9 /VK&'
Strategien von Schiitzin (Spielerin 1): (:h recs e, SKMA:L',)
{schieBe nach links, schieBe nach rechts} — {I,r} 2
Strategien von Torwart (Spieler 2):

{springe nach links, bleibe stehen, springe nach rechts} — {l, m,r}

Torwart
| m r
= 1,0 1,0 0,1
N - ~—— =
5
=
@ | 0,1 1,0 1,0

hn f)l Sclqwo.pl. V{owl-nl‘e(é olwcl\ »Q £ -
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Zwei Schlussfolgerungen

Proposition A

Falls das Spiel G = {...} endlich ist und durch iterierte
Elimination strikt dominierter Strategien nur (s}, ..., s;) lbrig
bleibt, dann ist (s, ...,s;) das einzige Nash Gleichgewicht.

’=n

Proposition B

Falls (s7,...,s;) ein Nash Gleichgewicht des Spiels G = {...} ist,
so muss (sy,...,sy) nach iterierter Elimination strikt dominierter
Strategien librig bleiben.
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Beweis B

Sei s* = (s7,...,s;) ein Nash Gleichgewicht.
Angenommen s* iiberlebt nicht den Eliminationsprozess.
Dann sei s/ die erste Strategie, die eliminiert wird.

Dann muss s* strikt dominiert sein, d.h. es gibt eine Strategie
si € S;, sodass uj(sj,s—;) > uj(s*,s_;) fiir alle s_;, insbesondere
firs_; =s*,.

Dann gilt: u;(s;, s*;) > ui(sF, s*;).

Aber dies widerspricht der Annahme, dass s* ein Nash
Gleichgewicht ist.
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Beweis A

Angenommen, s* = (s;,...,s,) sei die einzige iiberlebende
Strategienkombination und s* sei kein Nash Gleichgewicht.

Dann gibt es einen Spieler i mit einer Strategie s;, so dass gilt:
ui(si, s*;) > ui(si, s~;) (*)

Nach Annahme wurde s; irgendwann eliminiert, d.h. es gibt eine
Strategie s; € S;, sodass u;(s],s_;) > uj(si,s_;) fir alles_; € S_j,
die zu diesem Zeitpunkt noch nicht eliminiert sind.

Da s*; per Annahme nie eliminiert wird: u;(s!,s*,) > ui(si,s*;).
Fall I: s/ = s¥; kann nicht sein, Widerspruch zu (x).

Fall Il: s! # s¥; dann wird s! irgendwann durch s/ eliminiert.

/

Wiederhole Beweis mit s/ anstelle von s; und mit s/’ anstelle von s.

Da S; endlich: irgendwann Widerspruch.
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Beispiel 6 0 wwd ofvih w Schwwdh

Ao we,l !
Nge: (o, Q) |

Spieler 2
| r

o * 1,2 0,1
—_ —
=
3 m 1,0 1,1
2
Q.
)

u O,L _2_50
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Experiment: Beauty Contest

Nagel, Rosemarie. “Unraveling in guessing games: An experimental study.” The American
economic review 85.5 (1995): 1313-1326.

Alle Spieler:innen (Anzahl n) miissen simultan eine ganze Zahl
zwischen 1 und 100 nennen.

Nachdem sich alle entschieden haben, wird der Durchschnitt
§= 151 s berechnet.

Es gewinnt das Spiel, wer % von § am néichsten ist.

A'é)'a E-'

= |2

= T
5=13
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Do niin rert e g"""‘"les re 1

Falls alle s, =100 wabte,

(4

£
3

- &R st nabey an %S K&'

ZE 6.8/ 53/ ces O]

6,62

Y

Srict P S A



Falls alle 63 wablow

= 3~ 42
2 3 S

=> ofe 2ahlow L2 ... 6>
S/me itevie, € alowivic, &

€ e velfache ife,tion

D 4 = (% ) 181 /(/66



Schliisselworter in Kapitel 1.1

> statisches Spiel unter vollstindiger Information
» Gefangenen Dilemma

» Bi-Matrix / Auszahlungsmatrix

> rationale Spieler

» Spiel in Normalform

» (iteriert) strikt / schwach dominiert / dominant
» Common knowledge of rationality

» Beste Antworten

» Nash Gleichgewicht
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Kapitel 1.2

Okonomische
Anwendungen
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Experiment: Team-Spiel

Team: vier Personen, die sich nicht kennen. Alle Personen
investieren gleichzeitig jeweils zwischen null und 20 Stunden in das
Projekt.

Der Wert des Projektes hdngt von der Summe aller Stunden ab:
4/X + Y, wobei

» X: Anzahl der von dir investierten Stunden

» Y: Gesamtzahl der investierten Stunden der anderen

Dieser Wert ist in Einheiten von Stunden Freizeit gemessen.

Nettowert des Team-Projektes fiir dich:

WX+Y-X

Wie viele Stunden X Deiner Freizeit mochtest Du in das Projekt
investieren?
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Oligopol:
e Mehr als eine Firma ist am Markt aktiv.
e Es sind aber so wenige Firmen am Markt aktiv, dass jede einzelne

Firma einen gewissen Einfluss auf den Marktpreis hat.

Fokus dieser Vorlesung:

2 Firmen (Duopol)
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Monopol

1
Anzahl der Firmen
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Monopol

1 2
Anzahl der Firmen t

Duopol
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Monopol

1 2 n
Anzahl der Firmen t |
Duopol Oligopol
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» perfekter"

Wettbewerb
00
Monopol
1 2 n
Anzahl der Firmen t }
Duopol Oligopol
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» perfekter"

Wettbewerb
0
Monopol
1 2 n
Anzahl der Firmen t }
Duopol Oligopol

Monopol & Wettbewerb: Extrem- oder ldealfille
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» perfekter"

Wettbewerb
Monopol
1 2 n
Anzahl der Firmen t }
Duopol Oligopol

Monopol & Wettbewerb: Extrem- oder ldealfille

Duopol bzw. Oligopol: realitatsnaher Fall
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Duopol: fiinf Falle

Entscheidungsvariable

Entscheidungsreihenfolge
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Duopol: fiinf Falle

Entscheidungsvariable

Preis

Entscheidungsreihenfolge
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Duopol: fiinf Falle

Entscheidungsvariable

Preis Menge

Entscheidungsreihenfolge
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Duopol: fiinf Falle

Entscheidungsvariable

Preis Menge

sequentiell

Entscheidungsreihenfolge
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Duopol: fiinf Falle

Entscheidungsvariable

Preis Menge

sequentiell

Entscheidungsreihenfolge

simultan
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Duopol: fiinf Falle

Entscheidungsvariable

Preis Menge

sequentiell Stackelberg

Entscheidungsreihenfolge

simultan
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Duopol: fiinf Falle

sequentiell
Entscheidungsreihenfolge

simultan

Entscheidungsvariable

Preis

Menge

Stackelberg

Cournot
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Duopol: fiinf Falle

sequentiell
Entscheidungsreihenfolge

simultan

Entscheidungsvariable

Preis Menge
Stackelberg
Bertrand Cournot
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Duopol: fiinf Falle

sequentiell
Entscheidungsreihenfolge

simultan

Entscheidungsvariable

Preis Menge
Preisfiihrer Stackelberg
Bertrand Cournot
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Duopol: fiinf Falle

sequentiell
Entscheidungsreihenfolge

simultan

Entscheidungsvariable

Preis Menge
Preisfiihrer Stackelberg
MC konstant: — Bertrand
Bertrand Cournot
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Duopol: fiinf Falle

sequentiell
Entscheidungsreihenfolge

simultan

Entscheidungsvariable

Preis Menge
Preisfiihrer Stackelberg
MC konstant: — Bertrand
Bertrand Cournot

Kooperation der Firmen: Kartell
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Einfache Parametrisierung

Inverse Nachfrage:

P(q1 + g2) = max {34 — g1 — ¢2,0}

Lineare Kostenfunktionen:

c(gi)=4-q;firi=1,2

Die Mengenentscheidungen beider Firmen beeinflussen den
Marktpreis.

Somit hdngt die Entscheidung der einen Firma von der
Entscheidung der jeweils anderen Firma ab.

Modul 8a-d Mikrockonomie I: Einfithrung in die Spieltheorie, Kapitel 1, Wintersemester 25/26, Lars Metzger 57 / 92



/V“CI"["‘SQ IVM '»(4:011

bep =é(3 4-Fy
77 (o [Abw
Inrey se /yaclffvnjef(((.

1=34~P7)
f(c,):'&Q -1

> ]

‘3¢



z wei Firmen

—> zuwe; HMewgeu 7, 1 %20
Fu"v ?(?) nt hur 74? refe ot

, c sS4~ 9,-%
U )= §
7 -l\"/f‘?_,-ma;s“



Frrma 4

( (w’;V\V\ you
—_— 6(5'(-9
Ty (q,,%) = Erfes— e

= F(&I,,q'L)'o’ - 474
= (349- 1~ qa)fq\

—

VA

= (30- 7~ Cra}?.,



T 7y, 2D = C20- 0= %D %

N~
von Fivma 1 af oA.e Hp“ﬂ'e T2

f «((S ¥
(172 ( 0’4 ("z), 79?77;(2’4 | c{a)

[ oy ﬂ(//e 91>O



/T\j Lesle Andofron F7




reche r'sSciv

max (3°° R

q,%0

max '300( - C]

1,20
@eo

-——
—

Z

/
2o - -~ =
o 20(1 ?2 O
>0 -~ 012: zq"
(t) I?“-'éefz":a(, [,(;[((5 0]2 <30>



6@5/0 ,4n'/tuowé vou, Firva 4

*
7,, (71)= 5 fuls 23 0
N
15 -
20 T&



E”S{ 14\"‘""0"# v o rZ ovwm alog
%o/?aslw Gleich 4 wre b€ (j ro{':fd«')
q" N ¥, K

1= 9,09







/{/OlSL\ é/@r.cll 36 wr'e JX's Y

Ty (200 1,0= (30-,-95 ),
COVvva"t Duoro( : G =¢20~c74>¢,4

..)0]/" = (O
£
(4, ,4) = (10,0

F(‘?:,Dl;): 2G-1o-10= 14>0

¥
- e N
(’7: - w:(%”a/:X: (30"74_%‘)7"

= 1010 =109



wopel
VAR (/ersleiCLl’ Mo of

Y o x QSQ'CDC] -9

920 y
M=)
_ wax (%0-9)9 (2618 1T
930 S e

&fo : -4.61-/, (Eo-ct),‘ =30*z°‘ilg
= 9215 ~p PEPE 361



Referenzfille
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Referenzfall: Monopol
Es tritt nur eine Firma am Markt auf.

Das Maxmimierungsproblem lautet demnach:

34_q)-qg—4-
rj’lzag( q)-q q

Bedingung erster Ordnung:
Bo-29 = = 9q=15
Die Firma erzielt am Markt den Preis:

Bl ) =2G -1 =3

und generiert einen Gewinn in Hohe von:

Wera s - Yrs i ig-l§
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Referenzfall: Wettbewerbsmarkt

fn‘(ﬂ)»f»ﬂ—CM) /
Ty - poclen = o Pocla)

Lineare Kostenfunktionen c(q) =4 - q
= Grenzkosten MC(q) = 4

Gleichgewichtsbedingung:
24-q" - PCqT) - pr=MC =y

= Gleichgewicht:

e s4 o 30 <7

Modul 8a-d Mikrodkonomie I: Einfithrung in die Spieltheorie, Kapitel 1, Wintersemester 25/26, Lars Metzger 60 / 92



Graphische Darstellung der Referenzfille

Preis -
N W= kR +PR

P(q) — inverse Nachfrage

/N i

l/\\/%/ / Vol PL,X: vedys F

/ Ave i Mong ol

M
p =19
/ weltCeveds— "
/ / / gleichgenre
® // // /
pW 4 C/— Grenzkosten

//MO5L'PV\///§ |

15 30 34 Menge
M w
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Cournot

Entscheidungsvariable: Menge

Entscheidungsreihenfolge: simultan

— Spiel in Normalform

— Losung: Nash Gleichgewicht
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Cournot-Duopol

Zwei Firmen legen simultan ihre jeweiligen Produktionsmengen gi und g fest.

Maximierungsprobleme der Firmen:

max (34 —q1—q) g1 —4-¢1
q120

max (34 —q1—q2) g —4-q
G220

» Die Entscheidung der jeweils anderen Firma beeinflusst die
eigene Zielfunktion.

» Simultane Entscheidung: Die Firmen kennen die jeweils
anderen Entscheidungen noch nicht!
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Erwartungen

e Beide Firmen bilden Erwartungen iiber die Menge der jeweils
anderen Firma:

g5: Erwartung von Firma 1 iiber die Menge von Firma 2

q5: Erwartung von Firma 2 iiber die Menge von Firma 1

e Beide Firmen maximieren gegeben ihren jeweiligen Erwartungen.
a1 = q1(q5) (Reaktion von Firma 1, , beste Antwort")

g2 = q2(qf) (Reaktion von Firma 2, , beste Antwort")

Im Gleichgewicht:

Die Erwartungen stimmen mit den tatsachlich gewdhlten Mengen
iiberein:

q1(q3) = qf und q2(q1) = a3
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Beste Antworten im Cournot-Duopol

Die beste Antwort von Firma 2 hingt von der Mengenentscheidung
g1 von Firma 1 ab.

Da das Ergebnis eine Funktion von gy ist, nennen wir die beste
Antwort hier auch ) .
Reaktionsfunktion.

Welches ist die beste Entscheidung von Firma 2, falls Firma 2
erwartet, dass Firma 1 die Menge gf wahlt?

Lose das Maximierungsproblem
max P(qf,q2) - g2 — c(q2)
G220

Die Losung schreiben wir als g2(qf).
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Beste Antworten im Cournot-Duopol
Mit P(q$, g2) = 34 — q§ — g2 und ¢(q2) = 4 - g2 schreiben wir:

max (34 —qf —q2) -2 —4-q
q22>0

Notwendige Bedingung erster Ordnung:

Reaktionsfunktion:
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Graphische Darstellung des Nash Gleichgewichts

Menge von Firma 2

30

15

Reaktion von Firma 2 auf die Erwartung qf

Menge von Firma 1
15 30
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Graphische Darstellung des Nash Gleichgewichts

Menge von Firma 2
A

™

Reaktion von Firma 2 auf die Erwartung qf

Menge von Firma 1
15 30
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Graphische Darstellung des Nash Gleichgewichts

Menge von Firma 2
A

q1(q5) = qf
q2(q5) = g5

15
cx

Reaktion von Firma 2 auf die Erwartung qf

Menge von Firma 1
g€ 15 30
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Rechnerische Losung des Cournot Duopols
Reaktion von Firma 1 auf die Menge g»
1
q1(q2) = 15— 5 - @2

Reaktion von Firma 2 auf die Menge q1

1
q2(q1) = 15 — 5

Die Losung (g5, g5) dieser beiden Gleichungen beschreibt das

Nash Gleichgewicht:
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Schema: Problem und Losung des Cournot Duopols

Firma 1 erwartet g$ Firma 2 erwartet g€
92 q1

Im Gleichgewicht:

erfiillte Erwartungen

Firma 1 reagiert auf g5 Firma 2 reagiert auf gf

a1 = q1(qg5) a2 = q2(qf)
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Wohlfahrtsanalyse Cournot Duopol

(IT,‘/’: QLS, (Ourmov(' é/&\c(‘SeW'C 4/
Preis p/ A L
r¢ - 0o 34 TR T = Z-is
L P(q1,q2)
:')157,00

Konsumentenrente

roduzentenrente

19|------*---- ohlfahrtsverlust
14 cessnsstsn A
P MC(q)
4 S .
15 20 30 34 Menge
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Stabilitat der (dieser) Cournot-Losung

QL”' 1.
Menge von Firma 2 dolt L e e -
. ] A rAA pass - € e1ge 9, Ll
&afwg P‘iv 0’4 =9, (77,0)
_SL.;\%'\(\’L"J’
\OLC{L’ ”s)) /1
oL, .y o o
‘70 Urspriingliche Outputmengen (g7, q3)
v S(/Lwl'”—’l.' 7 ¢ p
(al). a> S Ty by en 0 ap e g, ()
ql 9)- "

«— Cournot-Mengen

q2(q7)

T:a F”ss-,(- A, 6N

o — 3 1
‘14: %, (ql) 29, qchl\%/l)enge von Firma 1
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lterative Elimination strikt dominierter Strategien im
Cournot Duopol

Fiir die Gewinnfunktion 7;(q;, qj) = (30 — gi — q;) - g lautet die
erste partielle Ableitung nach g;:

Omigi 9;) _ 19+ (20-9.~a)1=20-29, -1, <o
dqi

$ur az//e 1> (¢

[:w (71/’( . 0
Die Monopolmenge g™ = 15 dominiert jede groBere ‘Menge strikt.

Schritt |

An der Stelle g; = gM = 15 gilt:

8%/591567]) 10-7 I5- 6? - -9, (Oﬁ()r 01/ X

'BL‘(C l”ewﬁe 4L71§ f Aoech 7 ”3‘ slnbl Aouni g/é
Jede Firma kann also annehmen dass fiir die Menge der jeweils
anderen Firma g; < gV = 15 gilt.

>, 0
5 7
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lterative Elimination strikt dominierter Strategien im

Cournot Duopol I

aqt

= 73'0—27(“ - 9")

Schritt 1l

Die Menge 7.5 = %qM dominiert jede kleinere Menge strikt, falls
qj < 15.

An der Stelle g; = %qM =7.5 gilt:

67T,'(7.5, qj)

— - . S .= l?“ 7 o
94, %0235 -9 1, 7

\Falls q; < 15, lautet das Vorzeichen dieser Ableitung: 2©

OILL ?-,\‘. .51- dwctq q‘:" 22,5 |*.er.,z;({'. S‘)’v[L(/' _ﬂ{owa,'w,@ré.
Jede Firma kann annehmen, dass die jeweils andere Firma
q; € [7.5,15] wihit.
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lterative Elimination strikt dominierter Strategien im
Cournot Duopol

Schritt 111

Die Menge 11,25 = %qM dominiert jede groBere Menge strikt, falls
qj € [7.5,15].

Und so weiter und so fort...

Wird dies unendlich oft iteriert, konvergieren die obere und untere
Schranke gegen die Cournot-Menge g€ = 10. (ohne Beweis)
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Kartell
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Kartell

Zusammenschluss von Firmen, die im gemeinsamen Interesse handeln.

Welche Mengen g1 und g miissten die Firmen wahlen, um die
Summe ihrer Gewinne zu maximieren?
75
o :

—
max Plar+q2)-q1—4-g1 +P(q1+aq2) q2—4-q
1, 2

=

 max, P(g1+q2)-(q1+q2) —4- (g1 + q2)
15 2

Es kommt nur auf die Summe g1 + g an!
v LK Pcay.g - 49
Die Gewmnmaxm%rende Ausbringungsmenge kennen wir bereits:

die Monopolmenge g1 + g» = g™ = 15!
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Kartell: Kollusionsmenge = Monopolmenge

Alle Kombinationen g1 und g> mit g1 + g2 = 15 maximieren den
gemeinsamen Gewinn.

Bei der Menge g1 + g2 = 15 entsteht der Marktpreis
P(qi +q2)=34—-15=19 .
Demnach haben Firmen 1 und 2 folgende Gewinne:
m(q1,q2) =19 -1 —4-q1 =15

m(q2,q1) =19-q2 —4-q2 =15 @2

Die Summe der Gewinne betragt 15 (g1 + g2) = 15 15 = 225

Bei gleicher Aufteilung des Marktes mit g1 = g» = 7.5, erzielt jede
Firma also einen Gewinn von 112.5 .
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Graphische Darstellung des Kartells

q2
g =30
gV =15

Isoprofitkurven fiir Firma 1

TN

Modul 8a-d Mikrodkonomie I: Einfithrung in die Spieltheorie, Kapitel 1, Wintersemester 25/26, Lars Metzger 78 / 92



Graphische Darstellung des Kartells

q2
g =30

Isoprofitkurven fiir Firma 2

gV =15

Isoprofitkurven fiir Firma 1
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Graphische Darstellung des Kartells

q2
g =30

Isoprofitkurven fiir Firma 2

gV =15

Isoprofitkurven fiir Firma 1
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Graphische Darstellung des Kartells

q2
g =30

Isoprofitkurven fiir Firma 2

Gewinnsteigerung

fiir beide Firmen
moglich!

gV =15

Isoprofitkurven fiir Firma 1

g" =15 g =307
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Graphische Darstellung des Kartells

q2
g =30

Isoprofitkurven fiir Firma 2

keine weitere Gewinnsteigerung
fiir beide Firmen moglich.
gV =15 Tangentialbedingung!

Isoprofitkurven fiir Firma 1

g" =15 g =307
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Graphische Darstellung des Kartells

q2
g =30

Isoprofitkurven fiir Firma 2

g¥ =15 Tangentialbedingung!

Isoprofitkurven fiir Firma 1

g" =15 g =307
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Graphische Darstellung des Kartells
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Graphische Darstellung des Kartells

q2
g =30

Isoprofitkurven fiir Firma 2

g¥ =15 Tangentialbedingung!
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Graphische Darstellung des Kartells

q2

g =30
Isoprofitkurven fiir Firma 2

gV =15

Isoprofitkurven fiir Firma 1
g1+ g =15=q"

g" =15 g =307
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Kartell: Firmen haben Anreize, abzuweichen

92

yW =30

yM =15
Reaktion von Firma 2 auf ¢;

yM=15 yW=30 =
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Kartell: Firmen haben Anreize, abzuweichen

92

yW =30

irma 2 hat Anreiz abzuweichen!

Reaktion von Firma 2 auf ¢;

yM=15 yW=30 =
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Bertrand

Entscheidungsvariable: Preis

Entscheidungsreihenfolge: simultan

— Spiel in Normalform

— Lésung: Nash Gleichgewicht
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Preiswettbewerb
Im Preiswettbewerb wéhlen die Firmen einen Preis fiir das angebotene Produkt.

Fir Q = g1 + g2:
Inverse Nachfrage P(Q) =34 — Q
— D(p)=34-p
Wie modellieren wir die Nachfragekurve bei zwei verschiedenen
Preisen p; und py?
Beide Firmen produzieren das gleiche Gut.

— die Leute kaufen bei der Firma, die den niedrigeren Preis hat:

34 — p1 0 falls p1 < po
34 — 34 —

Di(p1, p2) = 5 PL Dy(prp2) = falls p1 = p2
0 34 —p, falls p1 > po
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Betrand Duopol: Kann ein Preis p > 4 ein NGG sein?

Zwei Firmen wahlen gleichzeitig Preise zu denen sie das Gut verkaufen.

Falls p1 = p» = p:

34 —p 4 34—p
2 P 2
Dieser Gewinn ist positiv, solange 4 < p < 34.

(34—p)-(p—4)

N =

m1(p, p) = m2(p, p) =

Beachte nun eine geringfiigige Abweichung 4 < p < p fiir Firma 1:
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Bertrand Duopol: Nur p = 4 ist ein NGG!

Falls beide Firmen das Gut zum Preis p; = p» = 4 anbieten,
erzielen beide Firmen Nullgewinne:

m(p, p) = % (34—p)-(p—4) =0

Preisabweichung nach oben p; > 4 = po:

— Nullnachfrage — Nullgewinne

Preisabweichung nach unten p; < 4 = po:

— komplette Marktnachfrage

= m(p1,4)=0B4—p1) (pr—4) <0
1(P1,4) = (34— p1) - (pL —4)

<0
— Keine profitable Abweichung von p = 4 méglich.
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Was ist an dem Bertrand Modell speziell?
Die Nachfragefunktion!

34 —p;  falls p1 < p2
34— p1
2
0 falls p1 > po

Dl(plaPZ) = falls p1 = p2

Falls p; = p> fiihrt eine beliebig kleine Preisanderung zu einer
Veranderung der Nachgefragten Menge um 100%.

p1 > p2 = die Nachfrage sinkt um 100% .

p1 < p2 = die Nachfrage steigt um ~ 100%.

Diese Eigenschaft des Modells ist a) wichtig fiir die Resultate

aber b) nicht besonders realistisch.
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Bertrand Duopol

Zwei Strategien um dem Wettbewerb auszuweichen:

¢ Bestpreisgarantie

— Eine Firma garantiert die Erstattung der Preisdifferenz,
falls eine Konkurrentin einen niedrigeren Preis anbietet.

¢ Produktdifferenzierung

— Eine Firma verdndert wesentliche Eigenschaften des
Gutes, damit es nicht mehr perfekt substituierbar ist.
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Ubernutzung von
Gemeinschaftsgiitern
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B
Die Tragodie der Allmende Kj G
261

In einem Dorf wohnen vier Familien.

Jede Familie / hat g; > 0 Ziegen auf der gemeinschaftlichen Wiese.
G =g + g + g3+ gy ist die Gesamtzahl der Ziegen.

Jede Ziege kostet 1€ .

Falls G Ziegen auf der gemeinschaftlichen Wiese grasen,
erwirtschaften sie insgesamt 16 - v/G.

Die g; Ziegen von Familie i erwirtschaften demnach 16 - /G - %.

Die Familien entscheiden gleichzeitig, wie viele Ziegen grasen
sollen.

Zusatzliche Annahme: Ziegen sind beliebig teilbar.
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Die Tragodie der Allmende — Spiel in Normalform

Auszahlung an Familie i:

1 i
6\FGg

(g1,-..,8;) ist ein Nash Gleichgewicht,
falls g/ folgendes Problem ost:
16
max gj - ——— — g; mit g*; —Zgj

g:20 \/g[ +g_ _/?él

Bedingungen erster Ordnung:

T
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Die Tragddie der Allmende — Effiziente Allokation

Fiir einen beliebigen Vektor (gl,gg,gg,g4) betragt die Summe aller
Auszahlungen: w) @_, -(‘Sn 5248+ 3(_‘)

Zg, \/7 —g=16VG-G g—)

Maximiere die Summe aller Auszahlungen iiber G!

Bedingung erster Ordnung:

Ist das Nash Gleichgewicht (g7, g5, 85,85 ) bzw. die Gesamtmenge
der Ziegen im Nash Gleichgewicht G* = 196 effizient?
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Wettstreite

In einem Wettstreit konkurrieren mehrere Spieler:innen um einen
Preis.

Die Spieler:innen wenden Ressourcen auf, um einen Anteil dieses
Preises zu bekommen.

Der Anteil am Preis entspricht dem Verhéltnis der eigenen
aufgewendeten Ressourcen zur Gesamtmenge der Ressourcen.

Die aufgewendeten Ressourcen sind verloren, egal ob man gewinnt
oder verliert.
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Wettstreite: Standard Tullock Contest mit n = 2

Spieler:in i wahlt Ressourcenmenge s; > 0 (S; = R>)

Wertschatzung fiir Preis: 4

Anteil am Preis:
Si

s1+ S

1
falls s + s, > 0 und 5 falls s1 +s, =0

Auszahlung fiir Spieler:in i:
Si
51+ S

U,'(Si,Sfi): 4—si
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Schliisselworter in Kapitel 1.2

» Reaktionsfunktionen
» Mengenwettbewerb: Cournot Gleichgewicht
» Preiswettbewerb: Bertrand Gleichgewicht

» Tragddie der Allmende

v

Ineffizienz des Nash Gleichgewichts

» Wettstreite
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Kapitel 1.3

Gemischte Strategien
und

Existenz eines
Nash Gleichgewichts
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Reine und gemischte Strategien

Eine reine Strategie ist eine Strategie, welche mit Sicherheit
gewahlt wird.

Eine gemischte Strategie ist eine zufallige Auswahl aus
mehreren reinen Strategien.
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Gemischte Strategie: Interpretation 1

Ein:e Spieler:in wahlt anhand eines tatsdchlichen
Zufallsmechanismus (z.B. Wiirfel) eine von mehreren reinen
Strategien aus.

Die Entscheidung des/der Spieler:in betrifft dann die Auswahl des
Zufallsmechnismus.

Der/die Spieler:in bindet sich im Vorhinein an das Ergebnis des
Zufallsmechanismus.
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Gemischte Strategie: Interpretation 2

Ein:e Spieler:in hilt mehrere Entscheidungen ihres Gegeniibers fiir
moglich.

Er/sie weist jeder moglichen Entscheidung eine Wahrscheinlichkeit
zu.
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Gemischte Strategie: Interpretation 3

Ein:e Spieler:in tritt gegen eine:n zufillig ausgewahlte:n Partner:in
an.

Jede:r der moglichen Partner:innen wahlt eine reine Strategie,
der/die Spieler:in ist sich aber im Unklaren, gegen wen er/sie spielt.
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Gemischte Strategie: Interpretation 4 ~p rw‘f‘é’w[«%w

Der/die Spieler:in lernt zufallig eine wichtige Information, die
seine/ihre Entscheidung beeinflusst.

AuBenstehende wissen nicht um diese wichtige Information.

Fiir sie scheint es so, als wiirde sich der/die Spieler:in zufillig
entscheiden.
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Gemischte Strategie in endlichen Normalformspielen

In einem endlichen Normalformspiel sei die Menge der reinen
Strategien von Spieler:in /i durch

Si ={si1,si2,...,Sik}

gegeben. k < oo ist also die Anzahl der reinen Strategien von /.

Eine gemische Strategie von Spieler:in j ist dann eine Liste von
Wabhrscheinlichkeiten

oi=(0i1,002,...,0i) ,

welche der reinen Strategie s;; die Wahrscheinlichkeit oj; zuordnet.

Es muss gelten oj; > 0 fiir alle j =1,..., k und 2115:1 oj = 1.
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Gemischte Strategien im Team-Spiel (s. VL 1)
Menge der reinen Strategien:
S;={0,1,...,20}, i=1,....4

Eine mdgliche gemischte Strategie:

5
.2.5 .2.5 I

0123456 78 910111213141516171819 20

Noch eine mdgliche gemischte Strategie:

17 33 17 .33
n I n I
012345678 91011121314151617181920
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Menge gemischter Strategien in endlichen Spielen
Wir bezeichnen die Menge gemischter Strategien als Simplex.

k
Yi=q0i€R 0 >0,j=1,....k ZUU:l
j=1

Y; enthilt (iiberabzéhlbar) unendlich viele gemischte Strategien.
> ; ist nicht leer, beschrankt und abgeschlossen.

Manchmal wird dieser Simplex auch mit A(S;) bezeichnet.
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Der Simplex fiir k = 2

————1> 01
0 0.4 1

oder

Mit der gemischten Strategie (o1, 0j2) = (0.4,0.6) wird die reine
Strategie s;; mit Wahrscheinlichkeit 40% und die reine Strategie
si> mit Wahrscheinlichkeit 60% gespielt.

Die Rander von %; entsprechen den reinen Strategien s;; und sj.
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Der Simplex fiir k = 3

Die Ecken von %;

entsprechen den reinen
7i2 / Strategien.

(0i1,02,013) = (0.4,0.2,0.4):

si1 mit Wahrscheinlichkeit 40%
si> mit Wahrscheinlichkeit 20%
s;3 mit Wahrscheinlichkeit 40%
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Der Simplex fiir k = 3

Si2

5i3

on1toz=1
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Gemischte Strategien fiir abzahlbar unendliche

Strategienraume

Enthilt S; unendlich viele reine Strategien, die durchnummeriert
werden konnen, so nennen wir S; abzahlbar unendlich.

Beispiel: die Menge der natiirlichen Zahlen N.

Auch hier ist eine gemischte Strategie eine Liste von
Wahrscheinlichkeiten. Diese Liste ist aber unendlich lang:

oj = (Ui170i27 . )

Damit o; eine Wahrscheinlichkeitsverteilung ist, muss gelten:
o0
ojj > 0firalle j=1,2,... und Y o5 =1
j=1

Beispiel fiir ein o; tiber N:

(111
O-I_ 274787"'
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Gemischte Strategien fiir tiberabzahlbar unendliche
Strategienraume

Oft finden Strategienrdume Anwendung, deren Elemente sich nicht
durchnummerieren lassen, wie z.B. R> oder [0, 1].

Eine gemischte Strategie ist dann eine Dichtefunktion o; mit

gj . 5,' — RZ und / O'i(Si)dS,' =1
S;

In dieser einfiihrenden Vorlesung werden wir uns bei Spielen mit
unendlichen Strategienrdumen auf reine Strategien konzentrieren.
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Beispiel 6: Matching Pennies —p Ay[lsummen S pc(

9 @ a9

Kopf Zahl

P Kopf 5, 5 1, -1

A- P Zahl 1, -1 -1,1

Gibt es hier ein Nash Gleichgewicht in reinen Strategien?
e
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Beispiel 6: Matching Pennies

Gemische Strategie: spiele Kopf mit Wahrscheinlichkeit g und
Zahl mit Wahrscheinlichkeit 1 — g, wobei 0 < g < 1.

Notation: o; = (0j1,011) = (9,1 — q)

In einer abkiirzenden Schreibweise konnen wir die obige gemischte
Strategie auch einfach mit g bezeichnen.

Die Menge der gemischten Strategien, also der Simplex wéire dann
ausfiihrlich durch

Y ={(q1,42) €R?|q1,q2 > 0,q1 + g2 = 1}
gegeben und abgekiirzt durch
Y, =10,1]

definiert.
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Beispiel 6: Matching Pennies

. Profil von gemischten Strategien":

Eine gemischte Strategie fiir jede:n Spieler:in.

Wichtige Annahme:

Beide Spieler:innen mischen unabhangig voneinander!
Spieler:in 2 mischt mit den Wahrscheinlichkeiten (g,1 — g) und
Spieler:in 1 mischt mit den Wahrscheinlichkeiten (p,1 — p).

Die Menge aller Paare von gemischte Strategien ist streng
genommen eine Teilmenge des R*.

Mit der vereinfachten Notation g € [0,1] und p € [0, 1] ist die
Menge aller Paare von gemischten Strategien das Einheitsquadrat.
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Beispiel 6: Matching Pennies

Menge aller Paare von gemischten Strategien in der vereinfachten

Darstellung:
p=1
(Kopf,Zahl) (Kopf,Kopf)
(p.q)
Pr----- i
(Zahl,Zahl) 9 (Zahl,Kopf)
27 q=0 91
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Auszahlungen bei gemischten Strategien

Bisher haben wir Praferenzen (iber sichere Zustéande durch ordinale
Nutzenzahlen reprasentiert, wie zum Beispiel in der
Auszahlungsmatrix zu Matching Pennies auf Folie 15.

1¢ 9
]. 77777777777777777 ;/\
U]_ //// 3
71’ 1
0 > p
-1 1 s_h

Wir miissen nun Praferenzen iiber zufillige Zustande, also iiber
Lotterien durch Nutzenzahlen reprasentieren.
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Auszahlungen bei gemischten Strategien

Wir nehmen in der Spieltheorie an, dass der Nutzen fiir eine
Lotterie, welche durch die gemischten Strategien p und g induziert
wird, der gewichtete Nutzen aus den sicheren Zustdnden ist. Die
Gewichte sind hierbei die Wahrscheinlichkeiten, mit denen die
jeweiligen Zustdnde eintreten.

Hier gilt: Ui(p=1,g=2%)=2%-1+1.(-5)= -2
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Auszahlungen bei gemischten Strategien

-1

"you /VCvm Aeroy
Die Nutzenfunktion

{ ~I"or1 '.-J[(rh‘ /
)
4 <)
Uilp.q) = p - g - ui(Kopf,Kopf) dvrze
+ p - (1—=gq) - ui(Kopf,Zahl)
+ (1-p) - g - ui(Zahl,Kopf)
+ (1-p) - (1—gq) - wi(Zahl, Zahl)

wird Erwartungsnutzen genannt.
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Erwartungsnutzentheorie

von Neumann & Morgenstern (1944): Theory of Games and Economic Behavior

Jede:r Spieler:in hat eine Préaferenzordnung auf dem Raum A(S)
aller Lotterien p iiber alle Profile von reinen Strategien S = x?_;S;.

Diese Praferenzordnung erfiille:
(1) Transitivitat und Vollstandigkeit
(2) Stetigkeit Pra,r € ACs) ,o € (=)

o Falls P9
3 bh keit
(3) Unabhidngigkei Aran ol p+C1-Qr )r°(°l +(7-0l) ~

von Neumann und Morgenstern haben gezeigt, dass die
Erwartungsnutzenfunktion, die eine solche Praferenzordnung
reprasentiert, linear in den Wahrscheinlichkeiten sein muss:

=> p(s) , PEA(S)

seS
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Das Ellsberg Paradoxon
00
07
Es gibt eine Urne mit 90 Kugeln: o 9
» 30 Kugeln sind rot.

P Die restlichen Kugeln sind blau oder griin.
(Jede Aufteilung ist maoglich.)

Frage 1:
Wettest Du auf rot oder wettest Du auf blau?

Wird eine Kugel in ,,Deiner” Farbe gezogen,
gewinnst Du 100€.
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Das Ellsberg Paradoxon

Es gibt eine Urne mit 90 Kugeln:
» 30 Kugeln sind rot.

P Die restlichen Kugeln sind blau oder griin.
(Jede Aufteilung ist maoglich.)

Frage 2:
Wettest Du auf rot oder griin oder wettest Du auf blau oder griin?

Wird eine Kugel in einer ,, Deiner" Farben gezogen,
gewinnst Du 100€.
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Das Allais Paradoxon

Praferierst Du die Situation A gegeniiber der Situation B?

Situation A:
Du bekommst mit Sicherheit 100 €.

Situation B:

Du bekommst mit
» Wahrscheinlichkeit 10% 150 €.
» Wabhrscheinlichkeit 89% 100 €.
» Wahrscheinlichkeit 1% nichts.
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Das Allais Paradoxon

Praferierst Du die Situation C gegeniiber der Situation D?

Situation C:

Du bekommst mit
» Wahrscheinlichkeit 11% 100 €.
» Wahrscheinlichkeit 89% nichts.

Situation D:

Du bekommst mit
» Wahrscheinlichkeit 10% 150 €.
» Wahrscheinlichkeit 90% nichts.
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Matching Pennies: gemischte Strategien

Gemischte Strategie von Spieler:in 2: (g,1 — q)

Wie lauten die erwarteten Auszahlungen fiir Spieler:in 17

Spieler:in 1 spielt Kopf (p = 1):. - P

7 —AN P st
Ui(p=1,q) = q- ui(Kopf, Kopf) + (1 — q) - u1(Kopf, Zahl)
~S1 + 7-9 = 1- 69

Spieler:in 1 spielt Zahl (p = 0): A e
~— e e )
Ui(p=0,q9) = gq- ui(Zahl,Kopf) + (1 — q) - u1(Zahl, Zahl)

= 4 -—4+1:-4~‘-27
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Matching Pennies: erwartete Auszahlungen

-5 Ui(p=1,q) =1—-6q
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Matching Pennies: erwartete Auszahlungen

1 /Ul(p—O,q)—2q—1
0 q
1 2o~ 14 = 7~

1 v 7 69

_ ey -2

-2 & :.i
77y

3

4

-5 Ui(p=1,q9)=1-6q
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Matching Pennies: erwartete Auszahlungen

1 Ui(p=0,q) =2qg—1
l/
4
0 q
1
-1 1-6g=2q—1<qg=1%
)
3
4
-5 Ui(p=1,q) =1—-6q
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Matching Pennies: erwartete Auszahlungen

1 Us(p = 0,9) = 2 — 1
l/
1

0 q

1
-1 1-6g=2q—1<qg=1%
-2
-3

Kopf beste Antwort fiir g < %
-4
5 Uilp=1,q)=1-6q
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Matching Pennies: erwartete Auszahlungen

1 Ui(p=0,q) = 2q — 1
% /Zahl beste Antwort fiir g > %
0 q
1
-1 1-6g=2q—1<qg=1%
-2
-3
Kopf beste Antwort fiir g < %
-4
5 Uilp=1,9) =1-06q

Modul 8a-d Mikrodkonomie I: Einfiihrung in die Spieltheorie, Kapitel 1, Wintersemester 25/26, Lars Metzger 121 / 157



Matching Pennies: erwartete Auszahlungen
u (P ={

1 Ui(p=10,q) =291 :2.1-4:__1
1 /Zahl beste Antwort fiir g > < Z
0 q
1 U tp, 775) = - 4
1 1-6g=29—1eq=1 thhTmeiET e
fo alle pelo
-2 q = %: Zahl und Kopf sind beste Antworten.
-3
Kopf beste Antwort fiir g < 711
-4 ,
- [<]
:4 - = - —
-5 Ui(p=1,9)=1—-6q UA(P "’ ([) 7 4

- -
-

1
z
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Matching Pennies: beste Antworten

Beste reine Antwort von Spieler:in 1 auf die gemischte Strategie g
von Spieler:in 2:

Kopf falls g < 7
si(q) = { Kopf und Zahl  falls g = 1
Zahl falls g > %

Beste gemischte Antwort von Spieler:in 1 auf die gemischte
Strategie g von Spieler:in 2:

1 falls g < %
p*(a) =1 [0,1] falls g = 1
0 falls g > 7
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Matching Pennies: beste gemischte Antwort von Sp. 1
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Matching Pennies: beste gemischte Antwort von Sp. 2

Die Herleitung der gemischten besten Antwort g*(p) auf die
gemischte Strategie p von Spieler:in 1 erfolgt analog.

A=
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Matching Pennies: Nash GLeichgewicht

Ein gemischtes Nash Gleichgewicht (p*, ¢*) erfiillt:
Ui(p*,q") = Ui(p. q7) fiir alle p € [0,1]

U2(p*, q") > Ua(p*, q) fiir alle g € [0, 1]

Dies ist gleichbedeutend zu:

p* € p*(q") und g* € ¢*(p*)
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Matching Pennies: gemischtes Nash Gleichgewicht

p
1 _____________
p*(q)
(", q")
. / q*(p)
4 |
00 1 q

Bl
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Matching Pennies: Diskussion

Im (einzigen) Nash Gleichgewicht wahlen beide Personen
unabhingig voneinander Kopf mit Wahrscheinlichkeit 25% und
Zahl mit Wahrscheinlichkeit 75%.

Beide sind im Gleichgewicht indifferent zwischen den reinen
Strategien Kopf und Zahl und damit auch zwischen allen
gemischten Strategien.

Es gibt zwar keinen zwingenden Grund von der gleichgewichtigen
Strategie abzuweichen ...

... aber gibt es einen plausiblen Grund fiir die gleichgewichtige
Strategie?
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Min-Max und Max-Min-Strategie

1 Ui(p=0,q) =29 -1
1
0 q

5 Ui(p=1,9)=1-6q

Die Strategie ¢* = % minimiert das Maximum von U;(p =0, q)
und Ui(p =1, q).
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Min-Max und Max-Min-Strategie

5 Uo(p=1,q9)=—-1+6q

0 q
-1 U2(p=0,9)=1-2q

Wegen Us(p, q) = —Ui(p, g) maximiert die Strategie g* = % das
Minimum von Ux(p =0, q) und Uz(p =1, q).
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Nullsummenspiele

Nullsummenspiele haben die Eigenschaft, dass sich die
Auszahlungen aller Spieler:innen in jedem moglichen Spielausgang
auf Null summieren.

In Nullsummenspielen erfiillt ein gemischtes Gleichgewicht folgende
Eigenschaft:

Im Gleichgewicht sind zwar alle Spieler:innen indifferent zwischen
allen reinen Strategien, aber

die Wahrscheinlichkeit der eigenen gemischten
Gleichgewichtsstrategie maximiert das Minimum der moglichen
eigenen erwarteten Auszahlungen.
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Beste Antworten von Anne im 1Live/eldoradio*-Spiel

q Ben 1—¢g
1L e*
1L 2,1 0,0
(9] -_’ -
c
<
e* 0,0 1,2

Ua(llg) = 2:1+ O (7-1) = 29
Uae*a) = 09 + 1¢1-1) = 1—9
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Die Kurve der besten Antwort von Anne

Ua(ll,q) = q-2+(1—q)-0=2q
Ua(e*,q) = q-0+(1—-q)-1=1-q
Ua p
2 1
(1L,e*) (1L,1L)
1
(e*,e¥*) (e*,1L)
e q
% 79 03 1
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Die Kurve der besten Antwort von Anne

Ua(ll,q) = q-2+(1—q)-0=2q
Ua(e*, q) qg-0+(1-q)-1=1—-gqg
Ua p
2y 1 "
1
i UA(e*, CI) (e*,e*) (e*,lL)
q
O0 1 1 O0 h
3 -
S

Modul 8a-d Mikrodkonomie I: Einfithrung in die Spieltheorie, Kapitel 1, Wintersemester 25/26, Lars Metzger

132 / 157



Die Kurve der besten Antwort von Anne

Ua(ll,q) = q-2+(1—q)-0=2q
Ua(e*, q) qg-0+(1-q)-1=1—-gqg
Ua p
2y 1 "
1
i UA(e*, CI) (e*,e*) (e*,lL)
q
O0 1 1 O0 1
3 3
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Die Kurve der besten Antwort von Ben

Us(p,1L) =7.¢f + Ca-P)O = P

Ug(p,e*) = O P + 2:C7-p> = 2-2pP

Us

p
2 1
(1L.e*) (1L,1L)
1
5 (e*,e*) (e*,1L)
00 1 ’ 00 1
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Die Kurve der besten Antwort von Ben

Up(p,1L) = p-1+(1—p)-0=p

Us(p,e*) = p-0+(1—-p)-2=2-2p
U
5 p
2 1
(1L,e*) (1L,1L)

1

5 (e*,e*) (e*,1L)
"o T’ % T
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Die Kurve der besten Antwort von Ben

Up(p,1L) = p-1+(1—p)-0=p

Us(p,e*) = p-0+(1-p)-2=2-2p
p
1
(1L,e%) (1L,1L)
(e*,e*) (e*,1L)
0 q
0 1
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Die Kurve der besten Antwort von Ben

Up(p,1L) = p-1+(1—p)-0=p
Us(p,e*) = p-0+(1-p)-2=2-2p
p
1
(1L,e*) (1L,1L)
2
3
(e*,e*) (e*,1L)
0 q
0 1
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Nash Gleidlgewichte als Schnittpunkte
Uz(PtAo): p 7#4 +( _P')(4-7') 2= %.,’ .,._’ZS 2= Z

3
p .
remes Ve ¢
O
' (1L.e*) (1L,1L) (Um/z): 2, 1)
€fliie,
Fhemen-s ) S—

(7 0| et L

@41 V)= (% ;%\)

fh *’%z,e,,l-

(e*,e*) (e*,1L)
00 o— g

0 1 1
remeslﬁg{ 3
Uniy(12) e ffrredt
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Lotterien liber Profile von reinen Strategien

S; ist die Menge der reinen Strategien s; fiir Spieler:in i =1,..., n.

Eine gemischte Strategie 0; € ¥; = A(S;) ist eine
Wahrscheinlichkeitsverteilung iiber S;.

oi(si) ist die Wahrscheinlichkeit, dass s; gespielt wird.

Das kartesische Produkt S = x?_;S; ist die Menge aller Profile s
von reinen Strategien.

Die Menge aller Lotterien iiber S ist der Simplex A(S).
% p(s) € A@ ist die Wahrscheinlichkeit der reinen Strategie s.

Der Erwartungsnutzen der Spieler:innen ist auf A(S) definiert.
U. (P) = Z P&OU
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Beispiel: korrelierte Lotterie

Fiir S; = S» = {A, B} lautet die Menge aller Profile von reinen
Strategien

S=5x5%={(AA),(AB),(B,A),(B,B)}
Betrachte die Lotterie

P(A,A) = P(A, B) = P(B,A) = % P(B,B) =0
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Beispiel: korrelierte Lotterie

S2

A - B P(s1)

1 1 2

Al 3 3 3
S1

Bl 3| 0| 3

P)| 3 | 3 | 1

Die Wahrscheinlichkeiten, dass s; = A bzw. dass s, = A lauten
P(ss = A) = P(A,A) + P(A,B) = % und
P(s, = A) = P(AA) + P(B,A) = 3

Die Wahrscheinlichkeit von (s1,s2) = (A, A) lautet
1 2
P(AA) = # P(si=A) - Pl = A) = 5 -

Daher ist dies eine korrelierte Verteilung iiber S.
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Gemischte Strategien: Unabhangige Lotterien!

Annahme:

Alle Spieler:innen mischen unabhangig voneinander.

Daher muss fiir ein Profil gemischter Strategien o = (01,...,05)
und fiir jedes Profil reiner Strategien s = (s1,...,s,) gelten:

o(s) =o1(s1) - 02(s2) - ... - on(sn)

Wir lassen also nicht alle Lotterien p € A(x?_;S;) als gemischte
Strategien zu, sondern nur diejenigen Lotterien o € X[,
welche unabhangig mischen.

Menge aller Lotterien p:
A(S) = A(X[15i)
Menge aller Profile von gemischten Strategien o:
Y= XY = xL1A(S)
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Beste gemischte Antworten

Fiir ein Profil von gemischten Strategien

o_i=(01,...,0i-1,0i41,...,0n)

erfiillt eine gemischte beste Antwort &; von Spieler:in i folgende
Ungleichung:

U,'(@',‘,U_,') > U,'(O’,',O'_,') fiir alle 0; € X;
Die Menge der besten Antworten von i auf o_; ist durch

arg max Uj(oj,0_;) =: Xi(0_;)
gi€EY;

definiert.
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Wichtige Eigenschaften von X¥(o_;) in fiir endliche
Strategienrdume S;

Falls S; endlich viele reine Strategien enthilt, ist die Menge der
besten Antworten X7 (o_;)

» nicht leer,
» konvex und

» abgeschlossen.

Wir begriinden diese Eigenschaften auf den folgenden Folien
jeweils unter der Voraussetzung, dass S; endlich ist.
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Die Menge der besten Antworten ¥*(o_;) ist nicht leer.

Falls S; endlich viele Elemente besitzt, ist >; nicht leer,
beschrdnkt und abgeschlossen.

Fiir ein gegebenes o_; ist U; linear in o; und damit stetig.

Extremwertsatz:

Es existiert fiir jedes o_; € ¥ _; mindestens ein 5; € ¥; mit
Ui(6j,0-;) > Ui(oi,o—;) fiir alle o; € ¥;

Die Menge Y¥(o_;) ist also nicht leer.

Modul 8a-d Mikrodkonomie |: Einfithrung in die Spieltheorie, Kapitel 1, Wintersemester 25/26, Lars Metzger 141 / 157



Die Menge der besten Antworten ¥*(o_;) ist konvex

Da U; linear in den Wahrscheinlichkeiten ist, gilt fiir beliebige zwei
gemischte Strategien o;, 0} € ¥; und fiir jedes o_; und fiir jedes
A e [0,1]:

U,'()\U,' + (1 — )\)(T,,-, U_,') = )\U,'(U,',U_,') + (1 — A)U;((T?,G_,')

Seien nun o; und J§ zwei beste Antworten auf o_;.

Dann gilt U,'(O',‘,O',,') > U,'(O'?,U,,') und U,'(U,',U,,') < U,'(O';,O',,'),
also
Ui(oi,o-;) = Ui(o},0-;)

Daher gilt auch
U,'()\U,' + (1 — )\)U;,G_,') = U,'((T,', (7_,')

fur alle A € [0,1].
Deswegen ist auch Aoj + (1 — A\)o?! eine beste Antwort auf o_;.
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Die Menge der besten Antworten X*(o_;) ist abgeschlossen

Betrachte fiir ein o; € X7 (0_;) ein s; mit o;(s;) > 0.

Bezeichne die degenerierte gemischte Strategie, welche s; mit
Wabhrscheinlichkeit 1 spielt, mit Js;.

Js; ist die Ecke von X;, welche zur reinen Strategie s; gehort.
Zu Zeigen: 65, € X7 (0_;).

In Worten: Falls eine gemischte beste Antwort eine reine Strategie
mit positiver Wahrscheinlichkeit spielt, so ist auch diese reine
Strategie eine beste Antwort.

Geometrisch bedeutet dies, dass ¥ (o_;) alle seine Ecken enthilt.

Aufgrund der Konvexitit von X¥(o_;) muss X¥(o_;) dann auch
alle seine Kanten enhalten.
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Beweis: 0; € X¥(0_;) mit oi(s;) > 0= 0, € Li(0_))
o;i € Xi(0-i) = Ui(oi,0-i) > Ui(si,0-;)

Definiere ) {0 falls s/ = s;

1

~ [
Gi(si) = ais) ,
T=0:(s) falls s; # s;

Dann gilt (mit einigen langweiligen Umformungen):

Ui(oi,o-i) — Ui(Gio_i) = ... = oi(si)

=T os) (Ui(si,o—i) — Ui(oi,0-7))

>0da o;€xf (o)
Wegen o;(s;) > 0 gilt also auch U;(sj,o_;) > Ui(oi,0-;).
Mit U,'(O’,',O'_,') > U,'(S,',O'_,') und U,'(U,‘,U_,') < U,'(S,',O'_,') folgt

Ui(oi,o-;) = Ui(si,o0_j)
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Wichtige Eigenschaften von X¥(o_;) in fiir endliche
Strategienrdume S;

Wir haben nun begriindet:
Falls S; endlich viele reine Strategien enthilt, ist die Menge der
besten Antworten X7 (o_;)

> nicht leer,

» konvex und

» abgeschlossen.
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Gemischte Strategien: Nash Gleichgewicht

Ein Profil von gemischten Strategien (o7, ...,0}) ist ein Nash
Gleichgewicht, falls

Ui(oF,0%;) > Ui(oi,0r;) firalleo; € ;i =1,...,n
Es gilt also fiir jede:n Spieler:in i =1,..., n:

o € 3j(02))
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Beispiel

Gesucht:

Nash Gleichgewicht(e) in reinen oder gemischten Strategien

Reines NGG:

Reine beste Antworten auf reine Strategien.

Gemischtes NGG:

Gemischte beste Antworten auf gemischte Strategien.
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Erwartungsnutzen von 1 bei gemischter Strategie g

Ul('7q)

3 Ul(m,Q) Ul(O,Q)
1 e Ul(uﬂq)
L .

11 2
3 2 3

Betrachte die gemischte Strategie (g,1 — q) von (2):

Ui(o,q) = q-3+(1—q)-0=3¢q
Ui(m,q) = q-0+(1—-q)-3=3-3¢
Ui(u,q9) = g-1+(1-q)-1=1
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Beste Antwort auf gemischte Strategie (gq,1 — q)

Reine beste Antwort:

m falls g < %

si(9) =< mund o falls g= %

1

o falls g > 5

Gemischte beste Antwort:

(1,0,0) falls g < 3
p(q)=1(p,1-p,0),0<p<1 fallsg=73
(0,1,0) falls ¢ > 3
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Erwartungsnutzen von 2 bei gemischter Strategie
(Po, Pms Pu)

U2((P07Pmypu)7/):Po‘0+Pm'3+pu'1:3Pm+Pu
U2((Pos Pmy Pu), 1) = Po - 34 pm -0+ py -1 =3po + py

Reine beste Antwort:

/ falls pm > po
s5(p) =4 lund r falls pm = po
r falls pm < po
Gemischte beste Antwort:
1 falls pm > po
qg*(p) = ¢ [0,1] falls pm = po
0 falls pm < po
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Nash Gleichgewicht

NGG (p*, ¢*): p* € p*(g*) und g* € g*(p*).

(1,0,0) falls g < 3
p*(q) =4 (p,1-p,0),0<p<1 fallsg=3
(0,1,0) falls g > 3
1 falls pm > po
q°(p) = 10,1] falls pm = po
0 falls pm < po
Nehme an g* < % Dann p*(q*) = (1,0,0). Aber g*(1,0,0) = 1/
Nehme an g* > % Dann p*(g*) = (0,1,0). Aber g*(0,1,0) = 04
Nehme an q* % Dann p*(g*) = (p,1 — p,0) mit 0 < p < 1.
Firp=3 L gilt q*(% %, ) =10,1], also g* = % € q*(%, %,O).\/
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Strikte Dominanz mit gemischten Strategien

Betrachte nun die gemischte Strategie von (1):
p* = (P3P Py) = (3,3,0)

252
Ul('aq)
3'NVi(m, q) Ui(o, q)

= NIw
S
S
=

Nl b ----

g
I
!
1
3

" 1 1 3
Ui (p ,q)=§‘3q+§~(3—3q)+0‘1=*

2
Die Strategie u wird durch p* = (%, %,O) strikt dominiert!
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Existenz eines Nash Gleichgewichtes

Theorem (Nash 1950)
Jedes endliche Spiel G = {S1,...,Sp; u1,..., Uy} hat mindestens
ein Nash Gleichgewicht, eventuell in gemischten Strategien.

Der Beweis benutzt Kakutanis Fix-Punkt Theorem.

Wir verzichten in dieser einfiihrenden Vorlesung auf den Beweis.
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Existenz eines Nash Gleichgewichtes

Definiere
Y .Yy =X
mit
£(0) = (Ti(0-1) E3(0-2). . ., E(0-0))

Da Z}*(a,,-) fiir jedes i nicht leer, konvex und abgeschlossen ist,
gilt dies auch fiir X*.
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Fixpunktsatz von Kakutani

Falls A C R™ nicht leer, abgeschlossen, beschrankt und konvex ist
und

f : A= A eine Korrespondenz ist, deren Graph abgeschlossen ist
und f(x) fiir jedes x € A nicht leer und konvex ist,

dann gibt es mindestens ein x* € A mit x* € f(x*).

Anwendung auf die beste Antwort Korrespondenz X* : ¥ = ¥

> Y ist nicht leer, abgeschlossen, beschrankt und konvexv’
» > *(o) ist nicht leer, abgeschlossen und konvexv’
Also gibt es ein 0* € ¥ mit 0* € £*(c*).

Es gilt dann o7 € X¥(0_;) fiir jedes i =1,...,n,

o™ ist also ein Nash Gleichgewicht.
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Existenz (mindestens) eines Fixpunktes von ¥

2221X22
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Existenz (mindestens) eines Fixpunktes von ¥

2221X22
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Nash Gleichgewicht

s
’
s
’
’
s
7

Z*

2221X22

Y*(o) muss fiir jedes o
definiert sein!

Der Graph von X* muss
abgeschlossen sein!

Der Graph von X* darf
keine Locher haben!
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Schliisselworter in Kapitel 1.3

| 2

>

>

Reine und gemischte Strategie, Simplex

von Neumann-Morgenstern-Nutzen, Erwartungsnutzen
Min-Max- und Max-Min-Strategien in Nullsummenspielen
Unabhangiges Mischen

Beste Antworten auf gemischte Strategien

Nash Gleichgewicht in gemischten Strategien
Dominiertheit durch gemischte Strategien

Existenz von Nash Gleichgewichten
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