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Kapitel 3.1

Einflihrendes Beispiel: Cournot
Duopol mit unvollstandiger
Information
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Unvollstandige Information

In einem Spiel mit unvollstdandiger Information kennt mindestens
ein Spieler die Auszahlungsfunktion mindestens eines anderen
Spielers nicht.
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Cournot Duopol mit asymmetrischer Information

Inverse Nachfragefunktion:

P(Q)=34—q1—q2

Kostenfunktion von Firma 1:

alq)=4-q

Kostenfunktion von Firma 2:

0 mit Wahrscheinlichkeit
c(q) =

WIN Wl

4.g> mit Wahrscheinlichkeit
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Cournot Duopol mit asymmetrischer Information

Gewinnfunktion von Firma 1

71(q1,92) = (30 — g1 — @2) ¢

Gewinnfunktion von Firma 2 mit niedrigen Kosten

m5(q1, q2) = (34 — g1 — @) @2

Gewinnfunktion von Firma 2 mit hohen Kosten

(g1, ) = (30— q1 — q2) @2
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Cournot Duopol mit asymmetrischer Information

Asymmetrische Information:
» Beide Firmen kennen die Zielfunktion von Firma 1.
» Firma 2 kennt ihre eigene Zielfunktion.
» Firma 1 kennt die Zielfunktion von Firma 2 nicht.

Firma 1 kennt aber die méglichen Zielfunktionen von Firma 2
und deren Wahrscheinlichkeiten.

All dies ist common knowledge.
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Maximierungsproblem von Firma 2 mit c;(g2) =0
-‘)Tyfﬂw.- [ '

34— q —
g;%( 91— q2) @

Bedingung erster Ordnung:

34 — g1 —2g2 <0 (=0 falls g» > 0)
e 34-9, £29, o a, 3 1*- iq,!

Reaktionsfunktion:

(!(q - 17— 1q1 falls g1 < 34
Yo falls g1 > 34
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Maximierungsproblem von Firma 2 mit ¢ (qp) = 4
L)T‘,Vf Vomn ﬁ: h

30— g1 —
max ( g1 — q2) G2

Bedingung erster Ordnung:

30— g1 —2g2 <0 (=0 falls g2 > 0)

15— 1 falls < 30
A _ 541 q1
@ (@) {0 falls g1 > 30
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Unterschiedliche Reaktionsfunktionen

Firma 2 mit niedrigen Kosten (c2(q2) = 0) reagiert anders auf die
Menge g1 von Firma 1, als Firma 2 mit hohen Kosten

(c2(q2) = 4q2):

! 1
q3(q1) = 15 — S|
= 1
¢5(qu) =17 — S0

Firma 1 weiB nicht welcher Firma 2 sie sich gegeniiber sieht.

Firma 1 muss den erwarteten Gewinn maximieren, wobei die
Erwartung tiber den Typ (L/H) von Firma 2 gebildet wird.
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Maximierungsproblem von Firma 1 , (/= 4
Prob (R L)

max (30 —q1 - qé) o +'(30 —q1 — qé”') o
q1>0

— max (30— q1 —{2qk + 2
—g:;é q1 3q2‘f 392)) %1
-7,
Bedingung erster Ordnung:

1 2
30 —2q1 —(—qu + —qﬁj <0 (=0 falls g1 > 0)

3 3
7,
Reaktionsfunktion: — 7 9,
S ayn Tl 2,1
(g gty = {12 7892 — 3% falls 565+ 50; <30
2 0 falls 1gk + 2g4 > 30
t._,...-----:__"‘--—-
72
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Cournot Duopol mit asymmetrischer Information
Falls alle Mengen im NGG positiv sind, folgt aus den Bedingungen
erster Ordnung:

1

as(q) = 17— 2a

1
@ (q) = 15—5‘71

1, 1
a1(q5, a3) 15 — 6"2L —~ gqé’

ZUM [/"34,':'4 H

Auflosen ergibt: [4 C

L qf = 7& ad !O
q> = 12’% Cobue lr/n_s,}_(,,‘e.'}()
gy = 1072

g = 95
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Cournot Duopol mit asymmetrischer Information

In dem zuvor analysierten Duopol hatte Firma 1 keine Information
iiber die tatsachliche Zielfunktion von Firma 2.

Was ware, wenn Firma 1 selbst ebenfalls mehrere Zielfunktionen
haben konnte?

Was ware, wenn Firma 1 eigene Zielfunktion mit der von Firma 2
korrelierte?

Dann konnte Firma 1 die Information iiber die eigene Zielfunktion
nutzen, um ihre Information uber die Zielfunktion von Firma 2 zu
aktualisieren.

Firma 1 berechnet demnach eine bedingte Wahrscheinlichkeit.
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Beispiel bedingte Wahrscheinlichkeiten

Die Natur ziehe eine der drei Formen mit den Wahrscheinlichkeiten:

40% 20% 40%
O _ 0%
PULIK) = —

beobachtet: Quadrat (Q) oder Kreis (K)
unbeobachtet: leer (1) oder gefiillt (g)

Wie lauten die folgenden bedingten Wahrscheinlichkeiten?

p(11Q), p(glQ), r(/|K), p(g|K)
z =1 Zz =1
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Satz von Bayes P(Aﬁfz B) = P +P(3) - PCANE)

“ooles®
Seien A und B zwei Zufallsereignisse mit den V\"/jmsﬂcr:heinlichkeiten
P(A), P(B) und P(A ﬂ"/B)
Falls P(B) > 0, dann gilt

P(AN B)

P(AIB) = 5

Sind die zwei Zufallsereignisse A und B unabhingig, dann gilt
P(A|B) = P(A)

Hoed & sid vnalbmgg  [uls PCANB) = PAD- P(R)
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Cournot Duopol mit korrelierten Typen

Beide Firmen kdnnen nun

niedrige Grenzkosten (cj(g;) =0, Typ t; = L)

und

hohe Grenzkosten (ci(gi) = 4q;, Typ ti = H)
haben.

A-priori Verteilung dieser Typen:

tbh=L|th=H | P(és)
t1=L| 20% 40% 0%
ti=H | 40% 0% Yo%

P(E) 6oy 4“o%

F(‘q"tﬂ P(fz"f) = QOZ 40Z _f. O"Z—" F(é-ﬁﬁl t'.Z:H)
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Maximierungsproblem der Firma 1 mit Typ t; = H
Falls Firma 1 vom Typ H ist, (c1(q1) = 4q1), so weiB sie, dass
Firma 2 vom Typ L ist:

]P’(tgz L& tle) 40%
P(t2 = L‘tl = H) = P(tl — H) = 20%

=1
Ihr Maximierungsproblem lautet demnach:

30— q; — gb
ZT?S( q1—93)q1 ,

wobei q’2- die Menge von Firma 2 ist, falls tp = L.

Reaktionsfunktion von Firma 1 mit Typ t; = H:

1
ai'(9z) = 15— S5
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Maximierungsproblem von Firma 1 t; = L

Falls Firma 1 vom Typ L ist, (ci(gq1) = 0), so weiB sie nicht,
welchen Typ Firma 2 hat.

Sie berechnet die bedingten Wahrscheinlichkeiten P(t; = L|t; = L)
und P(tg = H|t1 = L)

Diese Wahrscheinlichkeiten nennen wir auch ,, beliefs".

Pltr=L& t; =1L 209 1
]P)(tzzL’t]_:L): (2 &1 )— 0/0—7

P(b=L)  60% 3

P(to=H =1L 409 2
P(tz:H’tlzL): (t2 &t )— OA)—f

P(t; = L) - 60% 3

Firma 1 glaubt also, dass Firma 2 mit Wahrscheinlichkeit % die
Menge g4 spielt und mit Wahrscheinlichkeit 3 die Menge qJ'.
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Maximierungsproblem von Firma 1 mit t; = L
Firma 1 maximiert den erwarteten Gewinn:

max§<34 qL — )CI1+ (34 ql-Qz)q

q1>0

3

Dies kdnnen wir vereinfachen zu

1 2
a 34— q1 — —gb H
gfz)é ( qi 3C72 3Q2 > a1

Bedingung erster Ordnung:

1 2
M—zm—§¢—§$350@njwsm>0)
Reaktionsfunktion _-"3(*;“’3"* é%q)

/\_/‘__.——l-'_‘-h.
2 0 hm3% 5234
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»Nash Gleichgewicht”

Falls alle Mengen positiv sind miissen im Gleichgewicht alle vier
Variablen qlL7 q{", qZL7 qé” folgende vier Gleichungen erfiillen:

1 1 1
L L H _H L
CI1:17—6GI2—§<12 g1 :15—5%
1 1 1
g =17—cqr—zal' , @' =15-ar

Aufgrund von Symmetrie muss aber qlL = q2L und q{" = qf gelten.

1 1 1
L L H _H L
=17——-q — = =15— -
q 6q 3q , g 5 59

Losung:
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Kapitel 3.2

Statische Bayesianische Spiele
und Bayesianisches Nash
Gleichgewicht
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Baysianische Spiele in Normalform

Das vorangegangene Cournot Duopol unter asymmetrischer
Information ist ein bayesianisches Spiel in Normalform.

Im Folgenden definieren wir diese Klasse von Spielen in
allgemeinerer Form fiir zwei Spieler:innen.
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Bayesianisches Spiel in Normalform

Definition:
Statisches Bayesianisches Spiel in Normalformdarstellung

G = {A1,As; T1, To; p1, p2; 1, Up}
Aktionsmengen A;: z.B. A; = {L, R} oder A; = R>
Typenrdume T;: z.B. T; = {cy,c1}

Beliefs p;:

pi = pi(tj|ti): Wahrscheinlichkeit, dass die andere Spieler:in vom
Typ tj ist, wenn i vom Typ t; ist.

Auszahlungsfunktion u;:

ui: A1 x Ao x T1 x Tr = R, u,-(al,ag; t1, t2) eR
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Harsanyi- Transformation

Die Normalformdarstellung des statischen Bayesianischen Spiels
impliziert, dass alle Spieler simultan eine Entscheidung treffen und
dass danach das Spiel beendet ist.

John Harsanyi hatte nun die Idee, die Normalformdarstellung
aufzugeben und dem Bayesianischen Spiel eine dynamische
Struktur zu verleihen, die mit der Methodik aus Kapitel 2 zu
analysieren ist.

Hierzu fiihrt Harsanyi eine neutrale Spielerin (die , Natur” oder
»Spielerin 0") ein, welche als erste zieht und durch einen
Zufallszug die Typen aller Spieler:innen festlegt. Diese Spielerin
agiert nicht strategisch.
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Harsanyi- Transformation

(1) Die, Natur" zieht die Typen t = (t1,tp) € T; x T, gemaB
gemeinsamer Wahrscheinlichkeitsfunktion (,, Prior")
p < A(Tl X Tg).

(2) Beide i erfahren ihren eigenen Typ t; € T;, nicht aber den der
anderen (t; € T;).

(3) Beide i wahlen simultan Aktionen a; € A; und a; € Ay.
(4) Auszahlungen ui(as, a; t1, t2) und up(a1, az; t1, t2) fallen an.

All dies ist Common Knowledge.

Durch diese Struktur wird aus dem Spiel mit unvollstdndiger
Information (= Nutzenfunktionen der anderen Spieler:in ist
unbekannt) ein Spiel mit unvollkommener Information (=
Spielverldufe sind unbekannt)

Modul 8a-d Mikrockonomie I: Einfithrung in die Spieltheorie, Kapitel 3, Sommersemester '25, Lars Metzger 25 / 67



Unterschied zwischen Aktionen und Typen

Die Aktionen aller Spieler:innen und die Typen aller Spieler:innen
kdnnen den jeweiligen Nutzen der Spieler:innen beeinflussen.

» Die Aktion a; € A; von Spieler:in i wird von Spieler:in i selbst
gewahlt.

» Der Typ t; € T; von Spieler:in i wird von der Natur zufillig
ausgewahlt. Die Natur verfolgt hierbei kein Ziel; sie handelt
nicht strategisch.
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Beispiel: Cournot Duopol

» Typenmengen: Ty = T, = {L,H}
> Aktionenmenge von 1 und 2: A; = A> = R>
» Prior: p(ty =L, tp =L) = %,p(t,- =L ti=H)= %
> Beliefs:
pi(ty =Lt =H) =1, pi(tj = L|t; = L) = 3
pi(tj = H|tj = H) =0, pi(tj = H|t; = L) = §
» Auszahlungen (Gewinne):

(g1, g2 ti) = (34 — g1 — q2) - qi — 1{t,-:H} 4. g

g €A, qpcA,tcT;
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Cournot Duopol: Spielbaum

Natur

(mi,73) (w1, 73) (71, 73)
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Erwartungsnutzen

Wahlt Spieler:in 1 mit Typ t; € T; die Aktion a; € A; und geht
er/sie davon aus, dass Spieler:in 2 die Aktion a, € Ay wahlt, bildet
er/sie den bedingten Erwartungsnutzen gegeben seines/ihres Typen
t; durch

Ui(a1, az|t1) = Z ui(a1, a2; t1, t2) - p1(ta|ty)
theT,

Analog fiir Spieler:in 2:

Us(a1, azltp) = Z up(a1, ao; t1, t2) - pa(ta|t2)
teTy
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Typen und Aktionen

beobachtet ein:e Spieler:in seinen/ihren Typen, so kann er/sie
gleich dreifach daraus lernen:

» Der eigene Typ beeinflusst seinen/ihren eigenen Nutzen.

» Das Wissen um den eigenen Typ erlaubt es die bedingte
Wabhrscheinlichkeit fiir die fremden Typen zu berechnen.

» Auch die anderen Typen konnen den eigenen Nutzen
beeinflussen.

» Die anderen Typen beeinflussen die Entscheidungen der
anderen Spieler:innen.

Deswegen macht es Sinn, dass ein:e Spieler:in die Wahl {iber
seine/ihre Aktion abhingig von seinem/ihrem Typen macht.
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Definition: Strategie eines Bayesianischen Spiels

Eine Strategie s; fiir Spieler i ist eine Funktion

si: T — A, ti— S,'(l',') € A,

die jedem moglichen Typ t; € T; eine Aktion a; € A; zuordnet.
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Erwartungsnutzen mit Strategien

Wihlt Spieler:in 1 mit Typ t; € T; die Aktion a; € A; und geht
er/sie davon aus, dass Spieler:in 2 die Strategie sp : To — A
wahlt, bildet er/sie den bedingten Erwartungsnutzen gegeben
seines/ihres Typen t; durch

Ui(a1, s2|t1) = Z u1(a1, s2(t2); t1, t2) - pr(taltr)
treT)r

Analog fiir Spieler:in 2:

Ua(s1, az|tr) = Z u(s1(tr), az; t1, t2) - po(ti|t2)
t1€T
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Def: Bayesianisches Nash Gleichgewicht (BNGG)

Das Strategienpaar s* = (s}, s5) heiBt Bayesianisches Nash
Gleichgewicht (in reinen Strategien), wenn fiir alle t; € T; die
jeweilige Aktion s;(t1) € A; eine Lsung von

max ui(a1, s5(t2); t1, t2) - pr(ta|t1)
a1 €A,
teT,

ist und wenn fiir alle t, € T, die jeweilige Aktion s3(t2) € Az eine
Losung von

“(t (t, b)) - po(t |t
max tGZT ua(sy(t1), az; t1, t2) - p2(tit2)
1 1

ist.
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Erwartungsnutzen mit Strategien (ohne Beliefs p;(t;|t;))

Es bezeichne 51 und S die Mengen der reinen Strategien von

Spieler:innen 1 und 2.

Wahlt Spieler:in 1 die Strategie s; : T; — A; und geht er/sie
davon aus, dass Spieler:in 2 die Strategie sp : T — Ay wahlt,

bildet er/sie den Erwartungsnutzen durch

1(s1,2) = Y Y u(si(t), s2(t2)it1, t2) - p(ty, )

t1€T1 theTH

Wahlt Spieler:in 2 die Strategie s, : To — Az und geht er/sie
davon aus, dass Spieler:in 1 die Strategie s; : T1 — A; wahlt,

bildet er/sie den Erwartungsnutzen durch

h(s1, %) Z Z ur(s1(tr), s2(t2); t1, t2) - p(t1, t2)

teT beT,
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Alternative Definition: BNGG (ohne Beliefs p;(tj|t;))

Werden die Erwartungsnutzen fiir Strategien beider Spieler:innen
(und nur mit dem Prior p(t1, t2)) gebildet reduziert sich die
Definition eines Bayesianischen Nash Gleichgewichts zu:

Das Paar von Strategien s* = (s;, s3) heiBt Bayesianisches Nash
Gleichgewicht (in reinen Strategien), wenn

Ui(s7,s3) > Ui(si,s5) fiir alle s € S

und
Ua(s7,s3) > Ui(sy, s2) fiir alle s, € S
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Bayesianisches Spiel in Normalform und Normalformspiel

Ein statisches Bayesianisches Spiel in Normalformdarstellung
GB = {Al,A2; T1, T; p1, po; U1, UZ}

ldsst sich — bei gebenem Prior p, welcher die beiden Beliefs p1, po
induziert — also zu einem Normalformspiel

GN - {517527 U17 U2}
reduzieren.

Ein Bayesianisches Nash Gleichgewicht von G® ist dann ein Nash
Gleichgewicht von GN und umgekehrt.
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Spezialfille

» Die Typen ty, tp sind unabhangig:

p(ti, t2) = p(t1) - p(t2) = pi(tj|ti) = p(t})

» Die Nutzenfunktion hangt nur vom eigenen Typ ab:

ui(a1, a; t1, to) = uj(a1, az; t;)

» Die Nutzenfunktion hangt nicht von den Typen ab:
ui(a1, az; t1, t2) = wi(a1, a2)

— die Typen konnen zur Korrelation von Aktionen genutzt
werden.
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Korreliertes Gleichgewicht (Aumann 1987)

Betrachtet seien Spiele mit
> A1 = Tl und A2 = T2 und
» uj(a1, ap; t1, t2) = uj(a1, ap) fiir beide i = 1,2 und alle
ai,t1 € Ty und ag, tr € To.

Ein Prior p € A(T; x T3) heiBt korreliertes Gleichgewicht, falls

si(t;) = t; fur alle t; € T; und i = 1,2 ein Bayesianisches Nash
Gleichgewicht ist.

In einem korrelierten Gleichgewicht konnen die Entscheidungen
iber die gemeinsame Typenverteilung also korreliert sein.
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Beispiel: Chicken—Game

(2)

Dare Chicken
Dare 0, 0 7,2

(1)
Chicken 2,7 6,6

Reine NGGs:
gemischtes NGG:
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Gleichgewichtsauszahlungen bei Chicken

uz
7+ °
= .
21 °
+ ui
2 14 7
3
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Beispiel: Chicken—Game

Dare Chicken
Dare 0 9 0 0 7 ) 2 1/3
(1)
Chlcker 2 ) 7 1/3 6 } 6 1/3

Prior p: p(D,D) =0, p(C,D) = p(D,C)=p(C,C) =13

Bedingte Wahrscheinlichkeiten:
p(D|D) =0, p(C|D) =1, p(D|C) =}, p(C|C) = 3
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Beispiel: Chicken—Game
Nehme an, dass (2) die Strategie s,(C) = C und s3(D) = D spielt.

Fall: (1) bekommt den Typen D

p(D|D) =0, p(C|D) = 1:
(1) weiB, dass (2) den Typ C hat und C spielt.
D ist beste Antwort auf C (— Auszahlung 7).

Fall: (1) bekommt den Typen C
p(D|C) =3, p(C|C) = 3:

Beide Typen von (2) sind gleich wahrscheinlich.
Es ist, als ob (2) die gemischte Strategie % -D+ % - C spielt.

Wenn (1) D spielt: Auszahlung 30+ 17 =12
Wenn (1) C spielt: Auszahlung 32 + 56 = 4

= die Strategie s1(D) = D, s51(C) = C ist optimal fiir (1).
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Gleichgewichtsauszahlungen bei Chicken

uz
71 °
korreliertes GGW
1415 o
=1 °
3
21 °
5
—t ui
2 14 7
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Korreliertes Gleichgewicht

» Im korrelierten Gleichgewicht haben die Typen keinen direkten
Einfluss auf die Nutzenzahlen.

» Die Typen dienen als Moglichkeit zur Koordinierung
(Korrelation) der Entscheidungen.

» Ein korreliertes Gleichgewicht eines Normalformspiels ist ein
Bayesianisches Nash Gleichgewicht eines Bayesianischen
Spiels.

» Im korrelierten Gleichgewicht sind Auszahlungsvektoren
auBerhalb der konvexen Hiille der Nash
Gleichgewichtsauszahlungen maglich.

» Jedes Nash Gleichgewicht ist ein korreliertes Gleichgewicht.

» Nicht jedes korrelierte Gleichgewicht ist ein Nash
Gleichgewicht.
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Schliisselworter in Kapitel 3.2

v

Unvollstandige Information

» Typen-abhingige Nutzenfunktion

» Bayesianisches Spiel in Normalform

» Harsanyi- Transformation

» A-Priori Wahrscheinlichkeit (,,Prior")

> Beliefs: bedingte Wahrscheinlichkeiten

» Bayesianisches Nash Gleichgewicht (BNGG)

> Korreliertes Gleichgewicht
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Kapitel 3.3

Anwendungen
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Das 1Live/eldoradio*-Spiel mit Typen

Ben
1L e*

1L 2+4+ta, 1 0,0

Anne

ta, tg: Typen von Anne bzw. Ben

Die Typen koénnen die Werte —x und x annehmen, wobei x eine
kleine positive Zahl sei.
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Das 1Live/eldoradio*-Spiel mit Typen

Die Natur zieht die Typen ta und tg von Anne und Ben mit
folgender Wahrscheinlichkeitsfunktion:

tg

2 4
o® s ol I ®5

| I

| I

| |

. |
—X

: > 1

| I

| I

| |

|

1, 2
g‘ ***** —Xr-—-———-—---- ‘g
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Beliefs im 1Live/eldoradio*-Spiel mit Typen

Die Beliefs von Anne und Ben berechnen sich wie folgt:

i _}_1
pi(ti=—xti=—x)= 125 =3 =2
sty o 3
§ _§_1
pi(ti=—x|ti=x) =57 =¢ =2
sts g9 3

Entsprechend ergibt sich jeweils
2 .
pi(tj = x|tj = x) = 3 fur t; € {—x,x}

In diesem Spiel hangen die Beliefs iiber den Typen des/der anderen
Spieler:in also nicht vom eigenen Typen ab.

Die beiden Typen werden in diesem Spiel von der Natur
unabhangig gezogen.
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Strategien im 1Live/eldoradio*-Spiel mit Typen

Eine Strategie ordnet jedem Typen von Anne bzw. Ben eine Aktion
von Anne bzw. Ben zu:

si {—x,x} = {1L,e*}

Zum Beispiel:
sg(—x) = 1L und sg(x) = €*
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Das 1Live/eldoradio*-Spiel mit Typen

Behauptung

Folgende Strategien sind ein Bayesianisches Nash Gleichgewicht:

1L, falls t4 = x e* | falls tg = x
Alta) {e* , falls tg = —x s(ts) {lL , falls tg = —x

Induzierte gemischte Strategien

Wenn Bob der Strategie sg folgt, sieht es fiir Anne so aus, als ob
Bob die gemischte Strategie

spielen wiirde.
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Das 1Live/eldoradio*-Spiel mit Typen

Der Erwartungsnutzen von Anne, gegeben der Strategie sg und
ihrem Typ ta ist gegeben durch:

UA(].L, SB|tA)

WIN W[~

. (2 + tA)
UA(e*,sB|tA) = -1

Anne praferiert 1L gegeniiber e*, falls

1 2
3 @tt) =3 e ta=x

Die Argumentation fiir Bob ist analog:

Falls Anne sp spielt, praferiert Bob e* gegeniiber 1L, falls tg = x.
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Das 1Live/eldoradio*-Spiel mit Typen: Purification

Wir kdnnen also das Spielen von gemischten Strategien im
1Live/eldoradio*-Spiel ohne Typen durch das Spielen von reinen
Strategien in diesem Spiel mit Typen motivieren.

Dieses Resultat nennt man auch , purification":

Gemischte Strategien konnen durch reine (, pure”) Strategien eines
Bayesianischen Spiels mit geringer Unsicherheit erklart werden.
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Bereitstellung eines 6ffentlichen Gutes

» Zwei Spieler:innen: Anne und Ben
» Jede:r kann entweder beitragen (,,b") oder nicht (,,n")

> Falls mindestens eine:r beitragt, wird das offentliche Gut
bereitgestellt — je Nutzen 1 fiir Anne und Ben

> Beide Spieler:innen haben Kosten ¢; der Bereitstellung
» Es sind jeweils nur die eigenen Kosten bekannt.

» ¢; nimmt die Werte 0,1 und 2 je mit Wahrscheinlichkeit %
unabhangig von ¢; an.

» Beide Spieler:innen beobachten ihren Kostenparameter und
entscheiden danach simultan.
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Bereitstellung eines 6ffentlichen Gutes

Ben
b n

b l—-c,1l—0o l—c, 1
(0]
c
<

n 1,1—-0o 0,0

Typ & Belief:

1
ci €{0,1,2}, pi(cjlci) = 3 fiir alle ¢;, ¢; € {0,1,2}

Nutzen:
u,-(a,-, aj‘Ci) = ]I{a,-:b\/ajzb} — G ]]{3i=b}
Strategie:
si:{0,1,2} — {b,n}
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Bereitstellung eines 6ffentlichen Gutes

Nehme an, dass Ben folgende Strategie wahlt:

s5(cp) = b fallscg =0
A n fallscg >0

Was ist hierauf die beste Antwort von Anne?
Ua(b,sglca) = 1—ca
1
Ua(n,sglca) = pa(cg =0|ca) = 3

= Anne wihlt beitragen, falls

1—-c¢ >1<:>c <g:>c =0
AZ 3 AS 3 A =
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Bereitstellung eines 6ffentlichen Gutes

Falls Anne die Strategie

b fallscya =0
SA(CA) =

n fallscq >0

wahlt, ist entsprechend die Strategie

(c8) b fallscg =0
5 =
BB n falls cg >0

die beste Antwort von Ben.

Demnach sind diese beiden Strategien s4 und sg ein BNGG.
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Bereitstellung eines 6ffentlichen Gutes

Wer sollte bereit stellen?

Wer stellt im BNGG bereit?
B

Im BNGG ist die Bereitstellung des 6ffentlichen Gutes nicht immer
effizient!
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Vorschlag: (Vickrey-Clark-Groves-Mechanismus)

Anne und Ben behaupten zu Beginn des Spiels simultan, dass ihre
Kostenparameter ¢4 bzw. g betragen.

Anne und Ben sind hierbei nicht an die Wahrheit gebunden, d.h. es
muss nicht & = ¢; gelten.

Falls ¢4 > Cpg:
» Ben muss das Gut bereitstellen.

» Anne muss Cg verbrennen.

Falls ég > ¢éa:
» Anne muss das Gut bereitstellen.

» Ben muss &4 verbrennen.
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Angenommen, Ben berichtet wahrheitsgemall ¢g = ¢

Welches ¢4 sollte Anne berichten?

cBl:0 cBl:1 cBl:2
Ua(éa =0,sglca) = 3 (1-0)+ 3 (1—ca)+ 3 (1—ca)
2
= 1- gCA
cg=0 cg=1 cg=2
N 1 1 1
UA(CA:1,55|CA) = g (1—0)+ § (1—1)+ g (1—CA)
2 1
= 37 3%
CB:O CB:]. CB:2
A 1 1 1
Ua(a=2s8lca) = 5 (1-0)+ 5 (1-1)+ 3 (1-2)
=0
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Im Gleichgewicht des Bayesianischen Spiels mit dem
VCG-Mechanismus

» ... sagen Anne und Ben immer die Wahrheit
> ... wird das offentliche Gut immer effizient bereitgestellt

» ... verbrennen Anne und Ben Geld!

Das Gesamtergebnis ist also nicht effizient.
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First-Price Sealed-Bid Auction (,,Erstpreis Auktion")

» zwei Bieterinnen i =1,2

P> jede Bieterin besitzt eine Wertschatzung t; des zu
versteigernden Gutes:
Falls i den Preis p bezahlt, ist ihre Auszahlung t; — p.

» t1, tp seien unabhdngig und uniformverteilt auf [0, 1].
» Die Bieterinnen bieten simultan a; € R>.

» Die Bieterin mit dem hochsten Gebot erhilt das Gut und
bezahlt ihr Gebot.

» Die andere Bieterin erhilt nichts und bezahlt nichts.

> Bei gleichen Geboten entscheidet das Los.
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Die Erstpreis Auktion als Bayesianisches Spiel

Aktionen: A; =R>, a; € A;, i =1,2
Typen: T; =[0,1], t; € T;, i=1,2
Beliefs: i weiB, dass t; unabh. uniformverteilt auf [0, 1] ist.

Auszahlungsfunktion:

t; — a; , falls a; > a;
ui(a, az; t;) = %(t; —a;) | falls a; = a;
0 , falls a; < aj

Strategien: s; : T; — A;, also si(t;) € R> fiir t; € [0, 1]
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Erstpreis Auktion: Erwartungsnutzen

Falls Bieterin j die Strategie s; benutzt, ist der Erwartungsnutzen
von i bei Gebot a; > 0 und Wertschatzung t; € [0, 1] gegeben

durch:
Ui(ai,sj|t) = (ti—a) - prob(aj > s(t;))
+ 3(ti—a) - prob(a; = si(t}))
4 0 - prob(a; < sj(t;))

Falls Bieterin j eine streng monotone Strategie s; benutzt, ist
prob(a; = sj(tj)) = 0, und der Erwartungsnutzen vereinfacht sich

ZUu
Ui(ai, sj|ti) = (ti — a;) - prob(a; > sj(tj))

Modul 8a-d Mikrodkonomie I: Einfithrung in die Spieltheorie, Kapitel 3, Sommersemester '25, Lars Metzger 64 / 67



Erstpreis Auktion: Bayesianisches Nash Gleichgewicht

Ein Profil von streng monotonen Strategien (s;,s;) ist ein BNGG
der Erstpreis Auktion, falls s¥(t;) fiir jedes t; € [0, 1] das Problem

g}gg( (ti — ai) - prob(a; > s; (t;))

[Ost.

Behauptung:
Die Strategie s7(t;) = 3t; fiir i = 1,2 konstituiert ein BNGG.
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Beweis: s7(t;) = 1t;, i = 1,2 ist BNGG

Ui(ai, s7 ti) = (ti — a;) - prob(a; > s/ (t;))

Gewinnwahrscheinlichkeit:
1
prob <a,- > 2tj) = prob(2a; > t;) = min{2a;,1}

Da fiir a; > % die Gewinnwahrscheinlichkeit nicht steigt (die
potentiellen Kosten aber schon), ist a; > % durch a; = % strikt
dominiert.
= max_ (t — a;)-2a;
0<a<t

Bedingung erster Ordnung fiir a¥ € [0, %]

1 1
23 4+ 2t —al) =0 al = sl ]y
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Schliisselworter in Kapitel 3.3

» Purification
» Bereitstellung eines &ffentlichen Gutes

P Erstpreisauktion
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