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Definition des einfachen
Regressionsmodells
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Definition des einfachen Regressionsmodells

Das einfache Regressionsmodell erklart die Variable y durch die
Variable x.

Drei Aspekte:
> Wie modellieren wir die Wirkung von anderen Faktoren auf y?
> Was ist die funktionale Beziehung zwischen y und x?

> Wie konnen wir ein Ceteris-Paribus Zusammenhang
sicherstellen?

y =00+ pPix+u

y : Abhidngige/erklarte Variable, Regressand

Bo : Achsenabschnitt (unbekannter Parameter)
B1 : Steigung (unbekannter Parameter)
x @ Unabhéangige/erkldrende Variable, Regressor

Storterm (u: unbeobachtbar)
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Interpretation des einfachen Regressionsmodells

y =00+ Bix+u

Das einfache Regressionsmodell erklart inwiefern y in
Veranderungen von x variiert.

Ceteris Paribus-Annahme:

Nehme an, dass sich x verandert (Ax # 0) und alle anderen
erklarenden aber unbeobachtbaren GroéBen konstant bleiben
(Au=0).

Dann gilt
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Beispiel: Sojabohnen und Diinger

»Wie wirkt sich die Diingemenge auf den Ernteerfolg aus?*
yield = Bo + Bifertilizer + u

sodass y = yield und x = fertilizer.

Der Stérterm u beinhaltet andere GréBen wie Landqualitat,
Niederschlag, Parasiten.

Unter der Ceteris Paribus-Annahme gilt:

Avyield = (1 Afertilizer
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Beispiel: Eine einfache Lohngleichung

»Wie wirkt sich Bildung auf den Stundenlohn aus?*

wage = o + freduc + u ,

sodass y = wage und x = educ.
Der Stértem u beinhaltet andere GroBen wie Berufserfahrung,

Talent, etc.

Der unbekannte Parameter 51 misst (unter der Ceteris
Paribus-Annahme), wie sich ein zusatzliches Bildungsjahr auf den
Stundenlohn auswirkt.
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Diskussion der Linearitat des einfachen Regressionsmodells

Die Gleichung
y="00+bix+u

impliziert, dass die Variable x immer den gleichen (linearen) Effekt
auf y hat.

Diese Unzulanglichkeit kann durch Transformation der Variablen
geheilt werden.

Der schwierigste Aspekt ist die Ceteris Paribus Annahme.

Um diese Annahme zu rechtfertigen interpretieren wir zunachst x
und u (und damit auch y) als Zufallsvariablen.

Nun koénnen wir eine statistische Annahme an x und u treffen.
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Strikte Exogenitat

In Kenntnis der erkldrenden Variable x gibt es keine zusatzliche
Information liber den Erwartungswert der unbeobachtbaren

Variable u:
Elulx] = E[u]

Im Diingerbeispiel:

Die unterschiedlichen Diingermengen werden zufallig auf die
einzelnen Ackerflichen verteilt. Demnach enthilt die Diingermenge
keine Information iiber die unbeobachtbare Bodenqualitat der
einzelnen Ackerfliche. (V')

Im Bildungsbeispiel:

Die unterschiedlichen Bildungsniveaus kdnnen durchaus von den
zugrundeliegenden intellektuellen Fahigkeiten abhangen. Daher
enthilt das Bildungsniveau (statistische) Informationen iiber die zu
erwartenden unbeobachtbaren Fihigkteiten. (!)
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Annahme: Strikte Exogenitat

Im ersten Teil der Vorlesung werden wir die Annahme der strikten
Exogenitat der Regressoren (auch: mean independence)
aufrechterhalten:

Efulx] = E[u]

Erst in spateren Kapiteln gehen wir genauer auf die Implikationen
und Losungen bei einer Verletzungen dieser Annahme ein.
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Ohne Beschrankung der Allgemeinheit: E[u] = 0

y="P00+bix+u

Wir nehmen des Weiteren an, dass der Erwartungswert des
unbeobachtbaren Stérterms null betrdgt:

E[ul=0

Diese Annahme erfolgt jedoch ohne Beschriankung der
Allgemeinheit!

Ware E[u] # 0, so kénnten wir das Modell mit & = u — E[u] und
Bo = Bo + E[u] modifzieren.

Fiir das modifizierte Modell

y = Bo+ Bix+ i

ware E[id] = E[u — E[u]] = E[u] — E[u] = 0 erfiillt.
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Annahme: Bedingter Null-Erwartungswert

Engl.: zero conditional mean assumption

Mit den beiden Annahmen

E[u]=0
und
Efu|x] = E[u]
folgt direkt:
Elulx] =0

Oft wird direkt diese Gleichung (ohne Vordiskussion) angenommen.
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Population Regression Function (PRF)

Bilden wir den bedingten Erwartungswert des Regressionsmodells

y =00+ Bix+u

erhalten wir

Elylx] = E[Bo+ Bix + u|x]

= E[Bolx] + E[B1x|x] + E[ul|x]
und mit E[u|x] = 0 also

Ely|x] = Bo + P1x

Eine Erhéhung von x um eine Einheit erhéht den bedingten
Erwartungswert von y um 3; Einheiten.

Vorkurs Okonometrie: Vorlesung, 52 Marvin Bongiovi, Zentralgebiet Methoden, Fakultit WiWi, TU Dortmund 13 / 110


mailto:marvin.bongiovi@tu-dortmund.de

Population Regression Function (PRF)

Fiir einen gegebenen Wert x ist E[y|x] = o + S1x der
Gravitationspunkt der bedingten Dichte von y.
y

Ely|x] = Bo + B1x
Ely|xs] 1

Ely|xa] 1

Ely|x] |

Die Gleichung E[y|x] = Bo + B1x beschreibt den erwarteten Wert
von y. Der tatsichliche Wert von y streut um E[y|x].
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Aufgabe 1

Seien X und Y zwei Zufallsvariablen mit der gemeinsamen
Dichtefunktion fx y(x,y). Die einzelnen Dichtefunktionen seien
durch

fx(x) = / fx,v(x,y)dy und fy(y) = / fx v (x,y)dx

X

gegeben.
Zeige, dass

E[X+Y] = fX fy fx v (x,y)(x + y)dydx

= [ tx()xdx+ [ fe(y)ydy = E[X]+E[Y]

gilt.
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Aufgabe 1
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Aufgabe 1
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Aufgabe 2

Seien X und Y zwei Zufallsvariablen mit der gemeinsamen
Dichtefunktion fx y(x,y). Die bedingte Dichte von Y gegeben
X = x ist definiert durch:

fyix(yIx) = fx, v (x,¥)/fx(x) (falls fx(x) > 0)

Zeige, dass
E[E[Y|X = x]] = E[Y]
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Aufgabe 2
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Aufgabe 2
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Herleitung der gewohnlichen
Kleinste-Quadrate-Schatzer
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Herleitung von gewdhnlichen Schatzern

Um die unbekannten Parameter 5y und (51 des einfachen linearen
Regressionsmodells zu schitzen, bendtigen wir neben den
Annahmen

y =00+ fix+u

und
Elulx] =0

Daten: die Zufallsstichprobe

(x1,y1) : Erste Beobachtung
(x2,¥2) : Zweite Beobachtung
(xn,¥n) : n-te Beobachtung
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Herleitung von gewdhnlichen Schatzern

Sei
{(xi,yi) €ER?:i=1,...,n}

eine Zufallsstichprobe des Umfangs n € N.

Firi=1,...,n

x;: Wert der erklarenden Variable der j-ten Beobachtung

vi: Wert der erklarten Variable der i-ten Beobachtung

Das Regressionsmodell lasst sich nun schreiben als
Yi:,@0+,81Xi+Uia i:]-a"'vn

u;: Storterm fiir Beobachtung i.
Enthilt alle Einflussfaktoren auf y;, die nicht in x; enthalten sind.
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Die Momentenmethode (Method of Moments, MM)

Seien n Paare von Zufallsvariablen (A;, B;) unabhéngig und
identisch verteilt mit theoretischen Momenten

E[A|6], E[B|6], E[AB|6], E[A?|0] und E[B2|6], wobei 6 ein Vektor
von unbekannten Parametern darstellt.

Dann gilt mit dem Gesetz der groBen Zahlen
1zn:A- — E[A|0] 1ZH:A-B- — E[AB|0]
n < " n—oo "'n — " nsoo y USW.

Die Momentenmethode approximiert nun die theoretischen
Momente durch die empirischen Momente und schatzt hier die
unbekannten Parameter 6 durch die implizit definierten Schatzer 6:

1 < P, R
SN A = E[A6], = A;B; = E[AB|0], .
n; [Al6] n; [AB|O], usw
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Die Momentenmethode mit Efu|x] =0

Fiir yi = Bo + Bixi + uj, i =1,...,n, sei angenommen, dass u;
unabhingig und identisch verteilt seien mit E[uj|x;] = 0.

Zuniachst schreiben wir u; = y; — Bo — B1x;.
Das theoretische Moment E|[u;|x;] = E[yi|x;| — Bo — S1x; enthélt
die unbekannten Parameter 3y und (31. Fiir diese definieren wir die

Schitzer By und B implizit durch die Schitzung des theoretischen
Moments durch das empirische Moment

1o 1 —
- P~ = i — Bo — B1xi = 0 = Elui|x;
”;—1“ "f§—1y Bo — B1x [ui|xi]

Mit g =237 yyund x:= 137 | 5
= 7 = Po+ 1%
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Die Momentenmethode mit Efu|x] =0

Fiir das Moment E[xu] gilt aufgrund der Annahme E[u|x] = 0:

El[xu]l = E[x E[u|x]] =0
=0

Die Eigenschaft E[xu] = 0 wird auch mit Orthogonalitédt von x
und u bezeichnet.

Mit u; = y; — Bo — P1x; schitzen wir E[xu] durch

1 1<
nzlxiui ~ ;ZX,' <y,'—/30 _/lei) = E[xu] =0
=

i=1
Mit Xy := 2377 . x;y; und Xx := 2 327 . x?:
Y = 2ui=1XiYi = 2ui=1%i

= Xy = foX + f1xx
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Die Momentenmethode mit Efu|x] =0

Die Momentenmethode liefert also iiber die Annahme E[u|x] =0
zwei Gleichungen fiir die beiden Schitzer ﬁo und 51

7 = o+ pix
und

Xy = PoX + [1x%

Unter der Voraussetzung Xx # xx ergibt sich:

A _ XY — Xy _
Bo = ¥———2=X
XX — XX
und
A Xy — Xy
b = —/——=
XX — XX
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Die gewohnliche Kleinste-Quadrate-Methode (OLS)

Eine andere Schiatzméglichkeit besteht in der Vorgabe einer
Zielfunktion.

Die gebrauchlichste ist:

Minimiere die Summe der quadrierten Abweichungen zwischen der
erklarten Variablen und ihren durch die Schatzung vorhergesagten
Werten.

Dies ist das gewdhnliche Kleinste-Quadrate-Prinzip (OLS,
ordinary least squares).
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Die gewohnliche Kleinste-Quadrate-Methode (OLS)

Schitze die unbekannten Parameter 5y und S; des
Regressionsmodells

yi=Bo+ bixi+u, i=1,...,n

zunichst durch beliebige Zahlen by und b;.

— Prognostizierte Werte y; (fitted values) mit
Vi=by+ bixi, i=1,...,n
Definiere Residuen {i; mit
Ui =yi—yi=Yyi— bo— bix;

Je besser die Zahlen by und by, desto , kleiner" die Residuen.
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Prognose und Residuen

Vermutete Parameter: by, by

Schatzfehler (héingt von by, by ab): di=yi—Vi=yi— byg— bix;

y

Yi
Yi

y = bo + b1x

Vorkurs Okonometrie: Vorlesung, 52 Marvin Bongiovi, Zentralgebiet Methoden, Fakultit WiWi, TU Dortmund 30 / 110


mailto:marvin.bongiovi@tu-dortmund.de

Die gewohnliche Kleinste-Quadrate-Methode (OLS)

Der Vektor i = (i1, do, ..., 0,) hat die Lange

|m\|:\/0§+0§+...+ag
Wahle nun by und by, sodass die Norm ||d|| minimal wird!

= Zielfunktion S(bo, by) = S, (vi — bo — byxi)?

) 2
min (vi — bo — b1x;)
bo,b1€R 4 1
=
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Die gewohnliche Kleinste-Quadrate-Methode (OLS)

n

. 2
min i — by — bi1x;
bo,b1ER 4 1 (yl I)

1=

Die optimalen Schitzer Bo und Bl erfiillen die Bedingungen erster
Ordnung:

Zz(y,-—éo—ﬁlx,-)(—l) =0

S 2(yi — o~ Bixi)(—x) = 0
=1

Hessematrix:

B 2n 250X ) 1 x
H_<2271Xi 230 X7 =2 X XX
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Die gewohnliche Kleinste-Quadrate-Methode (OLS)

Die Hessematrix ist positiv definit, falls xx > xx.

Die Bedingungen erster Ordnung sind dquivalent zu

Bo + Bl)_(
= BoX + B1xx

é‘ <

Unter der Voraussetzung xx > XX ergibt sich also auch hier:

A Xy Ry
50 = Y- ——=X
XX — XX
und
s _ WX
B = —/——
XX — XX
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Aufgabe 3

Gegeben seien folgende Daten von acht Personen aus dem College:

Person ‘ 1 2 3 4 5 6 7 38
GPA |28 34 30 35 36 30 27 3,7
ACT | 21 24 26 27 29 25 25 30

Betrachtet sei das Regressionsmodell
GPA; = By + P1ACT; + u;

Benutze Gretl und berechne
> o und
> )7,' und 0,’
> R2
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Aufgabe 3
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Aufgabe 3
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Aufgabe 4

Wir hatten in der Vorlesung hergeleitet:

~ _ XY — Xy _ A Xy — Xy
Bomy Y nd p= Y

XX — XX XX — XX

Definiere die prognostizierten Werte durch

Vi = Bo + Bix;

Zeige nun, dass Y7, 9i=> 1 yi.
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Aufgabe 4
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Aufgabe 4
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Orthogonale Projektion
Das Regressionsmodell
yi=Po+bixi+u, i=1...,n
liefert mit E[u|x] = 0 die funktionale Beziehung
Elyilx] = Po+ Bixi, i=1,...,n

Geometrische Interpretation:

E[y]_’X] 1 X1
E[Y2’X] 1 X2

: =b| . | th .
E[}/n|X] 1 Xn

Der Vektor E[y|x] ist eine Linearkombination des Einsvektors ¢ und
des Regressorvektors x.
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Orthogonale Projektion
Falls die beiden n-Vektoren ¢ und x linear unabhangig sind,
spannen sie eine Ebene im n-Dimensionalen Raum auf.

Die n-Vektoren ¢ und x sind genau dann linear unabhangig, falls es
kein A € R gibt, sodass x = A¢. Dies ist dquivalent zu Xx # XX.

Jedes Paar (bg, b1) definiert einen Punkt bot + bix auf der von ¢
und x aufgespannten Ebene.

Gesucht ist derjenige Punkt y = BOL + ﬁlx, welcher in der Ebene
am nachsten zum Vektor vy ist.

Dieser Punkt y ist die orthogonale Projektion von y auf die durch ¢
und x aufgespannte Ebene.
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Orthogonale Projektion
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Orthogonale Projektion

Der Vektor von § zu y, also y — ¥ muss demnach orthogonal zu
den Vektoren ¢ und x sein.

Es muss also gelten:

n n
Jy-9) = D 1yi-9)=> ;=0
i=1 i=1
n n
X(y-9) = in()’i —¥i)= inﬁi =0
i=1 i=1
Wie wir wissen implizieren diese beiden Bedingungen
A Xy =Xy
fo = ¥y———22X
XX — XX
und
A Xy — Xy
b o= X=X
XX — XX
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Diskussion: xx > XX

Der Ausdruck xx — xx ist die Stichprobenvarianz von x:

n

__ 1 1 _\2
7—xx:;z ZX: :EZ(X"_X)

i=1 i=1

Die Stichprobenvarianz von x; ist positiv, falls mindestens eine
Beobachtung x; vom Stichprobendurchschnitt x abweicht, falls also
nicht alle Beobachtungen x; identisch sind.

Waren alle Beobachtungen x; identisch, hatte x keinen
Erklarungsgehalt fiir die Variation von y.
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Diskussion: Xy — Xy
Xy — Xy ist die Stichprobenkovarianz von x und y:
n

y = ,172&'}/;—(,172’(") < Z”) = Z( Xi=X)(yi=Y)
i—1 i—1

i=1

Ware y; eine lineare Funktion von x;, also z.B.

yi = Bo + Pixi ,

dann wiirde gelten: y = 8o + B1X und

3300 5) = s Dt = - 9
i=1

und _
B Xy — Xy XX — XX

lzizﬁli:ﬁl

XX — XX XX — XX
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Der Korrelationskoeffizient

Der (theoretische) Korrelationskoeffizient:

Dy = Cov(x,y)
T Var(x)y/Var(y)

Der empirische Korrelationskoeffizient ersetzt die theoretischen
Momente durch die empirischen Momente:

P Xy — %y
Ve =) - 59)

Mit Bl = i":‘g ergibt sich

5 A VWYY
B1 = Pxy  FT———=—=
VXX — XX
Die gewohnliche Regressionsanalyse misst also nur Korrelation und
nicht Kausalitat!
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Die OLS Regressionsgerade

9 = fBo + Bix

Die Regressionsgerade y = Bo + le schatzt die unbekannte
Population Regression Function E[y|x] = fo + [1x.
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Beispiele der einfachen Regression
CEO-Gehilter und Eigenkapitalrentabilitat

Population Regression Function

salary = g + B1roe + u

salary : Gehalt in tausend $

roe : durchschnittliche Eigenkapitalrentabilitdt (return on equity)
Regressionsgerade:
salary = 963.191 + 18.501 roe

Datensatz: CEOSAL1 (n = 209)

Die Regressionsgerade hangt von der Stichprobe ab.

Die Population Regression Function ist unbekannt!
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Beispiele der einfachen Regression

Stundenlohn und Bildung
Population Regression Function
wage = [o + freduc 4+ u
wage : Stundenlohnin $
educ : Bildungsjahre
Regressionsgerade:
wage = —0.90 + 0.54educ

Datensatz: WAGE1 (n = 526)
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wage

s ) .
20 . .
i

A
wage = —0.905 + 0.541educ
:

10

-5 educ
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18

Vorkurs Okonometrie: Vorlesung, 52 Marvin Bongiovi, Zentralgebiet Methoden, Fakultit WiWi, TU Dortmund 51 / 110


mailto:marvin.bongiovi@tu-dortmund.de

Beispiele der einfachen Regression

Wabhlergebnisse und Wahlkampfausgaben
Population Regression Function
voteA = [y + [BishareA + u
votaA : % Kandidat:in A
shareA :  Anteil Wahlkampfausgaben fiir Kandidat:in A
Regressionsgerade:
voteA = 26.81 + 0.464shareA

Datensatz: VOTEL (n = 173)
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voteA
100%

0 —
80% voteA = 26.81 + 0.464shareA

60%
40%

20% A .

0% shareA
0% 20% 40% 60% 80% 100%
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OLS: Eigenschaften bei
beliebigen Stichproben
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Prognose und Residuen

Fiir eine beliebige! Stichprobe {(x;, y;)}7_; liefern die
OLS-Schitzer (o und f; die Prognose

i = Bo + Pixi
und damit die Residuen
i = yi — 9i = yi — Po — Pixi

furi=1,...,n

!Die Stichprobe muss verschiedene Werte x; enthalten.
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Beispiel: Managergehalter (Daten: CEOSALL)

—

obsno roe salary salary a
1 141 1095 1224.058 -129.0581
2 10.9 1001 1164.854 -163.8542
3 23.5 1122 1397.969 -275.9692
4 5.9 578  1072.348 -494.3484
5 13.8 1368 1218.508 149.4923
6 20.0 1145 1333.215 -188.2151
7 16.4 1078 1266.611 -188.6108
8 16.3 1094 1264.761 -170.7606
9 10.5 1237 1157.454 79.54626
10 26.3 833 1449.773 -616.7726
11 25,9 567 1442372 -875.3721
12 26.8 933  1459.023 -526.0231
13 148 1339 1237.009 101.9911
14 223 937 1375.768 -438.7678
15 56.3 2011 2004.808 6.191895
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Algebraische Eigenschaften der OLS-Statistiken

1. Die Summe der OLS-Residuen ergibt null:

n
E ;=0
i=1

2. Die Stichprobenkovarianz des Regressors und der OLS-Residuen

ist null:
n
E X,'ﬁ,' =0
i=1

3. Die Durchschnitte des Regressors und des Regressanden liegen
auf der Regressionsgeraden:

7 = Bo+ pix

Diese drei Glelchungen folgen direkt aus der Definition der
OLS-Schatzer Bo und 61
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OLS-Zerlegung

Wir konnen die Beobachtungen y; in einen erklarten und einen
unerklarten Teil zerlegen:

yi =i+ 0
Aus den Eigenschaften
n n
Zﬁ,-zOund ZX,'L’],':O
i=1 i=1

folgt, dass der erklarte Teil ¥; und der unerklarte Teil &;
unkorreliert sind:
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OLS-Zerlegung

Ebenso kdnnen wir die Stichprobenvarianz der Beobachtungen in
einen erklarten und in einen unerklarten Teil zerlegen.

Total Sum of Squares

n

SST = (vi—¥)

i=1
Explained Sum of Squares

SSE = Zn:(ﬁi -9)
i=1
Residual Sum of Squares
SSR = zn:(ﬁ,- — 0)?
i=1
Es gilt:

SST = SSE + SSR

Vorkurs Okonometrie: Vorlesung, 52 Marvin Bongiovi, Zentralgebiet Methoden, Fakultit WiWi, TU Dortmund 59 / 110


mailto:marvin.bongiovi@tu-dortmund.de

Das BestimmheitsmaB / Coefficient of Determination

Die Giite der Anpassung einer OLS-Regression ist der erklarte
Anteil der Stichprobenvarianz der erklarten Variable.

Je groBer SSE im Vergleich zu SSR, desto besser die Giite der
Anpassung.

Mit SST = SSE + SSR definieren wir das BestimmtheitsmaB R?:
R? = SSE/SST =1— SSR/SST

Das Bestimmtheitsmall nimmt Werte zwischen null und eins an

und kann wie folgt interpretiert werden:

Der Regressor erklart 100 - R?% der Streuung des Regressanden.
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Das BestimmtheitsmaB der Beispiele

CEO-Gehilter und Eigentkapitalrentabilitat
salary = 963.191 + 18.501 roe

n =209, R?>=0.0132

Die Regression erklart nur 1.3% der Streuung der Gehilter!
Wabhlergebnisse und Wahlkampfausgaben
voteA = 26.81 + 0.464shareA

n=173, R?> =0.856

Der Anteil der Wahlkampfausgaben erklart 86% der Streuung der
Wahlergebnisse!
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Aufgabe 5

Fiihre diese Aufgabe mit Gretl (oder anderer Statistik-Software)
durch.

Bestitige fiir den Datensatz ceosall.xls die Schitzung
sjaTy = 063.191 + 18.501r0e, R*> =0,0132
fiir den Datensatz wagel.xls die Schatzung
wage = —0,90 + 0, 54educ
und fiir den Datensatz votel.xls die Schatzung

voteA = 26,81 + 0, 464shareA, R? = 0,856
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Aufgabe 5
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Aufgabe 5
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Aufgabe 6

Analysiere fiir diese Aufgabe den Datensatz ceosal2.xls.
> Wie hoch ist das durchschnittliche Gehalt salary?

» Wie hoch ist die durchschnittliche Beschiftigungsdauer als
Manager ceoten?

» Wie viele Manager sind in ihrem ersten Beschaftigungsjahr
(ceoten = 0)?

» Welches ist die langste Beschaftigungsdauer als Manager?

» Schéatze das Regressionsmodell

In(salary) = Bo + Piceoten + u

Wie sind die Ergebnisse zu interpretieren?
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Aufgabe 6
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Aufgabe 6
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MaBeinheiten und die
funktionale Form
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Lineare Transformationen (Verdnderung der MaBeinheiten)

Multiplikation der Variablen des linearen Regressionsmodells mit
Konstanten impliziert eine entsprechende Transformation der
Schatzer:

Seien X, =c-xjund y; =d -y firc,d e R, ¢,d#0,i=1,...,n

Dann gilt: N N
Vi = Bo+ B1%i
¢> ~ ~
dy; = Bo + Picx;
< 1
~ C ~
yi = gPo+ —Bixi
dass

- N ~ d -~
Bo = dfp und B1 = 251

Das BestimmtheitsmaB R? ist invariant!
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Die Semi-logarithmische Form

Die Semi-logarithmische Form misst die prozentuale Verdnderung
des Regressanden bei absoluter Veranderung des Regressors.

Das 6konometrische Modell
In(wage) = Bo + Preduc + u

misst (falls Au = 0):

Awage

~ P1Aeduc
wage

Eine Erhdhung der Bildung um ein Jahr geht einher mit einem
Anstieg des Lohnes um 100 - 37 %.
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Log-Stundenlohn und Bildung

Population Regression Function

In(wage) = Bo + Preduc + u

In(wage) : natirlicher Logarithmus des Stundenlohns in $

educ : Bildungsjahre

Regressionsgerade:

—

In(wage) = 0.584 + 0.083educ

n =526, R?> =0.186
Im Vergleich:
Wird wage anstelle von In(wage) erklirt, betrigt R = 0, 165.
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Die Log-Logarithmische Form

Die Log-logarithmische Form misst die prozentuale Veranderung
des Regressanden bei prozentualer Veranderung des Regressanden.

Im 6konometrische Modell
In(salary) = o + P1 In(sales) + u
ist 51 die Elastizitdt von salary in Bezug auf sales:

Wenn sich sales um 1% &dndert, dndert sich salary um (31%.

Die OLS-Regression ergibt

—

In(salary) = 4.822 + 0.257 In(sales)

n =209, R?> =0.211

Diese Form wird auch Modell mit konstanten Elastizitaten
genannt.
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Nichtlineare Transformationen

Zusammenfassung;:
Modell Regressand Regressor Interpretation 31
Level-Level y X Ay = B1Ax
~ 3 A
Level-Log y In(x) Ay =~ B15%
Log-Level In(y) X Ayy ~ f1Ax
Dy . o A
Log-Log In(y) In(x) S
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Aufgabe 7

Betrachte das zweimalige Werfen eines fairen Wiirfels. Diese
beiden (unabhangigen) Zufallsvariablen werden als X; und X
bezeichnet. Definiere durch Y := X; + X5 die Augensumme aus
beiden Wiirfen sowie durch Z := Xj - X> das Produkt der
Augensummen aus den einzelnen Wiirfen.

a) Berechne E[Y] und E[Z].
b) Berechne E[Y|X1] sowie E[Z]|X1].

c) Uberpriife jeweils die Eigenschaft E[Y] = E[E[Y|X1]] bzw.
E[Z] = E[E[Z]X4]].
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Aufgabe 7
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Aufgabe 7
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Aufgabe 8

Analysiere fiir diese Aufgabe den Datensatz sleep75.xls und
betrachte das Modell

sleep = By + Pitotwrk + u

sleep: Schlaf-Minuten pro Woche
totwrk: Arbeits-Minuten pro Woche

» Fiihre eine Regression durch und betrachte den Qutput.
» Welche Bedeutung hat der Achsenabschnitt /3’0?
> Wie groB ist R? und was bedeutet dies?

» Wenn totwrk um 2 Stunden steigt, wie verandert sich der
prognostizierte Wert von sleep?
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Aufgabe 8
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Aufgabe 8
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Aufgabe 9

» Generiere eine Stichprobe von 500 Beobachtungen x; von
unabh&ngigen uniform verteilten Zufallsvariablen auf [0,10].
gretl: x=randgen(u,0,10)

» Berechne den Stichprobendurchschnitt X und die
Stichprobenvarianz xx — xx.

» Generiere eine Stichprobe von 500 Fehlern u; von
unabhangigen normalverteilten Zufallsvariablen mit
Erwartungswert 0 und Varianz 36.
gretl: u=randgen(n,0,6)

» Generiere eine Stichprobe von 500 Beobachtungen y; mit
Yi=14+2x+u;
» Schitze anhand OLS die Parameter 3y und (31 des Modells

yi = Bo + Pixi + uj
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Aufgabe 9
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Aufgabe 9
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Erwartungswerte und Varianzen

der OLS-Schatzer
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Die Schéatzer ﬁAo und 31 des einfachen linearen Regressionsmodells
sind Funktionen der Daten der Stichprobe.

Wenn wir die Stichprobe als ZufallsgroBe betrachten, so sind auch
Bo und By Zufallsvariablen und haben statistische Eigenschaften.

Um diese Eigenschaften herzuleiten, bendtigen wir einige
Annahmen.

Die Abkiirzung SLR steht hierbei fiir ,,simple linear regression*.
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Annahme SLR 1

Linearitdat in den Parametern

Im okonometrischen Modell steht die abhangige Variable y in
Relation zu der unabh&ngigen Variable x und dem Storterm u:

y = /80 + /BIX +u,
wobei B9 und 1 unbekannte aber feste Parameter sind.

Bemerkungen:
» Erlaubt, dass wir die Variablen nichtlinear transformieren.

» Fordert additive Separabilitat.
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Annahme SLR 3

Variation der erklarenden Variable
Die Stichprobenwerte xi, xo, . .., X, sind nicht alle identisch.

Bemerkung:

Mit SLR 3 folgt: Xx — X% > 0
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Annahme SLR 4

Bedingter Nullerwartungswert

Bei gegebenen Werten x betragt der bedingte Erwartungswert des
Storterms uj = y; — Bo — Bix;, i =1,...,n, null:

Eluilx] =0, i=1,...,n

Bemerkung:

Mit SLR 1 folgt: E[y;|x] =pfo+B1x;, i=1,...,n.
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Erwartungstreue

Die beiden Schatzer

~ _ XY — Xy _
Bo = y———22X
XX — XX
s XY
b1 = —/—=
XX — XX

sind erwartungstreu:

Theorem 2.1
Unter den Annahmen SLR 1, SLR 3 und SLR 4 gilt

E[Bo] = Bo und E[B1] = B
fiir beliebige Werte By und (.

Vorkurs Okonometrie: Vorlesung, 52 Marvin Bongiovi, Zentralgebiet Methoden, Fakultit WiWi, TU Dortmund 88 / 110


mailto:marvin.bongiovi@tu-dortmund.de

Beweis Theorem 2.1 fiir E[ﬁl] = 01

> (xi — X)Elyilx]
27:1(’0 — X)?

SLR 1.4 iy (Xi — X)(Bo + B1xi)
Z?:I(Xf - X)?

. Z?:I(Xf - >_<) Z?:l(xf - >_<)Xi N
L S Y o S )

Mit der Teleskopeigenschaft fiir Erwartungswerte gilt

d

E[Bi] = E[E[Ai[x]] = 6
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Beweis Theorem 2.1 fiir E[BAO] = 0o

Elfolx] = E [)7 — 31?‘ X]
= E[y|x] - E[Ai|x]x
N TBEY
= n — Yi 1
SLR:1,4

Bo + B1x — B1X = Bo

Mit der Teleskopeigenschaft fiir Erwartungswerte gilt

E[Bo] = E[E[Bolx]] = Bo
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Annahmen

Annahme SLR 5
Homoskedastizitat

Fiir beliebige gegebene Regressordaten x ist die bedingte Varianz
des Storterms u;, i =1, ..., n identisch:

Var(uilx) =0%>0, i=1,...,n

Bemerkungen:
Da Var(uj|x) nicht von x abhingt, gilt auBerdem Var(u;) = o2.

Ist SLR 5 verletzt, heiBt der Storterm heteroskedastisch.

Annahme SLR 5b

Wir fordern zusatzlich: Cov(uj,uj|x) =0fiiri,j=1,...,n, i#j
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Bedingte Verteilung von y unter Homoskedastizitat

fylx)

F [y [x3] —
Ely|x] . .
E[y| ]_] " // //

s s s

7 X
X1 X2 X3

Aus Var(uj|x) = o fiir i = 1,...,n und SLR 1 folgt

Var(yi|x) = Var(Bo+pBixi+ui|xi) = Var(ui|x;) = ol firi=1,...
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Theorem 2.2

Stichprobenvarianzen der OLS-Schatzer

Unter den Annahmen SLR 1, SLR 3, SLR 4 und SLR 5+b gilt:

A 1 xx
V: —g2- X
ar(bolx) = o 3=
A 1 1
Var(p1|x) = 02~ ———
nXxx — XX
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Beweis Theorem 2.2 fiir Var(f1|x)

Var(Bilx) "3 var (Z‘I(X_X)y)

R G e s e )
SLR 256 > rq(xi — X)?Var(u;|x)
(X7 (6 — %)2)°
StRs  Yoiq(xi — X)?0?
(X7 (i — %))’

o? 1, 1
== —_— = = — 0
ST i(xi—Xx)2 n Xx—XX

Je starker der Regressor streut und je groBer die Stichprobe ist,
desto genauer ist (1.
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Beweis Theorem 2.2 fiir Var(/5|x) Schritt 1

n
_ SLR 1 1
Var(y|x) “=" Var <n Z Bo + Bixi + u;

B 1
o n
SstRsb 1
= 2 Z r(uilx)
=1

strs 1 5
= -0
n

!
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Beweis Theorem 2.2 fiir Var(/3|x) Schritt 2

n n = .
Cov(y.Prlx) "E " Cov (1 Sy, izl =X

1 n n Xj_)_(
— ;;chov(}/hyﬂx)
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Beweis Theorem 2.2 fiir Var(/3|x) Schritt 3

Var(fo|x) =

Var(y — p1x|x)

Var(y|x) — 2Cov(y, B1|x)X + Var(b1|x)xx
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Schatzung der Varianz des Storterms

Bei einer gegebenen Stichprobe sind die Ausdriicke

1
x;Z

=1

1 — ?
#(03)
1=

Bei 02 handelt es sich aber um einen unbekannten Parameter, der
zu schitzen ist.

und

bekannt.
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Theorem 2.3

Unverzerrter Schitzer fiir o2

Sei der Schitzer fiir o2 definiert durch:

. 1 .
P o
n—24

i=1

Unter den Annahmen SLR 1, SLR 3, SLR 4 und SLR 5+b gilt:

E[6%|x] = 02
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Begriindung fiir Theorem 2.3

Der Beweis ist etwas aufwendiger und wird spater nachgeholt.

Warum gilt nicht 62 = 1 5™ | 427

Durch die beiden Gleichungen

n

> =0
i=1

n
}:mmzo
i=1

werden zwei Freiheitsgrade , verbraucht".

Daher teilen wir die Summe der quadrierten Residuen durch n — 2.
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Schatzer fiir die Varianzen der Schatzer

Mit dem Schatzer

A2 _ 1 2
n—24%« !
i=1
ergibt sich
ol XX

Mit den Standardfehlern der Schatzer der Regressionskoeffizienten

se(Bo) = \/ Var(fo|x) und se(B1) = 1/ Var(B1|x)

kdnnen wir spater Intervallschatzungen fiir die
Regressionskoeffizienten vornehmen.
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Aufgabe 10

Betrachte das 6konometrische Modell
Yi=Bo+pr-xi+u,i=1,...,n

mit SLR 1, SLR 3 und SLR 4 und ermittle die OLS-Residuen {i;,

i=1,...,n.
Betrachte nun das Modell
i=ap+a1-xi+vi, i=1...,n

wobei wieder SLR 1, SLR 3 und SLR 4 gelte.
Wie lauten die OLS-Schatzer &g und &17

Wie interpretierst Du das Ergebnis?
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Aufgabe 10
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Aufgabe 10
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Aufgabe 11

Betrachte das 6konometrische Modell (SLR 1)
yvi=0Bo+ b1 -xi+u,i=1....n

a) Zeige, dass fo = 3.7, a% - y; und By = Y27, al - y; gilt mit

1 Xj — X
0 o Sl 1 i
a=——X-a;und 3 = =f—F—
IR SR 0
b) Zeige, dass .7 ;a%=1und 3.7 ;3% x; = 0.
Benutze hierfiir die in der Vorlesung gezeigten Ergebnisse
ST, at=0und 37 al-x =1

c) Zeige mit den Ergebnissen aus a) und b) und den Annahmen
SLR 3 & 4, dass By erwartungstreu fiir B9 und dass 51
erwartungstreu fiir 51 ist.
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Aufgabe 11
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Aufgabe 11
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Aufgabe 12

Benutze das Modell und die Ergebnisse aus Aufgabe 11 und zeige
unter SLR 5 und SLR 5b, dass

~ 1 XX
Var(60|x) = 0'2*7)(7)(__
nxx — XX
und i _
A oA X
Cov(fo, Prlx) = —0? = —"—
nxx — XX

Benutze hierbei das in der Vorlesung gezeigte Ergebnis
n N2 _1_1
Y (37)" = s

Erstelle die Varianz-Kovarianz-Matrix des Vektors (gi)
A AN Var(Bo)  Cov(fBo, B1) >
3 (%o 1) ( Covl(fr. fo)  Var(fh)

Wie interpretierst Du diese Matrix?
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Aufgabe 12
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Aufgabe 12
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