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Ubung 1. Seien X, ..., X, diskrete Zufallsvariablen auf Riumen Xy, . .., X, mit gemein-
samer Verteilung P und Dichte p und seien Y1,...,Y, eine weitere Familie von Zufalls-
variablen auf den selben Rdumen Xi,..., X, mit gemeinsamer Verteilung @Q und Dichte
q. Firi € {1,...,n} bezeichnen Pi; und Q1. die jeweiligen Randdichten der Vektoren
(X1, Xi) baw. (Y1,...,Y;) und bezeichnen Px 1. ;-1 und Qy,)1. -1 die jeweiligen be-
dingten Dichten von X; beziiglich X1, ..., X;—1 unter P bzw. Y; beziiglich Y1, ...,Y;_1 unter
Q.
Zeigen Sie, dass fiir die Kulback-Leibler-Divergenz von P unter @), definiert durch

(x)
D(PQ) = plaoyn (25)
x€X1§i§§i,p(x)>0 q<x)
gilt:
D(PHQ) - ZEPI:ifl [D (PXZ-|1...i—1HQYi\l...i—l)] .
i=1

Beweis. Sei ohne Einschrankung p(z) > 0 fiir alle z. Wir verwenden die (etwas unsaubere)
Notation:
p(xl,...,mi) = P(Xl = xl,...,Xi = xz)

und analog fiir (). Dann gilt
Px,1..i-1(Xi = xi) =

Damit folgt:

p\r1,...,%; p\r1,...,2;) - q\T1,y...,T5-1
D(Px;1..i-1l1Qy;1...i-1) = Z p(ﬂfh 0 1H< ( i) - al : )>.

.. y
X, > Ly 1)
Somlt haben wir

Ep,y [D(Pxp...ic1lQvip..iz1)]
= Z p(1, . 2i1) D(Px,p.im1 Qv 1)

T1,.5Ti—1

SN e <p(x1,...,xi).q(asl,...,m_l)> .

N q(x1, ..o x) - pler, ... xim1)

Wir zeigen nun die Aussage per Induktion. Der Fall n = 1 ist aus letzterer Formel klar.



Gelte die Aussage fiir n — 1. Dann ist

D(P|Q)
T1,...,T
= Z p(flfl,...,.fl}n)hl <p(ln)>
R q(x1,. .., xn)
SN ) [m (p(:cl,...,xn>q(x1,...,xn_1>) o (pm,...,xn_l)ﬂ
Q@1 T )P@ 1, s ) Q@1 1)
p(xlu KR 7:1;71—1)
=Ep,, , |DP _ _1)| + Tlyenn, Ty ln< )
P [D(Px,1.n—1l1Qyv,1.n—1)] MZIRP( 1 n—1) T
n
= ZEPLH (D (Px,p1..i-11Qvi1..i-1) ] »
i=1
wobei wir im vorletzten Schritt > p(z1,...,25) = p(z1,...,2p—1) und im letzten die
Induktionshypothese verwendet haben. ]

Ubung 2. Sei eine Familie von Graphen G(n), n € N mit endlichen Kantenmengen gege-
ben. Wir definieren zufillige Teilgraphen G(n, p) durch Perkolation auf G(n) mit Parameter

€ (0,1) (Kanten sind unabhdngig voneinander aktiviert mit Wahrscheinlichkeit p und
mit Wahrscheinlichkeit 1 — p deaktiviert). Bezeichne A(n,p) das Ereignis, dass G(n,p)
zusammenhdngend ist und setze p, := 210%

a) Nehmen Sie an, dass gilt:

1 1
1-—>P[A n)] > 1——.

Zeigen Sie dass dann fir den totalen Finfluss auf A(n,py,) folgt:

I(A(n,pa)) = L o>

8log?n

b) Nehmen Sie an, dass gilt:
3/4 = P(A(n,pn)) 2 1/4.

Zeigen Sie dass dann fir den totalen Finfluss auf A(n,py) folgt:

n
I1(A(n,pn)) > ———, n>2.
(A(n, pn)) 3210 n

Beweis. Das Ereignis A := A(n, p,,) ist monoton in den einzelnen Bernoulli-Zufallsvariablen,
die die Kanten an- und ausschalten. Damit sind wir im Setting von Korollar 4.28 (auch
wenn dort n etwas anderes ist, ndmlich die Anzahl der Zufallsvariablen, also die Kanten-
menge von G(n)). Also gilt:

Es gilt py, log(i) > 0. Zudem gilt zlog() > z(1 — z) (Das folgt aus —logz > 1 — x bzw.
logez <z —1).



a) Damit haben wir

PANI-P()  _ PAI-PMA) (A-bf 1

n

I(A) >

2ogn () log(21 =T 210 =" 2log?n ~ 8log’n’
£ (log n — log(2logn)) g n gén g n
Hierbei haben wir verwendet, dass log(2logn) > 0 und 1— % > % fiir hinreichend grofle

n.

Bemerkung: Die Ungleichung P(A) > 1 — 1/n ist bekannt fiir Erdos-Rény; bei der
anderen bin ich mir nicht mal sicher, ob sie in diesem Fall stimmt ...

Interpretation: Wir kénnen mit unserer Methode nicht zeigen, dass der totale Einfluss
auf A fiir n — oo nicht gegen 0 geht. Aber immerhin geht er langsam gegen 0.

b) Wir rechnen (analog zu oben)

/16 n

I1(A) > .
(4)= n210g2n ~ 32log%n

O]

Ubung 3. Ziel dieser Aufgabe ist, zu zeigen, dass fiir Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf
endlichen Mengen die Han-Ungleichung dquivalent zur Subadditivitit der Entropie ist. Zur
Erinnerung an die Subadditivitit der Entropie: FirY = f(Xy,...,X,), wobei X1,..., X,
unabhdngige Zufallsvariablen sind, gilt

Ent(Y) < Ezn:Ent@(Y). (1)
=1

Dies war im Fall, dass die Zufallsvariablen endliche Wertebereiche haben, mit Hilfe der
Han-Ungleichung bewiesen worden.

Sei nun X endlich und seien X1, ..., X, unabhingige Zufallsvariablen auf X. Verwen-
den Sie (1), um daraus die Han-Ungleichung

L v (i)
H(X) < Z;H<X )

n—1 —

herzuleiten. Dabei gilt fiir die Verteilung von X = (X1, Xic1, Xig1,...X5), dass
P (X(Z) = (xb sy L1 Tl - - - xn)) = Z Q(l‘h sy Ti—1, L Lit1y---, xn)>
teX
wobei q(x) :==P(X = z)und H(X) := -, q(x)logq(x) ist die Shannon-Entropie von X.
Beweis. Sei @ die Verteilung der Zufallsvariable X und sei P die uniforme Verteilung
auf X™. Sei ¢ die Verteilungsfunktion von X, d.h. ¢(z) := P(X = z) und k := |X|. Sei
Y = dQ/dP. Dann gilt Y (z) = ¢(x)k™ und Ep(Y) = 1. Nun gilt
Butp(Y) = D(QIIP) = 3 g(a) og(q(e)k") = —H(X) + nlog.
sowie

Ep [Emgm} — Entp(Y) - Y <Z q(t,x)) log (k"l S alt, x))

zeXxn—1 \teX tex
= Entp(Y) + HXW) = (n— 1) log(k)



und analog mit 1 ersetzt durch i € {1,...,n}. Also haben wir insgesamt:
) — _ - (i)
H(X) = —nlog(k) + Entp(Y) < —nlog(k) + 3 E [Entp (Y)
i=1

= —nlog(k) + Z (Entp(Y) +HXD(Y) = (n-1) log(k))
i=1

= (—n—n(n-1)logk+ Y (—H(X)+nlogk)+ HXV(Y)))
=1

= —nH(z)+ Y HX(Y))).
=1

Umstellen liefert das gewiinschte Resultat. O

Ubung 4. Sei p das Lebesgue-Maf auf R

a) Seien P und Q Gaufimafle mit Erwartungswerten p, i € R und Varianzen o,6 > 0.
Berechnen Sie die Kullback-Leibler-Divergenz D(P|Q).

b) Sei P die Gleichverteilung auf dem Intervall [—1/2,1/2] und @ das Standardgaufimafs
auf R (Erwartungswert 0, Varianz 1). Berechnen Sie die Kullback-Leibler-Divergenz
D(P|Q).

c¢) Sei nun P die Gleichveteilung auf dem Intervall [—a,al, a > 0 und Q das Standard-
gaufmafl auf R. Finden Sie das a, welches D(P||Q) minimiert.

Beweis. a) Wir miissen die Abbildungen X,Y : R — [0,00) aus der Definition identifi-
zieren. Es gilt:

P(A) = /A fp(t)dt,

also ist X (t) = fp(t), wobei fp(t) die Dichte des Gaumafles P ist. Analog Y (t) =
fo(t). Damit ist

D(P|Q) = Ep In(X/Y)] = /R Fr () In(fp ()] fo()dt

Y .
- pr(t) <ln <Z) i (fUQUQM) N (1:265) >dt

4 Y
—u(2) -+ [0
=In <Z> —;—l-/pr(t)(x/‘)2+22§£M2+ﬂ2dt
SR N S (Tl 1
_ln<o_>—2+20~_2—|— 552
— o 1 0'2 (N_ﬂ)Q
e (‘7) T3 <2~2 B 1> T 952

b) Wir miissen wieder X und Y identifizieren. Es gilt (analog zu oben): X (¢) = 1_1/2,1/9(?)
und Y () = f(t), wobei f(t) die Dichte der Standard-Normalverteilung ist. Es ist



P(Y =0) =0, also kénnen wir die Kullback-Leibler-Divergenz wie folgt berechnen:

B X B 1/2 . B 1/2 xj
D(P||Q) =Ep [m (Yﬂ = /_1/21n (f(x)™) dw = /_1/2 In(v/27) + 5 de

_ 1 2(1/2)° 1 1

= 5 In(2m) + 6~ 3 In(27) + 57

c) Jetzt ist X (t) = i]l[,aya] (t). Wir berechnen analog zu Teil b):

2

D(P|Q) = In(v27) — In(2a) + %

Kurvendiskussion (oder Wolframalpha) zeigt, dass das minimal wird bei

a=3.

Abgabe bis zum 05.07.2021



