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Ubung 1 (Penrose’s square root law). Erinnerung: Seien Xi,..., X, i.i.d. Rademacher-

Zufallsvariablen (d.h. P(X; = £1) = 1/2). Dann ist der Vektor X = (X1,...,X,) gleich-
verteilt auf dem bindren Hyperwiirfel BHW := {—1,+1}". Bezeichne

xW = (X1,..., X1, — X5, Xit1, ..., Xp) den Vektor X mit geflippter i-ter Koordinate.
Fir A C BHW ist der Einfluss der i-ten Variable auf das Ereignis A definiert als

Ii(A) =P (]I{XGA} # ]l{y(i)EA}> :
a) Sei A :={x € BHW : >  x; > 0}. Zeigen Sie, dass fir jedes i € {1,...,n} gilt:
L;(A) ~ % fiir n — oo.
(Hinweis: Sie diirfen sich der Einfachkeit halber auf ungerade n beschrinken.)
b) Interpretieren Sie das Ergebnis aus Teil a) im Kontext demokratischer Abstimmungen.

Beweis. a) Sei oBdA n = 2m + 1. Dann gilt

L(A)=P[> X;=00r —1| =P > X;=0],
ki ki

denn es gibt genau 2m von ¢ verschiedene Indizes und die Summe der entsprechenden
X; muss gerade sein. Dies ist aber gleich
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= 1/71'\/:[m ~ 2/7r%.

wobei wir die Stirlingformel k! ~ v/27k(k/e)* verwendet haben.

b) Bei Ja-Nein-Abstimmungen in Demokratien ist der Einfluss von Wahlern proportional
zu 1/4/n (Wurzelgesetz von Penrose). Dies ist fiir n > 1 grofler, als 1/n. Beispiele:

e Klassensprecherwahl: 31 Schiiler und Schiilerinnen. Dann ist \/2/7//m =~ 57L.

e Biirgermeister in Kleinstadt mit n = 30.001 Einwohnern/Hochschulwahl: Dann
ist \/2/7//m ~ 15071

e Biirgermeister von Hamburg: n = 1.300.001 Wihler. Dann ist /2/7/\/m =
1.0107! > 1.300.000*.

e Bundestagswahl: n = 60.000.001 Wiihler. Dann ist /2/7/y/m ~ 6.8641
O

Ubung 2. (Wir verwenden weiterhin die Notation aus der vorherigen Aufgabe). Der
totale Einfluss auf ein Ereignis A C BHW (oder die Instabilitdt von A) ist



Zeigen Sie:
1(A) > 4P(A)(1 - P(A))

Beweis. Wir betrachten die Zufallsvariable Y := 21 xc 4. Beachte dass 2Y = Y2, Dann

Var(Y) = [E[Y?] - E[Y]?] = [2E[Y] - E[Y}?]
=4

Nach Efron-Stein gilt aber auch
1 n n
Var(Y) < o SE(Y-Y)?] =2) E[(lxea—Lgoea)?]
i=1 i=1

wobei X eine Kopie von X ist, bei der die i-te Koordinate unabhiingig neu ausgewiirfelt
wurde. Nun ist

1 faHS ]]~XEA 7é ]1 X () 5
(]lXeA - ]1)2<i)e,4))2 = Xea
0 sonst.

Also ist

E[(Ixea— ]1)2@)@1)2] (Ixea #Lgireq)
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= 5P(lxea # 1zo )

und es folgt die Behauptung.

Ubung 3. Seien X und Y abzihlbar und P eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf X x Y

mit Randverteilungen Px und Py. Seien Qx und Qy weiterhin Wahrscheinlichkeitsver-
teilungen auf X bzw. Y. Zeigen sie

D(P|Qx ® Qy) = D(P|[Px ® Py) + D(Px||Qx) + D(Py||Qy)

Beweis. Sei p die Dichte von P, px und px die Dichten von Py und Py sowie gx und gy
die Dichten von Qx bzw. Qy. Nach der Definition von D(P||Qx ® Qy) und da px(z) =0



oder py (y) = 0 bereits p(z,y) = 0 impliziert gilt

D(P|Qx ®Qy) = Z p(z,y)log <p(a:,y)>
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= D(P||Px ® Py) + D(Px|Qx) + D(Py||Qy)

Ubung 4. In der Vorlesung wird gezeigt werden:

Theorem 0.1 (Subadditivitidt der Entropie). Sei @ : [0,00) — R definiert durch ¢(0) =
und ¢(z) = zlnz sonst. Seien Xi,..., X, unabhdingig mit Werten in einer abzdihlbaren
Menge X und sein f: X™ — [0,00). Wir definieren Z := f(X1,...,Xy). Dann gilt:

Ent(Z) := E®(Z) — ®(EZ) < Z[ EOD$(Z <I>(E<“Z)].
Fiihren sie einen ersten Schritt des Beweis aus, indem Sie zeigen, dass es gentigt, die

Aussage im Fall EZ = 1 zu zeigen.

Beweis. Gelte die Aussage fiir Z und sei ¢ > 0. Wir miissen zeigen, dass sie dann auch
fir ¢Z gilt. Dazu rechnen wir:
O(cZ)=cZ(lnc+InZ)=cZInZ + P(c)Z = cP(Z) + ®(c)Z,
O(cEZ) = c®(EZ) + ®(c)EZ



(Das gleiche gilt mit E(®) statt E). Damit:

Ed(cZ) — B(E(cZ)) = ED(Z) + B()EZ — c®(EZ) — ®(c)EZ
= ( (Z) - 2(EZ))
<ec {E(z E®) Z)}
_ Zn: [cE Do(2) + d()EDZ — o(ED 7) — @(C)E@Z]
i=1
= [E — ED (cZ))} :
=1

Nichtnegative Zufallsvariablen mit Erwartungswert 0 sind fast sicher konstant 0, sodass
die Gleichung automatisch gilt. O
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