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Ubung 1. Betrachten sie die bereits in der Vorlesung definierte ”First passage percolation”
auf Z¢ mit Kantenmenge E = (e;)ic1, wobei I die Kanten zwischen nichsten Nachbarn
enthdlt, und die Kantengewichte unabhingige Zufallsvariablen

X;:Q—[a,b], E(X}) <o% icl

(2
mit 0 < a < b < 0o sind. Definiere fiir einen Pfad v zwischen Vertizes x und y dann
()= >, X
iel,e;Cy

und die Zufallsvariable
Z(x,y) := inf{l(7y) | v verbindet x und y}.

Zeigen sie:

d

b b
Var(Z(,)) < o~ ly —ally = 0>~ > Jyi — i
j=1

Beweis. Sei v* ein Pfad von z nach y, auf dem das Minimum angenommen wird. Aus der
Vorlesung wissen wir bereits, dass

Var(Z(z,y)) < 0’E (#{Kanten im optimalen Pfad v*}).

Da alle X; € [a, b] folgt auBerdem, dass wenn 7; ein kiirzester Pfad beziiglich der I'-Metrik
von x zu y ist

a-#{Kanten im optimalen Pfad v*} <I(y*) = Z X;
icl,e;Cy*
< Z X; < b-#{Kanten im kiirzesten Pfad ~;}
iel,e;Cm

sodass
20 A 9 b
Var(Z(z,y)) < o“—#{Kanten im kiirzesten Pfad v} = o= |ly — z||;
a a

da auf Z? jeder kiirzeste Pfad von = zu y beziiglich der [!-Metrik genau ||y — z||, viele
Kanten enthlt. O

Ubung 2. Wir betrachten einen Erdis-Rény-Graphen G € G(n,p), d.h. im vollstindigen
Graphen vom Grad n (Knotenmenge V- = {1,...,n}; je zwei Knoten durch eine Kante ver-
bunden) werden Kanten mit Wahrscheinlichkeit p beibehalten und mit Wahrscheinlichkeit
(1 —p) geldschit.



Die zum Erdis-Rény-Graphen G =: (V, E) zugehorige Adjazenzmatrix ist die Matrix
A = (aij)ij=1,.n, wobei

{1 wenn die Kante (i,j) in E ist,
aij =

0 sonst.
Bezeichne A\1(A) den grifsten Eigenwert von A. Zeigen Sie:
ED(A)] > (n - p.
Beweis. Es gilt (da A symmetrisch):
E(A(A)) =E sup (u, Au).

flull=1
Wir wéhlen ein bestimmtes u, ndmlich u = ﬁ(l, ..., 1) und finden
L&
> = g
> nE”z:I ajj.

Da aj; = 0 (keine Kante von ¢ nach i) und a;; = aj;, finden wir

= 2 Z Eaij = 7271(” — l)p = (n — 1)p.

O]

Ubung 3. Seien X1,..., X, i.i.d. Zufallsvariablen mit Werten in N und P(X; = k) = px
fir alle k € N und i € {1,...,n}. In der Vorlesung hatten wir die Anzahl verschiedener
Werte in der Stichprobe (X1,...,Xy) definiert als

n
Z(n) = Z H{X#X1,---7Xi7ﬁxz>1}
i=1
und deren Erwartungswert berechnet als

n o)

E[Z(n)] = (1= pr)" ' pp.
i=1 k=1

Zeigen Sie limy,_,o E[Z(n)]/n = 0.

Beweis. Sei e > 0. Wihle Ko € N, so dass ) 3 r  px < €/2. Dann ist

n Ko n 00 Ko n
EZm)] =3 > (=p) Tpet Y D =pe) e <D > (=p) Tt
=1 k=1 i=1 k=Kop+1 k=1 i=1

& ne ne
=> 1-(1—pp)"+5 <Ko+~
2 2
k=1
wobei die zweite Zeile durch Anwendung der geometrischen Reihe folgt.
Fiir n > 2Ky /e ist dann
E[Z(n)]
n

<e.



Ubung 4. Sei P ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf R und X; : Q@ - R, i € N i.i.d. Zu-
fallsvariablen, die gemdf$ P verteilt sind. Das empirische Wahrscheinlichkeitsmafl P, ist
definiert durch

1 n
P, (A) = - Z Lix,ea}
i=1

fiir A € B(R) (die Borel-o-Algebra auf R). Wir haben gelernt, dass der Satz von Glivenko-
Cantelli tmpliziert, dass fir alle e > 0 gilt:

Tim P (igﬂgwn((oo,t]) CB((—o0, 1)) ) 0

und fragen uns nun, ob das Supremum diber das Mengensystem {(—oo,t]: t € R} durch
ein Supremum tiber B(R) ersetzt werden kann. Genauer gesagt fragen wir uns, ob

iy P sup [P(4) =~ P(4)| > ) =0 (1)

n—o0 Ac (
fiir alle € > 0 gelten kann.
a) Zeigen Sie, dass (1) im Allgemeinen nicht gilt.
b) Finden Sie ein Wahrscheinlichkeitsmafl P, fir das (1) gilt.

Beweis. a) Sei P eine stetiges Wahrscheinlichkeitsma$ (z.B. X; ~ AN(0,1)). Fiir jedes
w € Qund jedes n € Nist Ay (w) :={Xj(w)U---UX,(w)} € B(R). Da P,(A,(w)) =1
fiir alle w € Q, aber aufgrund der Stetigkeit von P gleichzeitig P(B) = 0 fiir alle Mengen
B € B(R) mit |B| < oo gilt

P( sup [Pa(4)—P(A4)[ 1) =1
AeB(R)
fiir alle n € N. Damit kann (1) nicht gelten.

b) Sei P(X; =1) =P(X; =0) = 1/2. Dann ist fir alle A € B(R):

1
P(A) = 5(]1{1€A} + Lj0eay)

und . .
P, (A) = % (Z Xilgieay + (n - ZXZ) ]1{0€A}> .
Damit . .
|Pu(A) = P(A)| < [Teay (; % — ;) + Loy (; ! —an‘ - ;) ‘
= X1

1-X;, 1
s 2 s

i=1

X1l
‘ n 2
i=1

fir alle A € B(R). Damit ist

X1 Var(Y2, X;) n/4
Pl sup |P,(A) —PA)|>ec| <P — - >€/2] < C = —0
(AGB(R)‘ “) () ) ( ; n 2 / ) n?e?/4 n2e2/4
(2)
fiir n — oo wobei wir Tschebytscheff verwendet haben.
O
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