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1. MOTIVATION

Zunichst sollen klassische Situationen als motivierendes Fundament vorge-

stellt werden, in denen man Konzentrationsungleichungen begegnen kann.

(A) Gesetz der grofien Zahlen:

Fiir unabhingig, identisch verteilte Zufallsvariablen X1, ..., X, in £1(Q, P),

dquivalent durch E|X| < oo ausgedriickt, gilt das Gesetz der grofien Zahlen:
1 n

i=1

Eine andere niitzliche Formulierung ist folgende

n—oo

=1

Letztere Schreibweise kann vor allem in Féllen niitzlich sein, in denen wir kei-
ne identisch verteilten Zufallsvariablen vorliegen haben. Man beachte aber,
dass in solchen Féllen nicht allgemein die Konvergenz (1.1) gelten muss.

Bisher haben wir offen gelassen, welche Art von Konvergenz hier vorliegt.

Typischerweise formuliert man das Gesetz der grofen Zahlen z.B. in

e fast sicherer Konvergenz (starkes Gesetz der grofen Zahlen),
e stochastischer Konvergenz (schwaches Gesetz der grofen Zahlen),
e der £2-Norm.

Ein wichtiger Aspekt bei der Anwendung von Grenzwertsitzen in der Sto-
chastik ist die Konvergenzgeschwindigkeit. Typischerweise fragt man sich,
wie grofs der Approximationsfehler fiir endliche n ist. Solche nicht asympto-
tische Fragestellungen sind in der Anwendung wichtig, um die Giite einer Ap-
proximation fiir den Erwartungswert von echten gegebenen Daten z1, ...,y
abzuschétzen.

Dabei werden Abschitzungen der folgenden Bauart angestrebt:

1 n

- Z (Xi — E(X3))

< P
n at >~ f(nv Xl)a

wobei f(n, Px,) eine obere Schranke ist, die von dem Stichprobenumfang n
und von der Verteilung Py, selbst abhingt. Wiinschenswert wére es, wenn
f(n, Px,) wenige Informationen iiber die Verteilung benétigte, um moglichst
allgemeine Aussagen zu erhalten. In der £2-Norm fiir unabhéingige, aber nicht

notwendigerweise identisch verteilte, quadrat-integrierbare Zufallsvariablen
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kénnen wir folgende Abschétzung angeben

max {o;}
i=1,....,n

S m

L2(P)
Dabei sind o; die Standardabweichungen der ZVen X fir ¢ =1, ..., n.

- Z (X: — E(X3))

n -
=1

Die hier vorliegende Abschéitzung bildet im Fall von identisch verteilten Zu-
fallsvariablen sogar Gleichheit.

In Abschnitt 2 wird u.a. die Frage untersucht, welche Schranken sich durch

Verwendung von hoheren Momenten finden lassen.

(B) Rekonstruktion von Verteilungen in statistischer Lerntheorie
Wir betrachten den Datensatz x1, ..., z, € R als Realisationen von unabhén-
gig, identisch verteilten ZVen Xy, ..., X;; mit unbekannter Verteilung Py = pu.
Frage: Wie lésst sich aus geg. Daten die wahre Verteilung rekonstruieren?
Wir verwenden das sogenannte empirische Maf§

1 n
fn = g = 2 Oz,
1=

mit 0., als das Punktmaf in z;. Das liefert eine intuitive Moglichkeit fiir ei-
ne Schétzung von p. Die empirische Verteilungsfunktion aus den Datensatz
T1,..., Ty ist dabei zum empirischen Mafs assoziiert.

Auch hier stellt man sich die Frage nach der Giite der Approximation von p,
zu p. In welchem Sinne kénnen wir hier iiberhaupt eine Konvergenz formulie-
ren? Fin elementarer Ansatz ist durch den Fundamentalsatz der Statistik von
Glivenko-Cantelli gegeben, durch den die Konvergenz der empirischen Vertei-
lungsfunktion gegen die wahren Verteilungsfunktion in der Supremumsnorm
geliefert wird.

Auf Ebene der Maftheorie liegt eine schwache Konvergenz des empirischen
Mafies gegen das wahre Wahrscheinlichkeitsmafs fiir Mengen der Bauart

A= (—o0,z| firz € R
vor. (Hier evtl. noch Arten der schwachen Konvergenz in der Sprache Funk-

tionalanalysis diskutieren.)

Lasst sich die schwache Konvergenz fiir andere Klassen von Mengen formu-
lieren? Diese Frage wird in einem Exkurs zur statistischen Lerntheorie in
Abschnitt 3 untersucht.



(C) Irrfahrten auf Z?
Wir betrachten unabhéngig, identisch verteilte ZVen der Form

w0 (4)

Die Werte der ZVen beschreiben dabei Bewegungsrichtungen im Z2-Gitter.
Die Wahrscheinlichkeit fiir alle Richtungen soll i betragen. Nun summieren
wir die ersten n Bewegungsschritte auf und erhalten eine neue ZVe

n
z,:}jxw
=1

Sie beschreibt fiir verschiedene Zeiten i = 1,...,n einen Pfad auf Z2. (Hier
evtl. noch eine Abbildung einfiigen.) Man nennt solche Prozesse Irrfahrten.

Wir fragen uns in diesem Kontext beispielsweise, wie sich der euklidische Ab-
stand || Z,, || im Verlauf eines Pfades typischeweise verhélt. Es kann z.B. nach
einer oberen Schranke fiir max || Zi|| gefragt werden. Eine sehr einfache

=1,...

Antwort wire

max || Zi| <n,
da jeder Schritt maximal Lénge 1 hat. Das ist allerdings eine grobe Abschét-
zung.
Mit dem Zentralen Grenzwertsatz konnen wir oft Aussagen der folgenden
Bauart

max ||Z;]| < C-+v/n
i=1,...,n

gewinnen. Die Frage, wann solche Abschitzungen gelten und wovon die Kon-
stante C' abhéngt, bleibt noch offen. Unklar bleibt auch, wie die Verteilungen
Px, in die Abschéatzung eingehen.

Optional (D) Brownsche Bewegung
Hier interssieren wir uns fiir Suprema von stochastischen Prozessen. Ein pro-

minentes Beispiel dafiir ist die Brownsche Bewegung mit Zeithorizont T'
B: Qx1[0,T] - R.

Mit einer funktionalen Version des zentralen Grenzwertsatzes gilt:

Irrfahrt ——— Brownsche Bewegung
Donsker
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t — B, (t) ist f.s. nicht differenzierbare Trajektorie.
Ferner: Fiir jede Zeit ¢ > 0 gilt sup || B;(w)|| = co. Aber es gilt wiederum:
weN

sup ||By|| < CVT, C > 0.
te[0,7

Ziel: Prazisiere die Konstante C und die Wahrscheinlichkeit!

2. GRUNDLEGENDE UNGLEICHUNGEN

In diesem Kapitel wollen wir erste Beispiele von Konzentrationsungleichun-

gen kennenlernen.

2.1. Markov-Ungleichung und Co.

Sei X R-wertige ZVe auf Wahrscheinlichkeitsraum (€2, P) mit endlichem Er-
wartungswert F(X).

Frage: Um wie viel weicht X von seinem Erwartungswert E(X) ab?

Wir wollen obere Schranken fiir ¢ > 0 der folgenden Form finden:

P(X —B(X)>t) < ..
P(X — B(X) < —t) < ..

einfachste Antwort: Markov-Ungleichung
Sei Y > 0 eine ZVe mit E(Y) < oco. Dann gilt fiir alle ¢ > 0:

Y lyysy >t Liysy auf Q
Integration liefert:
E(Y - Lyysy) > t-E(Lyysy) =t P(Y >1).
Weitere Abschitzung der linken Seite:
E(Y- ]l{th}) < E(Y).

Falls die Dichtefunktion f von Y gegeben ist, ist es natiirlich, den Wertebe-
reich von Y auf die horizontale Achse aufzutragen.

Zusammenfassend: Fiir jede ZVe Y: © — [0, 00) in £!(Q, P) gilt nach obigen
Ausfiihrungen fiir ¢ > 0 die Markov-Ungleichung:

(2.1) PY > 1) < %E (Y - Lysy) < %E(Y).

Setze Y = |E(X) — X|. Das liefert eine erste Antwort:

PX-EX)2t)+P(X -E(X)<—t)=P(Y >t) < BY) _ E(X = EX)

t t
8



Werte von Y

AN

o}

f(t),\g-f(t) oo
J Lf(t)dt
Dichte
von Y
— - :
€ te [0, 00)
Wertebereich von Y
[ f(t)dt

ABBILDUNG 2. Wertebereich auf der horizontalen Achse.
Frage: Gibt es eine bessere Wahl von Y in (2.1)7

Hat X z.B. eine endliche Varianz Var(X), so gilt fiir ®(Y) mit ®(y) = y>
E@Y))=EY*)=E(|X -EX)? =Var(X) <oo = &Y)ecL!(QP).

Wende nun fiir ¢ > 0 die Markov-Ungleichung an:

E(®(Y Var(X
22 PIX-B(X)|2 0 = P@w) > o) < ZHEN - Vo)
und erhalte damit die Markov—éebyéev— Ungleichung. Die Ungleichung (2.2)
gilt fiir simtliche isotone (monoton wachsende) Funktionen ®: I — [0, 00)
auf einem Intervall I C R, sodass ®(t) > 0 ist. ! Fiir die Anwendbarkeit der

n dieser Vorlesung benutzen wir der Kiirze halber den Begriff isoton fiir monoton
wachsend und antiton fiir monoton fallend.
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Methode braucht man
d(Y)=0(|X — E(X)|) € LY, P).

Gilt fiir eine ZVe X: E|X?| < oo V¢ € N, erhalten wir V¢,t > 0:

E(|X —FE(X)?
P(x - B(X))) > 1) < P BN,
— schone Form, da linke Seite unabhéngig von ¢ ist (Optimierungsaspekt)
E(|X —FEX)?
(2.3) = P(X-EX)])>t)< ir>1% ( v (Xl )
q

Erstes Fazit: Je mehr Informationen {iber eine ZVe vorliegen, desto breiter
das Spektrum an potentiellen Abschéitzungen und Methoden.

Warum spielt der Fall q = 2 eine zentrale Rolle?
Seien X1, ..., X, unabhéngige ZVen mit endlichen Varianzen. Fir Z = """ | X;
gilt nach dem Additionssatz (Bienaymé):

Var(Z) = Z Var(X;).
i=1

— Formulierung einer Konzentrationsungleichung fiir gemittelte ZVen mit

Hilfe von Ungleichung (2.2):
< Var(Z2) o?

P(izn:(Xi—E(Xi))’>t> :P(
=22 2o

i=1
wobei 0% := 1 3™ | Var(X;) die gemittelte Varianz ist.

Z(Xi—E(XZ-))‘ >t-n>

=1

Bemerkung: In dieser Vorlesung spielt die Eigenschaft der Identischen Ver-
teilung eine weniger zentrale Rolle als die Unabhéngigkeit, da uns nicht der
explizite Wert des Limes interessiert, sondern gute Abschéitzungen fiir end-
liches n (bzw. die Konvergenzordnung). Natiirlich vereinfachen sich viele

Aussagen, falls die ZVen identisch verteilt sind.

2.2. Cramér-Chernoff-Methode.
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Idee: Wihle statt ®(t) = t2 nun ®(t) = eM fiir A > 0.
Analog zu (2.2) mit ®(y) = e nach Anwendung der Markov-Ungleichung:

E (e)\X) ‘

(2.4) P(X>1)=P (e)‘X > e)‘t> <=5

— Schranke mit exponentiellem Abfall gewonnen.
Studiere nun die Schranken genauer. Die folgende Abbildung

M:R—[0,00], M()) := E (e/\X>

nennen wir die momentenerzeugenden Funktion von X (kurz: MEF von X).
Sie ist gegebenenfalls unendlich. Betrachte Z = )" ; X; mit unabhéngigen
ZVen X, ..., X,,. Fir die MEF von Z — E(Z) gilt dann

E (eA zﬁzl(xi—mxi))) — ﬁ E (ex(xi—E(Xn)) :
i=1
wegen der Unabhéngigkeit der X7, ..., X,,. Sind (X; — E(X;)) zusétzlich iden-
tisch verteilt mit MEF M(\) := Mx, _p(x,)(A), so gilt mit (2.4):

p(Lz-pzy =) < Tl DI

Vorgehensweise bisher:

- Gewinne Klassen von Ungleichungen fiir verschiedene A

- Schranke iiber den Parameter A optimieren (Minimierungsaufgabe)

- Losen der Optimierungsaufgabe liefert eine (hoffentlich) gute Ab-
schatzung

Bemerkungen:

(a) Im Allg. liefern polynomielle Transformationen ®(t) = t¢ aus (2.3)
bessere Schranken als exponentielle Transformationen ®(t) = e* aus

(2.4). D.h.: fiir beliebige ¢t > 0 und ZVe X > 0:

E(X1 E(eMX
inf (X7) < inf (e )
>0t A>0 et

Beweisidee: Taylorentwicklung der Exponentialfunktion (Ubung).
(b) Wir interessieren uns fiir die Wahrscheinlichkeit der Abweichungen
vom Mittelwert mit folgender Bauart:

P(Z-E(2)|>t)=P(Z—-E(Z)>t)+P(Z - E(Z) < —t) fiir t > 0.

Wegen (b) geniigt es 0.B.d.A. die zentrierte Version der ZVe Z := (Z—E(Z))

zu betrachten und Abschétzungen fiir P (\Z | > t) herzuleiten.
11



2.2.1. Die kumulantenerzeugenden Funktion und die Cramér-Transformierte.

Sei Z ZVe mit MEF Mz()), d.h. (dquivalent zu (2.4)):
(2.5) P(Z > t) < e—)\tM(/\) _ e—)\t-&-ln(M()\)).

Fasse die obere Schranke als Klasse von Funktionen auf, um sie dann zu
minimieren. Dazu definieren wir die kumulantenerzeugende Funktion 1z (\)
(kurz: KEF):

Yz (N) == 1In(M(N) = In(E(e)).
Betrachte dazu die sogenannte Cramér-Transformierte:

Y7 (t) :==sup (M —¢z(N)) fiir A > 0.
A>0

Bedeutung der Cramér-Transformierte:

Minimiere die Schranke von (2.5) iiber A und betrachte nur noch den Expo-

nenten. Beachte: Vorzeichenwechsel liefert Maximierungsproblem:

P(Z>1) < inf o (Mt=In(\) _ —up()
A>0

Untersuche nun den Definitions- und Wertebereich der Cramér-Trafo 7.
Zunéchst bemerkt man eine Eigenschaft der KEF fiir beliebige ZVen Z:

¥7(0) = In(1) = 0.

Dieser Zusammenhang ist niitzlich fiir Randwertuntersuchungen. Auf die
Cramér-Trafo iibertragt sich dies, wenn man fiir A = 0 setzt, wie folgt:

Y (t) = sup (Mt —z(A)) > 0—0=0.
A>0

Insbesondere wissen wir nun, dass der Wertebereich von 17, nichtnegativ ist.

Warum betrachten wir nicht A € R, sondern nur A > 0 im Supremum?
Falls fiir die ZV Z € £ gilt, so gilt nach der Jensen-Ungleichung

e)\E(Z) < E(eAZ) _ M(}\),

wobei der letzte Ausdruck auch unendlich sein kénnte. Logarithmieren dieser

Ungleichung ergibt
A E(Z) < n(M(V) = $7 (V).
Betrachte A < 0 und ¢ > F(Z) und schétze die linke Seite ab

A-B(Z)> At

12



Insgesamt folgt aus beiden Ungleichungen fiir A < 0 und ¢t > E(Z):
At—=1z(N) <0

Die Annahme ¢ > E(Z) lasst sich allgemein dadurch motivieren, dass wir
zentrierte ZVe Z mit E(Z) = 0 betrachten wollen.

Fazit: Obige Randbetrachtung fir A = 0 das liefert, dass das Supremum

iiber A nicht im negativen Bereich angenommen wird, d.h.

(2.6) Pz(t) == sup (At —1pz(N)) = sup (At —1hz(X)) = z(t) fir t > E(Z).
€ >

Wir nennen die Funktion 7 in (2.6) die Fenchel-Legendre-Transformierte
oder auch Fenchel-Legendre-Duale von 1.

Nicht jedes ¢ > 0 liefert brauchbare Chernoff-Schranken. Falls ¢%(t) = 0
ist, ergibt sich eine triviale Schranke e=%z(*) = 1. In welchen Féllen tritt dies
noch ein?
Einerseits ist der Fall ¢z (A) = oo fiir A > 0 problematisch. Dann folgt

Pz (t) = sup (At — ¢z(A)) = 0.

A>0

Andererseits ist der Fall ¢ < F(Z) problematisch wegen

A< AE(Z) <pz(N)  fiir A> 0
= M—1z()\) <0und =0 fiir A =0.

Um diese Situation zu vermeiden, nehmen wir in diesem Kapitel an, dass ein
Ao > 0 existiert, sodass F (6)‘02 ) < oo gilt. Mit der Holder-Ungleichung l&sst
sich zeigen, dass dann auch das exponentielle Moment fiir A < \g existiert
(Ubung). Es gilt dann also:

fiir alle A € [0, A\g] : E(e*?) < oo.

Setze dazu die Zahl b := sup{\ > 0| E(e*?) < oo} € [0,0c]. Da die Vor-
aussetzung E(e*) < oo fiir A = 0 immer erfiillt ist, geniigt es auch hier
statt A € R nur den Bereich A > 0 zu untersuchen. In den meisten Féllen ist
b € {0,00}. Dagegen ist fiir exponentialverteilte ZVen der Wert b gerade der

Parameter der Exponentialverteilung.
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Bemerkung 2.1 (Eigenschaften der kumulantenerzeugenden Funktion). Fol-
gende FEigenschaften werden sich fiir Optimierungsaufgaben als niitzlich er-
weisen:

(a) ¥ =1z ist konvex auf I := (0,b) (auch giiltig, falls b = oo )

(b) 1 ist strikt konvex auf I, falls Z nicht fast sicher konstant

(c) ¥: I = Rist C™
Fiir zentrierte Zufallsvariablen Z gilt dariiber hinaus:

(d) ¥z : [0,b) — Rist C'. Beachte: 0 ist zusdtzlich im Definitionsbereich.

(e) ¢ (0) = 0 (zusitzlich zu 1z (0) = 0)

(f) Es geniigt die Cramér-Trafo auf dem Intervall I zu bestimmen:

Pz(t) = sup (At — ¢z(A)) = sup (At — ¥z(A))
A>0 el

Die Beweise von (a) - (f) werden als Ubungsaufgaben gestellt.

2.2.2. Bestimmung des Supremums mittels der Ableitung. Ansatz:

- 1z ist C' — mittels Ableitung stationire Punkte berechnen
- strikte Konvexitét liefert Eindeutigkeit des Optimums auf [

d ,
0= (M= p() =t = ¥/()
G =y ()

Sei A¢ eine Losung dieser Gleichung. Falls man den trivialen Fall einer fast
sicher konstanten Zufallsvariable ausschliefst, ist 1 strikt konvex.
= ) ist eindeutig.

Definition: Sei B := 1/,(b). Dann ist ¢}, : I — (0, B) wegen strikter Mo-
notonie bijektiv mit strikt monotoner Inversen (%)~

Daher gilt fiir alle ¢ € (0, B) : A\s = ()1 (¢).

Diese Formel kénnen wir nun nutzen, um fiir konkrete Verteilungen die

Cramér-Trafo auszurechnen.

14



2.2.3. Cramér-Transformierte verschiedener Verteilungsklassen.

(a) Cramér-Transformierte fiir zentrierte Normalverteilungen:

Sei Z ~ N(0,0?) mit Varianz o2. Beachte, dass wir Zentriertheit

brauchen.
2 2

- zunédchst berechne MEF: M (\) = T (Ubung)
. . 20.2
MEF ergibt sofort die KEF ¢7(\) = )‘T
erste Ableitung ist ¥, (\) = Ao
obige Formel ergibt \, = (¢')~1(t) = % als Losung der Optimie-

rungsaufgabe

YVt > 0 besitzt die Cramér-Trafo also die folgende Gestalt
P7(t) = At = hz(M)

2 o2
T 52 254
t2
= 952

2
Das liefert die Chernoff-Schranke fiir V¢ > 0: P(Z > t) < e 37
Wie gut ist diese Schranke? Kann man sie noch verbessern? Zur Beantwor-
tung dieser Fragen formuliere die Chernoff-Abschétzung um
2
P(Z>1) e3? <1.
Diese Abschéitzung ldsst sich aber verbessern.
2 1 .
Fiir alle ¢ > 0 gilt P(Z > 1) - eo? < 5 (Ubung).
— globale Vorfaktor % wird verschenkt, Gréfsenordnung passt zumindest.
Zudem kann man zeigen, dass letztere Abschitzung scharf ist:
2 1 ..
sup (P(Z >1)- 6;02> = — (ebenfalls Ubung).
t>0 2
Unter Normalitdt sind Gewinnungen von Abschidtzungen mittels anderer
Techniken noch einfach, wodurch wir einen Vergleich zwischen ihnen und
der Chernoff-Methode erhalten. In anderen Fillen ist dies nicht mehr so ein-
fach moglich.

(b) Cramér-Transformierte fiir zentrierte Poisson-Verteilungen:

15



Sei Y ~ Poi(v) fiir ein
v > 0. Nach Definition der Poisson-Verteilung gilt

Uk

VkeNy: P(Y =k)= -

= E(Y) = v. Wir arbeiten mit zentrierten ZVen und definieren daher
Z:=Y — E(Y) mit E(Z) = 0. Berechne im ersten Schritt die MEF":

My(\) = E(M) = e Z <6)\k . ’ﬁ) eV

keNp

A\ K
_ —Av—v (1/6 ) _ O+ _ver
=e 7]{' =€ - € .

k€eNp
Logarithmieren liefert fiir A > 0 die KEF 1z. Berechne auferdem ¢,
@DZ(A):u(eA—A—l),w’Z()\):y<e’\—1>.
Ansatz: t = 17,(\), um A als Losung des Optimierungsproblems herzuleiten:
t =P (\) =v (e’\t . 1)
& M= E +1
v

t
= )\t:1n<—|—1>
1%

Der optimierende Parameter A; liefert nun die Gestalt der Cramér-Trafo:

Yy (t) = the — Yz(Mt)
:tln<t—|—1> —V(t—l-l—ln(t—l-l) —1>
v v v
t
=(t+v)-In <+1) —t
v
=)
v
wobei wir fiir x > —1 die Funktion h einfiihren:

hz)=1+z)-In(1+=x)—=x.

Die ZVe —Z ist ebenfalls zentriert und analog folgt:

VE,(t)=v-h (—t> , sofern t < v gilt.
v
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(c) Cramér-Transformierte fiir zentrierte Bernoulli-Verteilungen:

Eigentliches Ziel: Cramér-Trafo von binomialverteilten ZVen.

Betrachte zunéchst in (c) Bernoulli-ZVen und in (d) Summen von unabhén-

gigen ZVen, um in Teil (e) die Binomialverteilung zu untersuchen.

Sei Y : © — {0,1} eine ZVe mit P(Y = 1) =p =1— P(Y = 0) fiir ein
p € [0,1]. Der Erwartungswert ist dann E(Y) = p. Die ZVe Z :=Y — p ist
dann die zentrierte Version. Die MEF von Z ergibt sich aus der Definition

Mz(X\) = (p et (1— p)) e,
mit KEF
Yz(A) =—=Ap+In (peA +1 —p) .

Schlieflich folgt mit gleicher Strategie (Ubung) fiir ¢ € (0,1 — p):

W5 =(1-p—1)-In (11_—]?;) Hern (T)

:(1—a)-ln<1_2> +a-ln(Z>
= hy(a).

Hierbei haben wir a :=t + p gesetzt, so dass a € (p, 1).

1—
Definition 2.2. Die Funktion h,: (0,1) = R, hy(a) = (1—a)-In <1 a) +
-p

a-ln (a> nennt man die Kulback-Leibler-Divergenz D(Fq||P,) zwischen zwei
p
Bernoulli-Verteilungen mit Parameter a bzw. p.

Wir werden im Kapitel 4 den Begriff der Entropie einfiihren und auch die
Funktion h, diesem Begriff zuordnen kénnen
. Die Schranken einiger Konzentrationsun-

gleichungen entsprechen solchen Entropien.

(d) Cramér-Transformierte fiir Summen unabhéngiger Zufallsvariablen:

Die Cramér-Chernoff-Methode erlaubt einfachen Umgang mit Summen von
unabhéngig, identisch verteilten ZVen Xi,..., X;,. Dazu betrachten wir die
ZNe Z = Z?:l X; und die KEF 9 x,, sowie die Cramér-Trafo ¢§(1 fir X7.

Ziel: Darstellung der KEF von Z in Abhéngigkeit der KEF der Xy, ..., X,,.
17



Fiir A mit ¢¥x, (A) < oo bestimmen wir die KEF von Z:
Yz(\) = In (E <e>‘Z>> = In (E (eAZ?:lxi))

_ - AX; U,
=In (iZI (E (e ))) (wegen Unabhéngigkeit)

(2.7) \x
In <E <e 1) > (wegen identischer Verteilung)

=n-In(F e)‘X1>)

=n- wX1(>‘)

Falls die X; nur unabhéngig sind, erhalten wir mit denselben Schritten zu-

mindest
(2.8) bz(N) =D dx (V).
=1

Bemerkung 2.3. Wir nehmen in diesem Abschnitt durchgéngig an, dass die
betrachtete ZV X integrierbar ist und ein A > 0 existiert mit M(\) < oo,
was sich dann auch auf die KEF tibertragt. Insbesondere ist b > 0 in der
Definition des Intervalls I = (0,b). Im Spezialfall einer f.s. konstanten ZV
gilt

0, falls t = EX

() =

400, fallst > FEX,

anderenfalls
0, falls t = EX

€ (0,00), fallst> EX.
Auch die Cramér-Trafo hat ein einfaches verhalten bei einer i.i.d.-Summe:

Lemma 2.4. Seien X, Xy,..., X,, unabhdngige, identisch verteilten ZVen
und Z := Y | X;. Dann gilt:

w0 =n-vx, (1),

Beweis. Es sei an die Gestalt des optimierenden Parameters \; = (¢)~1(t)
der Cramér-Trafo erinnert. Also untersuchen wir:
(2.7)

Py (N) =" ()
= My (¥ (V) = (My 0 ) (M)

18



mit M,,(z) = n - z. Auberdem ist (M,,) " (z) =

3w

_ _ _ (1t
== ()0 = ) ()0 = o ().
Fiir die Cramér-Trafo von Z folgt schliefilich

Y7(t) = th — Pz (M)
= (W) () — vz (W) 7))

=t (1) —nex (w0 (1))
()

(e) Cramér-Transformierte fiir zentrierte Binomialverteilungen::

Jetzt sind alle Vorbereitungen getroffen, die Cramér-Trafo der Binomialver-
teilung zu berechnen. Seien X1, ..., X,, ~ Ber(p) unabhéngig.
= Y : =", X; ~ Bin(n,p). Betrachte zentrierte Version Z :=Y —np =
Yo (Xi —p), daja E(X;) = p. Fir t € (0,n(1 — p)) gilt nach (d) und (c)
mit a =p+ %:

wt) =n-vi, (&) = ety ().

n n

wobei hy, die in (c) bereits eingefithrte Kulback-Leibler-Divergenz zwischen
zwei Bernoulli-Verteilungen ist.
Wir erhalten insbesondere die Chernoff-Schranke:

P(Z > 1) < exp (—n-hp <:l+p)>.

— Guter Vorfaktor n fiir n — oo, aber wie schnell und wohin konvergiert h),
fiir n — 00? — Noch zu untersuchen!

2.3. Sub-Gaufische Zufallsvariablen.
Gauls-ZVen = gut umgéngliche Klasse von ZVen
Klasse von Verteilungen, die von Gauf-ZVen dominiert werden, sind dhnlich

gut umgéanglich.

Definition 2.5. Eine reellwertige, zentrierte ZVe X heifst sub-gaufisch mit
Varianzfaktor v, in Zeichen: Px € G(v), falls

)\2
(2.9) VAER: Py (\) < 7”
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Die Klasse aller solchen ZVen, bezeichnen wir (auch) mit G(v). Die Schranke
entspricht der KEF einer zentrierten Normalverteilung mit Varianz v. Wir
betrachten also die Klasse von Verteilungen, die durch gaufsche ZVen im
Sinne der KEF dominiert werden.

Bemerkung 2.6 (Eigenschaften sub-gaufscher Zufallsvariablen). (a) Varianz:
Es folgt Var(X) < v, im Allg. gilt aber Var(X) # v. Die Ungleichung
kann man durch eine Taylorentwicklung zeigen (Ubung). Sie ist insbe-
sondere scharf. Betrachte dazu Rademacher-verteilte ZVen.

(b) Fiir normalverteilte ZVen X ~ AN (m,v) ist die momentenerzeugende
Funktion Mx(\) = exp (m)\ + )‘721/), wie man durch direkte Rechnung
sieht. Also gilt

X ~N(,v) = X € G(v)

(c) In der Tat, Bedingung (2.9) kann sogar als Vergleich mit Gauk-ZV ver-

standen werden:
X=Y-EY)eG(v) & vx <ty aufR

(d) Vertraglichkeit mit der Faltung:
Sind X7, ..., X, unabhéngige ZVen mit X; € G(v;) fir i = 1,...,n, so gilt
folgende Stabilitatseigenschaft fiir Z = > | X; € G(> 1, vi). Nachweis
erfolgt z.B. mit dem Additionssatz der Varianz und der Stabilitdt der
KEF:

Yy = Z Yy, < Z YN Ov) = YN0, i)
i=1 i=1
(e) Inklusionen
A< A= G(\) c G\

Definition 2.7. Ein messbares X: Q — {—1,1} mit P(X =1) = P(X =
-1) = % heifst Rademacher-Zufallsvariable.

Statt iiber Ungleichungen fiir KEF v x kann man die Eigenschaft sub-gaufssch
auch iiber Ungleichungen fiir Momente oder {iber Ungleichungen von Abfall
bei oo (engl. tail-probability) charakterisiert werden.
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Bemerkung 2.8 (Aquivalente tail-Charakterisierungen von sub-gaufsch). Sei
X € G(v). Chernoff liefert fiir t > 0

2

max {P(X > t),P(X < —t)} < e .
Fir X € G(v) gilt namlich % (¢) > YN (0.0) (t) (Ubung) und damit
P(X > t) S e—’(ﬂ}(t) S e-w;/(o,,,)(t) — e—t2/2V

Analoge Rechnung fiir P(—X > t) wegen —X € G(v) liefert Behauptung.

Satz 2.9.
Sei X € LY eine zentrierte Z Ve.
(a) Gibt es ein v > 0, sodass Vs > 0

2

max {P(X > s),P(X < —s)} <e =
gilt, so folgt ¥ q € N:
(2.10) E(X?7) < 2¢!(2v)1 < q!(4v)4.
(b) Ezistiert ein C € (0,00) mit
(2.11) YV qeN: E(X?*) < ql0Y,
so gilt X € G(4C). Insbesondere folgt daraus

(2.12) max {P(X > ), P(X < —s)} < e~ic.

Beweis. zu (a): Gilt X € G(v), soist Y = %}X € G(1), denn

v =i () = (5 () - o () < 555

Betrachte zunéchst den Fall v = 1 und beginne auf der linken Seite von

(2.10):

oo
E(Y%) = / P(Y]* > z) da.
0
Erste Substitution mit y = x%q ergibt

_y /0 P(Y| > y) % dy.
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Anwendung der Voraussetzung ermoglicht folgende Abschétzung:

2

o0 y
< 4q/ e~z -y dy.
0
Mit zweiter Substitution ¢ = % erhalten wir

= 4q /Ooo et (26)972 - (20) 72 dt.
Diese Substitution ist niitzlich, da das Integral explizite Darstellung hat (vgl.
Bronstein):
E(Y?7) <201,
Fiir allgemeinere Varianzen v folgt:

E (qu) =F ((ﬁY)zq> =vIE (Y?) < 291901 < 2. 290! = (4v)%q!.

zu (b): Es gelte E (X%7) < ¢! C7.

Sei X eine unabhéngig, identisch verteilte Kopie von X.

= X — X ist symmetrisch verteilt, d.h. P(X - X > s) = P(X—X > s) Vs €
R. Wir nutzen den Satz zur monotone Konvergenz und dass die ungeraden

Momente verschwinden:
E (e)\X) E (e”\X> id. vert. o (e,\X) E (e”\f(> unabh. g, (e’A(X’X))

3 A(X — X)% NP (X - X))
= Z[ 200 T (2q+ 1) ]

A (X — X)% A2aH(X — X%t
E( 29)! >+E( (2q + 1)1 )]

J/

=0 wegen Symmetrie

2q>
= VAeR
q€Ny

Frage/Ubung: Existieren iiberhaupt die ungeraden Momente? Sind sie sum-
mierbar?
Wegen Konvexitit von x — 22 = 2™ fiir m € 2N folgt (vgl. auch Abb. 77):

(a _ b)m < 2m—1(am o bm) < 2m—1(am + bm)
= B((X - X)) <227 (B (X%) + B(X2)) 2 22 (x20)
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N2 E ((X - X)QQ)
(29)!

= E (eAX) B (e—AX) sy

g€No

)\2
< Z 22q B (X29)
——

qGNo

<q!C'? nach Vor.

(29)!  TT o
Nebenrechung.: —— = q+j)> 2j =214
] j];[l< ) ];[1

N E<e/\X> <—)\X> SO Z zq/\gqc,q q!

=, (2q)!

N.R.
2242909 _—__
S Z AHC 2‘1q|

€N
= Z 2q)‘2ch _ 20N

qeNp

Da X zentriert, folgt mit der Jensen-Ungleichung:

= Mx(\)<E <e)‘X) ) (e_AX) < 20N

= Also: @bx(/\)ggﬂ = X €G(4C)

Werfen wir noch einen zweiten Blick auf das tail-Verhalten:

Lemma 2.10. Die Momentenbedingung (2.11) ist dquivalent zu folgender
Bedingung :

(2.13) da > 0, sodass E (eO‘XZ) <2

Interpretation: Da exp(.) schnell wichst, muss aX? schnell abfallen, falls
(2.13) gilt.
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Beweis. Nach Voraussetzung und Konvergenzsatz

OékE (XQk)

Alle Summanden nichtnegativ = Vk € N gilt: E(X?¥) < a=Fk!.
Satz 2.9 Teil b) = X € G (2).
Gegenrichtung: mit Satz 2.9 Teil a)

X eG(v) S g (X?) < CYq! mit C = 4v.
. _ 1 _ 1
Setze: o = 50 = %
= F (eax2) -y alE (X?1)
— "
q€Np
1 Cq! 1\
_ — — =92
<> () =2 ()
q€No q€No

Quantitative Variante der Charakterisierung (2.13)? Es sei @ > 0 und X

zentriert. Dann:

XGQ(1>:>E<6°“XQ)§2:>X€Q<4>
8o o

Beschrankte zentrierte ZVen sind sub-gaufssch:

Lemma 2.11 (Hoeffding-Lemma).
Sei Y eine [a,b]-wertige (schreibe zukiinftig Y € [a,b]) zentrierte ZVe. Sei
Yy (A) = In(E(eM)).




Beweis.

Sei Py Verteilung von Y und Py (dx) = e~ Mer Py (dx) modifiziertes ab-
solutstetiges Maf. Sei Z € R mit Verteilung Pz = Pj.
Frage/Ubung: Ist iiberhaupt Py ein W-Mass?

Da Z € [a,b] gilt ebenso:
2
Var(Z) < <b a) :

2
Direkte Rechnung ergibt:

d2
PO = 21 In(My ()

— e R (Yze,\y> o2 (V) (E (Ye’\Y>>

2
= e*wy()‘) / er)‘y dPy(y) - <€¢Y(>\) / ye’\y dPY(y)>
R R

:/RyzdP/\(y)— (/}RydPA(y)>2

b—a)?

2

= Var(Z) < ( VAeR.

Da Y zentriert: 1y (0) = ¢4-(0) = 0 und ¢ € C%(0,00) N C1[0,00). Taylor-
entwicklung mit Lagrange-Restglied liefert:

2
30€ [0.X] : vy () = e (0) + A (0) + S0 (0)

2(h 2 o 2
§0+0+Mb8a) N Y€g<(b a))

4
]

Beispiel: Ungleichung des Lemmas ist scharf: Fiihre sogenannte Rademacher-
Zufallsvariable X: @ — {—1,1} ein mit P(X = 1) = P(X = —1) = 1. Es
gilt X € [-1,1] mit a = —1 und b = 1. Wie in Lemma 2.11 zeigen wir:
(b—a)’

4
Nutzen nun die charakteristische Eigenschaft der KEF. A = 0 einsetzen lie-
fert: Var(X) = ¢ (0) < 1.

= PN < =1VA>0
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Nun berechnen wir die Varianz exakt:

Var(X) = E (X?) = (-1 + - (-1)* = L.

— Ungleichung l&dsst sich nicht mehr verbessern.

2.4. Sub-Gamma-Zufallsvariablen.
Einige wichtige Verteilungen haben Dichten, die schnell abfallen bei +o0,
jedoch nicht ganz so schnell wie G(v). Daher fithren wir ein:

Definition 2.12. Sei X € £! mit F(X) = 0. X heift sub-T'-verteilt von
rechts mit Varianzfaktor v > 0 und Skalenparameter ¢ > 0, in Symbolen

VA€ (0,1) gilt px(\) < =——, fallsc>0
X eli(v,e) & 2(21 —cA)

VA € (0,00) gilt ¥vx () < falls ¢ = 0.

Die Klasse I'_ (v, ¢) fithren wir ein, indem wir setzen:
Xel_(v,e) & =X el'y(v,0),

d.h.: X ist sub-I" von links mit Varianzfaktor v und Skalenparameter ¢ :<
- Xel' (v,e) & X el _(v,0).

X heifst sub-I'-verteilt mit Varianzfaktor v und Skalenparameter ¢ < X €
I(v,c) =T4(v,e)NT_(v,¢).

Einige Bemerkungen:

(a) Insbesondere I'(v,0) = G(v)
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(b) Sei ZVe Y gammaverteilt mit Parameter a,b > 0, X :=Y — E(Y)
zentrierte Version. Y hat die Dichte

ma—lef
Ve >0: f(z) = Tl

= E(Y) = ab, Var(Y) = ab® und
E <e,\x) _ /OO eA(y—ab)f(y)dy — p—Aab—aln(1-Xb)
0
1
= Ve <0, c) cx (A) = a(—=Ab —In(1 — Ab))

NR. A2y
< ar1 o\
— 2(1—=cN)

Sak]

mit v = ab®,c=b

Nebenrechung: Fiir x := Ab € (0,1) gilt mit der Reihenentwicklung
des Logarithmus:

R z? 2 2
—Inl-z)—-2=—4+—+—+...=— 14+ St 4.
n(l—z)—= 2+3+4+ 2<+3x+4x+>
2 2
1
g%(1+x+x2+...)§$—

21—z

Also sind I'-ZVen sub-T'(ab?,b). Allerdings ist X nicht symmetrisch

verteilt. Die Verteilung von —X fallt sogar schneller ab, da ja

2 2
Y_x(\)=InE (e_kX) =InFE (e(_)‘)X> =a(\b—In(1+ X)) < %abQ _ /\7,/

2
wegen
2 3 4
vy
-y =y—y+ LY
y-ml-y)=y-y+5 -F+7
2 3 4 5 6 2
v (P Py 2
_Y (YY) (L) .
2 (3 4) (5 6) =5 firye(01)

Also: X € T'_(ab?,0) C T'_(ab? b) und damit X € I'(ab?,b).
Um das tail-Verhalten von sub-gamma ZV zu verstehen, untersuchen wir die

Fenchel-Legendre-Duale von ¥ (\) = % Setze dazu hi(u) = 1+ u —

V14 2u fiir w > 0. In der Ubung wird gezeigt, dass

0 e (05 ) = (7))
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dass die Funktion Ay : (0,00) — (0, 00) strikt monoton wachsend, und bijek-
tiv mit h; ' (u) = u + v/2u ist. Damit ergibt sich:

(W) M) = Mep) " o hyt o (Mye2) ™ (w)
=Zht (62“> =Z <Ciu + \/2c2u/u> = V2vu + cu.

C v C

(2.15)

Die Chernoff-Schranken lauten:

(i) X €Ty (v,c) = ¥t > 0 gilt P(X > 1) <exp (‘;hl <Ct>>

v
Mit der Substitution s := ¢*(t) = %h; (<) und der berechteten For-

mel fiir die Inverse erhalten wir die oftmals praktischere dquivalente

Darstellung
Vs > 0 gilt P(X > V2vs 4 cs) < e .
(i) X €e'(v,c) =Vt >0:
max{P(X > v2ut + ct), P(—X > V2wt + ct)} < e
Es gilt wieder (fast) eine Aquivalenz zu einer Momentenbedingung:

Satz 2.13.
Sei X € L' eine zentrierte Zufallsvariable.
(a) Gilt fir ein v > 0 fir jedes t > 0:

(2.16) max{P(X > V2t + o), P(X < —(v2vt + ct))} <et,
so folgt fiir jedes ¢ € N

E(X?7) < g!(8v)7 + (2¢)!(4C)%.
(b) Gilt umgekehrt fir zwei Parameter A, B > 0 und jedes ¢ € N
(2.17) E(X?7) < qlA9 + (2¢)!B*,

so ist bereits X € I'(4(A + B?),2B).

2.5. Eine Maximal-Ungleichung.

In Teil (C) der Motivation wollten wir das Supremum einer Familie von ZVen
abschétzen. Konkrete Schranke wird in diesem Kapitel fiir den Erwartungs-
wert des Supremums hergeleitet.

Seien ZVen Zy,...,Zy € Rmit Z; € G(v) fir i = 1,...,N und v > 0.
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Ziel: Schitze E <
Idee: Nutze sub-gaufssche Eigenschaft der ZVen wie folgt aus.

Jensen
exp <)\E < max ZZ>> < FE <exp ( max ZZ>>
i=1,..,N i=1,..,N

_max Z,-) nach oben ab.

i=1,...,

<FE <m7aXN exp ()\ZZ-))
(2.18)
<E (Z exp (AZZ-)>
1=1

LA

In(N) + 2¥
E (lmax Zi) < n()#

Wahle nun
(2.19) A=+2(InN)/v.
Wir erhalten:

(2.20) E (i:nlq,%.),(N ZZ-> < \/II;(/]Z) + \/Vj;;N) = /2vIn(N).

Fragen:

e Kann man A geschickter wéhlen als in (2.19)7
e Ist die Schranke in (2.20) optimal?

Zur zweiten Frage: Sind Z1,...,Zn ~ N(0,1) unabhingig, folgt aus dem

obigen:

E( max Zi)
i=1,..,N
<1

2vin(N)

Optimalitdt wiirde bedeuten, dass sogar:




Fiir dieses Beispiel gilt zumindest (Ubung):

E( max ZZ)
i=1,..,.N

lim =1
N—o0 2vIn(N)

2.5.1. Ahnliche Resultate gelten auch fiir sub-T'-Zufallsvariablen.
Dazu holen wir etwas aus und entwickeln allgemeinere Resultate.

Untersuchung von Figenschaftern der abstrakten Legendre-Fenchel-Dualen.

Lemma 2.14.
Seien b € [0,00) und: [0,b) — R konvex und C([0, 00)) mit 1(0) = ¢'(0) =
0. Firt > 0 setzen wir:
Pr(t) == sup (At —(N)).
A€[0,b)
Dann ist ¥* auf [0,00) nichtnegativ, monoton wachsend, konver und unbe-

schrankt. Die verallgemeinerte Inverse (Pseudo-Inverse):
(") (y) = inf{t > 0| "(t) > y}

v

erfillt die Gleichung: (¥*)~(y) = inf < 3

A€,

Die Voraussetzungen sind fiir die KEF ¢ x einer zentrierten ZV X erfiillt.

Beweis. t — At — () ist affin-linear, konvex und isoton fiir A > 0.
Ubung =  ¢* auch konvex und isoton als Supremum solcher Funktionen.

¢*(0) = sup (0—9(N) =— inf ¢(X)=0,

0<A<b AE(0,)
Denn:yp konvex = ¢’ isoton, mit ¢’(0) = 0. Also ist ¢’ nichtnegativ.
= 1 isoton, mit ¥(0) = 0 und somit ist ¢ nichtnegativ.

Damit ist auch ¥* nichtnegativ.
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Sei nun Ag € (0,b) fix. Da fiir jedes t > 0

Pr(t) = sup (At —=1(A)) = Aot — (o)

A€[0,b)
vorliegt, ist ¢* unbeschrankt und {t > 0 | ¢*(t) > y} #0, Vy > 0.
Setze u := inf (er?/J()\))’ so gilt V¢ > 0:
Ae(0,b) A
u>t < VAe(0,b): WEIS

& VYAE(0,b): y> A —p(N)

& y> sup (M —9P((\) =9¢7()
Ae(0,b)

Komplementbildung liefert dquivalente Aussage dazu:
u<t < YP(t)>y.
Also: (u,00) ={t >0 | ¢¥*(t) >y}
= wu=1inf ((u,00)) =inf{t > 0| ¥*(t) >y} = (¥*)7'(t). O
N——
verallg. Inverse

Vergleichen Sie die obige Vorgehensweise mit der aus der Stochastik bekann-
ten Definition/Konstruktion der Quantil-Transformierten.

Anwendung von Lemma 2.14:

Satz 2.15 (Maximal-Ungleichung).
Seien Z1,....,Zn € R ZVen, b € (0,00), ¥ € Cl([O, b)) konvex mit 1(0) =
' (0) =0, sodass

Wz, (A) =In(Mg,(\) < ¥(\)  fir A€ [0,b) undi=1,...,N.

Dann folgt
Z:17"-7

firi=1,..,N:Z; € L' und E < max Zi> < (")~ (In(N)).

Es wird keine Unabhéngigkeit verlangt!

Beweis. Mit Jensen-Ungleichung ist bekannt fiir A € (0, b):

exp <)\E ( max Z1>> <F <exp <)\ max ZZ>>
i=1,...N i=1,..,.N

N
Vorr.
§E<< max e)‘Zi>) < E E(eAZi> 2r Nev®)
i=1,...,N —

veey
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= VA€ (0,b): AE ( max Z,-) < P(\) + In(N)

i=1,...,
= vae ) B max 2 ) < LN

i=1,..., A
e YA +In(N) 204 g
) < et
< E <i:r{{§?§N Zz> < Aéfhf,b) 3 (¢*)" (In(N))

Korollar 2.16.
Seien Z1, ..., Z, € L' zentrierte ZVen. Es gelten:

(a) Falls Z; € G(v) firi=1,...,N, so:

E (,_maXN zi) < /2 In(N).

i=1,...,

(b) Falls Z; € T'y(v,c) firi=1,...,N, so:

E(,max Zi) < v/2vIn(N) + ¢In(N).

2:17"'7
Beweis. zu (a): sieche Idee/Rechnung (2.18) am Anfang von Kapitel 2.5.

zu (b): Einsetzen von (2.15) in (*)~1(In(V)) liefert die angegebene obere
Schranke. g

Beispiel 2.17 (x3-Verteilung).
Sind Y7, ..., Yy ~ N(0, 1) unabhéngige ZVen, so ist X := Zle Y2 x2-verteilt
mit k Freiheitsgraden. Die Dichte von X ist
k)21 p—w/2

flx) = T2V
d.h. Dichte der I'-Verteilung mit a = k/2,b = 2. Insbesondere X — E(X) =
X —k €T (2k,2) N T_(2k,0). Fiir X1,..., Xy ~ x? mit k Freiheitsgraden
impliziert Korollar 2.16

E <'r{1axN X — k) < 2¢/kIn(N) + 2In(N)O

2.6. Hoeffding-Ungleichung.

Néchstes Ziel: Schranken fiir Wahrscheinlichkeiten fiir grofe Werte von Sum-
men von unabhingigen ZVen. Seien X1, ..., X,, € R unabhiingige £'-ZVen,
sodass ein echtes Intervall I C R existiert mit My, (\) = E(e*%) < oo fiir
i=1,.,n, el FirS:=5%" (X; — E(X;)) gilt:

VAET: p(A) =D In(E(MF—FEDy),
=1
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Sind die X; sogar beschriankt, genauer: X; € [a;, b fiir ¢ = 1,...,n, so gilt
nach Hoeffding-Lemma 2.11:

bi — a;)? N2 (bi — a;)?
Vi pxy (D) < (4(1) = Yx,—px;,)A) < (8(1)
2 n
(28)= bs() < % D (b a0
i=1

und somit

Satz 2.18 (Hoeffding-Ungleichung).
Seien X1 € [a1,b1], ..., Xpn € [an, by] unabhingige ZVen mit zentrierter Sum-
me S. Dann gilt Vit > 0:

P(S >t) < exp (‘Z’;fbﬁ—a)?)

Bewets. s.o. und Bemerkung 2.8. (|
Bemerkung/Beispiel: Wahle X; = a;e;, wobei ey, . .., £, unabh. Rademacher-
ZVen:

Satz 2.18 22
2218 pig> 1) < exp <_)
4 Z?:l 0%2

Da Var(S) = Var(aier + ... + anen) = Y, af Var(e;) = Y, o2 identifizieren

wir
2t2 12
Xp| =7 | =XP| ==~
FPATAST a2) TP T 2Van(s)

o _1y
Im Allgemeinen gilt aber: Var(S Z Z

In diesen Fillen gibt es feinere Ungleichungen: die Bennett- und Bernstei-

nungleichung.

Bemerkung 2.19 (Extremalitatseigenschjaft der Rademacher-ZVen). Wie ldsst
sich die Varianz beschriankter ZVen maximieren?

— schiebe Werte so weit wie mdéglich nach auflen, an die Rédnder des Werte-
bereiches

— Rademacher-ZVen sind gerade diejenigen ZVen, die auf einem Intervall

[—a, a;] die Varianz maximieren (zum Wert > - ; a?).
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2.7. Bennett-Ungleichung.
Wie zuvor: X, ..., X,, unabhéngige ZVen. S := > " ,(X; — E(X;)).

(2.21) vs(N) = Y (In(B(eM) - AB(X,))
=1

(2.22) < zn: B —AX; - 1)
=1

dajalnu <wu—1 fir u > 0.

(2.21) und (2.22) sind Startpunkte fiir Bennett- bzw. Bernstein-Ungleichung.

Satz 2.20 (Bennett-Ungleichung).

Sei b > 0. Seien X1,...,X, € L2 unabhingige ZVen, sodass X; < b fast
sicher firi=1,...,n (einseitige Beschranktheit).

Seiv =31 E(X?). Dann gilt:

14

Z60N)

(2.23) ¥s(N) <nln (1+ #QS(Z))\)) <

mit ¢(u) :==e* —u—1 fiir u € R. Ferner gilt:

P(S > 1) < exp (—;h <i’f>> ,

wobei h(u) := (1 4+ u)In(l +u) —w fir u> 0.

Beweis. O.E. sei b =1 (skaliere sonst nach). Die Abbildung
R\ {0} 3 u > ¢(u)/u? ist isoton und stetig auf R fortsetzbar (Ubung).
Sei A > 0. Nach Voraussetzung ist AX; < Ab=A. Also gilt Vi =1,...,n

M AX — 1< X —A— 1),
= E(E) <1+ AE(X,) + E(X2)p(N).
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Mit Aufsummieren und (2.21) folgt:

n

vs() 22037 (In(B(eM¥) - AB(X,))
=1
< TS (In(1 4 AB(X,) + EXF)o(N) — AB(X)
=1
(2.24)
’f‘”g‘f‘wn |1+ /\Z?ﬂ E(X;) i 2o B(X?) o) | - )\M
n + n
In(z+1)<z
< vp(N).

Um die andere in (2.23) behauptete Schranke zu erhalten, schitzen wir (2.24)
ab mit Hilfe von:

Fﬁerl,a>O:1+%§1+a§e“
= Fiira,b>0: In(14+a+b)—a<In(1+0).
In Kapitel 2.2 wurde bereits gesehen:
vp(A) ist KEF von Y = X — F(X) fiir X ~ Poi(v)

Aus der Ungleichung zwischen zwei KEFs ergibt sich eine zwischen den ent-

sprechnden Cramer-Transformierten:

V5(t) = Yy (t) = vh (i) Chamofl pg > 1) < exp (—w%(t) < exp (_Vh (i))
O

Bemerkung 2.21. In einer Ubungsaufgabe wird gezeigt

u2
h(u):(l—&-u)ln(l—i—u)—uzm

Begett P(S>1t)<exp —7#
- 2(v+ %)

Bernstein-Ungleichung

Das ist die Bernstein-Ungleichung. Fiir v > tb sind Bennett und Bernstein
im Wesentlichen dquivalent. Fiir ¢ > 7 verliert Bernstein gegeniiber Bennett
einen In(t)-Faktor im Exponenten.

— Bernstein ldsst sich aber allgemeiner beweisen (fiir schwéchere Annahmen

an ZVen)!
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2.8. Bernstein-Ungleichung.

Satz 2.22 (Bernstein-Ungleichung). Seien X1, ..., X,, unabhdingige ZVen mit
v,c > 0, sodass > i B(X?) < v und Y1 E((X;)+)? < qzlucq*2 fiir alle
q € N>3. Dann qilt VX € ( ) C) , Vit >0:
VA2 ct
AN < —~ h
usO) < 5o vs0 = i (2)),
wobei hi(u) =1+ u — /14 2u, u > 0. Insbesondere gilt Vt > 0 :

P(S > Vvt +ect) <e?

Beweis. Im Beweis der Bennett-Ungleichung wurde ¢(u) := e* — u — 1 defi-
niert. Es gilt ¢(u) < “2—2 fiir u < 0 (Ubung). Also folgt fiir A > 0,i = 1,...,n:
4 X;)
2213)\(| ) , falls X >0
) < q:
QS()‘X%) = )\2(Xi)2
2 b

A2(X;)? (X)L
= —g 7 Z g

q=3

falls X <0.

- Blopx) < 22X Z”E

=3

= ZE(qb()\Xi)) < %Z M2 nach Vorauss.

Letzte Summe ist endlich, falls A € (0, 1). Mit (2.22) ergibt sich

- 992 L
<> E(¢(AX)) Z)\ ¢ S —on)’
=1

(Der letzte Schritt beleuchtet, warum der Bruch ein Bezugswert ist.) Damit
folgt mit (2.15) insgesamt

. v Rz ct
w0z e (13- g52) = am ()

Die Abschéitzung an P(S > t) folgt mit der Bemerkung iiber hj vor Satz

2.13 in Kapitel 2.4, vgl. Ubung. O
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Korollar 2.23.
Seien X1, ..., Xy unabhdngige ZVen wie in Theorem 2.22. Dann gilt Vt > 0:

P(S>1t) <exp (‘ﬂuict))

Beweis. Direkte Folgerung aus hy(u) > 5 STiE) (Ubungsaufgabe). O

1+ )
Man kann zeigen, dass dies fir X; < b die gleiche Schranke liefert, wie am
Ende von Kapitel 2.7 aus Bennett hergeleitet wurde (Ubungsaufgabe).

Beispiel 2.24 (Gaufsches Chaos der Ordnung Zwei).

Sei X = (Xi,...,X;) mit unabhéngigen Komponenten X; ~ AN(0,1), also
X ~ N(0,1dy,). Sei A = (a;;)};—; € R™™ symmetrisch mit a;; = 0 fiir
j =1,...,n, insbesondere Spur(A4) = Z;”:l aj; = 0.

Definiere ZVe Z als quadratische Form: Z = X TAX = 37

ij=1 Xi@ij Xj.

n n
= EBE(Z)= | _Z ai E(X:X;) +Z; aii E(XiX;)=0.
WEWEL paB(G)=0 TH =0
Frage:
Wie stark schwankt die ZVe Z um den Mittelwert 07 (= Konzentration).

Da A symmetrisch, existiert B € R®*"™ orthogonal mit A = BT DB, wobei

M1 0 ... 0
0 Mme  ... 0

D=1 . L ) Diagonalmatrix mit Eigenwerten p1, ..., 4, von A.
0 0 0 4

Sei B = (bij)}j_;- Setze Y; = Y0, bj; X firi=1,..,n

= Zuz Z,U/z ZbZ]X Z,U/z BX
=1

= (X, BTDBX> = XTAX =Z.

Ist diese andere Darstellung von Z iiber Y; besser?
Da X ~ N(0,Id,) und B orthogonal, ist auch Y = (Y1,...,Y,,) ~ N(0, Id,)
wegen Rotationsinvarianz.

= PX = PY’ P(X1277X721,) - P(Y12a~~'7Y'rg).

= Pz=PFPyn v2 =P xe
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Da 0 = Spur(A4) = > | w; gilt:

ZMin'Z = ZMi(XE —1).
=1 1=1

Eigenschaft von X? : E(X?) = Var(X;) =1 = X2 — 1 zentriert
XZ-2 ~ x2-verteilt mit einem Freiheitsgrad, also insbesondere I'-verteilt mit
Parameter a = % und b = 2. Nach Bsp. 2.17 in Kapitel 2.4 gilt:

Uxz 1(N) = 5 [~ In(1 - 20) = 24
A2 A2
2(1—2\)  1-2X\

Also folgt fiir die KEF 1z von Z &hnlich wie (2.8) (in Kapitel 2.6) wegen
Unabhéngigkeit:

<2

bz =¥ o) = D Y-y ()
i=1

n

- 1

=D Uxpamd) = 5D (=11 = 2ui) = 2013)
i=1 —

< - ﬂm, sofern A € (0, (zz‘:rﬁl?fn“i)il) _.J

Nungilt Vj=1,...,n

pi < [l < [|A]l = i [Az]].

Sei [|Allus = /> u? die Hilbert-Schmidt- oder Frobenius-Norm von A.
Dann folgt fiir A € J:

n

242 2 2
1 A N2 Allfs
< E = )
vz < T 20[A] T T-2A]4]]

In der Notation der sub-I'-Verteilungen ist v = 2||A||%q, ¢ = 2||A|| und nach
Kapitel 2.4 gilt:

P(Z > 2||AllusVt + 2| A|lt) < e (vgl. Satz 2.13), oder

1Al < Al >>
PZ>t <exp<— h oder
(Z>1) oAl " \ AR

t2
(1 Alls + tl1Al1)

wobei hy die schon bekannte Entropie-Funktion ist.
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2.9. Johnson-Lindenstrauss-Lemma.

Definition 2.25. Sei H ein separabler Hilbertraum (z.B. H = RP mit Di-
mension D € N). Fiir gegebenes ¢ € (0,1) und A C H heift f: H — R?
e-Isometrie auf A, falls fir alle a,b € A gilt:

(2.25) (1 =e)lla=bllx <|f(a) = fF(b)l[ra < (1 +¢)lla —bllx

Falls ‘H hochdimensional, A grofe Kardinalitét hat und € € (0,1) und d € N
klein sind, ist vollig unklar, ob ein solches f existiert.

Das Johnson-Lindenstrauss-Lemma besagt, dass es eine universelle Konstan-
te k gibt, sodass fiir jedes A mit Kardinalitit card(A) = n < oo und

tatsichlich ein f: H — R? mit Eigenschaft (2.25) existiert.

Allerdings kann man dieses f nicht explizit angeben, da es mit einem Zu-
fallsmechanismus konstruiert wird. (Vergleiche die probabilistic method von
Paul Erdés in der Kombinatorik und Graphentheorie.) Dafiir ist es moglich
f, linear zu wahlen. Wir zeigen sogar, dass aus einem vorgegebenen Ensem-
ble linearer Funktionen f: H — R%, die meisten (2.25) erfiillen.
Einfachheitshalber nehmen wir # = R und typischerweise D > d an.
Ansatz: Sei W : RP — R? linear und zufiillig gewshlt mit der Eigenschaft

VaeR: E(|Wal?) = [,

d.h. im Mittel haben wir eine exakte Isometrie. Gewiinscht ist die Eigen-
schaft, dass die Zufallsvariable ||W«l||? wenig streut.

Konstruktion von W
Seien X;;,7=1,...,dund j = 1,..., D unabhéngig identisch verteilte Zufalls-
variablen. Ferner seien E(X;;) = 0 und Var(X;;) = 1. Fiir = (a1,...,ap) €
RP und i =1, ...,d setze

D
(2.26) Wz(a) = Zanij und Wa = <
7j=1

L)

1=1
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Wegen der Unabhéngigkeit gilt fiir fir jedes i = 1,...,d:

2

D D
E (Wz‘(a>2) =E || DXy =Y oy B(X})6,
j= ij—1

wobei 0;; das Kronecker-Delta ist. Daraus folgt fiir alle o € RP

1< 1
E([Wa|?) =E (d Z(Wz(a))2> = 82 e]® = [lal.
=1

1=1

Wir wollen nun solche Zufallsvariablen X;; wéhlen, die sich typischerweise
so verhalten, wie ihr Mittelwert. Das ist eine typische Konzentrationsbedin-
gung, wie sie z.B. fiir sub-gaufssche Zufallsvariablen erfiillt ist.

Satz 2.26 (Johnson-Lindenstrauss-Lemma).

Seien A C RP mit card(A) = n € N, sowie €,5 € (0,1). Fiir v > 1 seien
Xij€G(v),i=1,...,d und j = 1,..., D unabhdngig identisch verteilt und W
wie in (2.26).

2

v n
Sobald d > 100 - — In [ — 1t
oba > = n(\/g> gt

P(W st eine e-Isometrie auf A) > 1 — 2.

Beweis. Sei S C R? die Einheitssphire und 7' C S definiert durch
—b
T:{a|a,b€A,a7éb}
la — o]
Wir wollen beweisen, dass mit hoher Wahrscheinlichkeit gilt:
matX‘HWozH2 -1| <e.
aeT
Denn dann folgt wegen Linearitidt Va,b € A:

IWa —Wb|* — [la—b[*| < efla—b|*

= (L=¢)lla—0b|* < [Wa—Wb|* < (1 +¢)a— bl
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Fiir jedes oo € S und 7 < d gilt:

E(exp(AW;(a) E(exp )\Zaj i)

2 D A2 2 22
= exp ();UZQ?) :exp( V|2a| > = exp < 2I/> :
j=1

also Wi(a) € G(v).

Insbesondere impliziert Satz 2.9 Vk € Nso : E(W;(a)?) < %(41/)’“.
Weiterhin sind alle Komponenten Wi (a), ..., Wy(a) unabhéingig Vo € S.
Damit konnen wir die Bernstein-Ungleichung 2.22 anwenden:

d

> (Wia)? = 1)

=1

= VaeT,t>0:P<

> dvV2dt + 4ut> < 2¢t

d
= P <m3%< Z(I/T/i(a)2 —1)| > 4vV2dt + 41/t>
=1 )
=P (U { > (Wi(a)? = 1)| > 4wv2dt + 41/15})
acT i=1
d
<y P < > (Wila)® = 1)| > 4wV2dt + 4yt>
a€cT =1

Wiihle ¢ = In (%2) —2In (ﬁ) dann:

>81/\/dlnin+8uln ) <26
& P max|[Wa|? -1 > 8y In(n/v3) | In(n/3) | | _
a€eT d d
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Falls d > 100% In (%) gewihlt wird, folgt

In(n/v4) = In(n/V9) e 262 20e 2
<4+ <=L
s R T TR T I

da nach Annahme v > 1. Also haben wir tatséchlich gezeigt:

P <sup [Wal? - 1‘ < 5) >1-26

a€eT

Ubung: Welche Konstanten verbessern sich, falls Xij ~N(0,1)7

2.10. Assoziations- und Korrelationsungleichungen.

Sind X,Y unabh. ZV, gelten praktische Rechenregeln fiir Produkte von X
und Y oder von Funktionen davon. Unter welchen Annahmen kann man

etwas von diesen Rechenregeln ,retten’, falls X und Y nicht unabh. sind?

Satz 2.27 (Cebyéev—Assoziationsungleichung).
Seien f,g: R — R isotone Funktionen, ZVen X € R und Y € Ry, so dass
f,g € L2(Px). Dann gilt

E(Y)E(Y f(X)g(X)) = E(Y f(X))E(Y g(X))

Bemerkung: Sei Y = 1. Dann impliziert Satz 2.27:

Ist f antiton und g weiterhin isoton, gilt

EY)E(Y f(X)g(X)) < E(Y f(X))E(Yg(X)).
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Beweis. Sei der Vektor (X', Y”) : @ — Rx R unabhéngige Kopie von (X,Y)
mit Pxy) = P(x/y. Sind f, g monoton wachsend, so gilt:
(f(X) = fF(X)(g(X) = g(X)) >0
= YY'(f(X) - f(X)(9(X) — g(X')) = 0
= BE(YY'(f(X) - f(X")(9(X) = g(X")) > 0
I BYYF(X)g(X) + VY F(X)g(X)
> E(YY'f(X)g(X) +YY'f(X')g(X))
UBY B(Y)E(Y f(X)g(X)) + E(YV)E(Y'F(X')g(X)))
> E(Y f(X)E(Y'g(X') + E(Yg(X))E(Y'f(X'))
CE 2B(YV)E(Y F(X)g(X)) > 2B(Y (X)) E(Yg(X)).
O

Der Beweis illustriert die Methode der unabhdngigen Kopie. Fiihre dazu un-
abhéngig, identisch verteilte ZVen ein und im zweiten Schritt durch Erwar-
tungswerte auf die urspriinglichen ZVen zuriick.

Es gibt auch eine multivariate Variante dieser Ungleichung. Dazu:

Definition 2.28. f: R" — R heifst isoton (oder n-isoton) :<
Vie{l,...n}und (1, Yio1,Yit1, - Yn) € R" 7 st
Rz f(y1,.y Yio1, T, Yit1, ..., Yn) monoton wachsend bzw. isoton,

d.h. f isoton in jeder Koordinate.
f heifst antiton (oder n-antiton), falls —f isoton ist.

Satz 2.29 (Harris-Ungleichung).
Seien f, g : R™ — R n-isotone Funktionen und unabhdngige ZVen X1, ..., X, €
R. Setze X = (X1, ..., X;,) € R™. Dann gilt

(2.27) E(f(X)g(X)) = E(f(X))E(9(X)).

Bemerkung 2.30 (FKG-Ungleichung). Die Aussage (2.27) gilt auch im Fall
n = oo, d.h. falls X3,k € N, eine Folge unabhiingiger ZV, f,¢g: RN — R
isoton in jedem Argument sind und f(X),g(X) endliche Varianz besitzen.
Diese Aussage wird mit Hilfe eines Martingal-Konverngezsatzes bewiesen.

Bemerkung 2.31. Da die X; unabhéngig sind, integrieren wir beziiglich ei-
nes Produktmafes. Dennoch ist es in solchen Situationen sinnvoll, bedingte

Erwartungen zu benutzen, um Schreibarbeit zu sparen.
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Hlustration fiir n = 3: Sei f(X1, X2, X3) = f(X). Nach dem Trafo-Satz gilt:

E(f(X) | X)) = /R /R F(X1 1, $)dPy, (1) APy, (s),

E(f(X)] X1,Xs) = / f(X1, X2, s)dPx,(s)und

E(E(f(X) | X1, X)) / / ( / 3P, (9) ) AP, (D3P, 1)

was sich auch aus der Turmeigenschaft fiir bedingte Erwartungen herleiten

lasst.

Beweis. Zeige (2.27) in Satz 2.29 durch vollstandige Induktion.
Induktionsanker: Fall n = 1 folgt aus Bemerkung zu Satz 2.27.
Induktionsschritt: Nehme an, dass (2.27) bekannt ist fiir alle n < k. Fiir das
1-dim. Integral beziiglich Px, gilt wieder wegen Satz 2.27:

E(f(X)g(X) | X1, Xp—1) > E(f(X) | X1, .0y Xp1) E(9(X) | X1, 0y Xi—1),

denn bei eingefrorenen X1, ..., X1 sind f und g isotone Funktionen im kten
Argument. Turmeigenschaft und Monotonie des Integrals ergeben:

E(f(X)g(X)) = E(E(f(X)g(X) | X1, ..., Xj-1))
> E[E(f(X) ]| X1,y Xp—1) E(9(X) | X150y Xpp—1)]
Nun ist

fe—1: (X1y oo, Xg—1) = BE(f(X) | X1,y Xg—1)
ungbh. / F(X1, ., Xeo1,t)dPx, (t)  (k — 1)-isoton,
R
ebenso wie

(Xl,...,Xk) — E(g(X) ’ X1, ---an—l)'

Wende Induktionsvorraussetzung (IV) an und erhalte:

B[ BUCO | X1 X OO0 | X1 X

> EE(f(X) ]| X1,..., Xp—1)|E[E(9(X) | X1, ..., Xj—1)]

Turmeig. E(f(X))E(g9(X)).
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O

Bemerkung 2.32 (Frage/Uberlegung:). Funktionieren solche Aussage auch

fir andere Klassen von Funktionen? Z.B.:

e sphérisch-symmetrische,
e radial-abfallende

Funktionen? Betrachte dazu folgenden Satz.

Satz 2.33 (Gaufsche-Korrelationsungleichung).
Sei P = N(0,C), mit C positiv definit, ein zentriertes Gaufmap auf R und
A, B zwei (bzgl. Spiegelung am Ursprung) symmetrische®, konvere Mengen.

= P(ANB) > P(A)P(B).
Falls P(A) > 0, gilt das besser interpretierbare
P(B|A) > P(B)

Diesen Satz gibt es als Vermutung seit den 60ern motiviert durch zwei Ar-
beiten in 1955 und 1959. Beweis und Verdffentlichung von Thomas Royen
im Jahr 2014. Seit 2017 gibt es weiteren, strukturierteren Beweis von Latala

et. al..

2.11. Anwendung der Harris-Ungleichung: Janson-Ungleichung. Wir
betrachten folgende kombinatorische Situation, die man in der Theoretischen
Informatik, der probabilistischen Methode in der Kombinatorik und dem
Studium von zufilligen Graphen antrifft.

Seien n € N | [n] :={1,...,n}, X1,...,X, € {0,1} unabh. ZV mit

pr:=P(Xp=1)=1—-P(X, =0) fiir k € [n] und p1,...,pn € [0,1]

Fir A C [n] setzte

YA:HXi

i€A

Z::ZYA

A€eT

und Z C P([n])

was ein Polynom in den 0/1-Variablen X1,..., X, ist.

2qh.z€A= —z€ A
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Bemerkung 2.34 (Ubung). Seien f,g: R® — R zwei n-antitone Funktionen.

Leiten Sie aus der Harris-Ungleichung

E(f(X)g(X)[Ya=1) =2 E(f(X)|Ya = 1)E(g(X)[Ya = 1)
her. Hierbei ist X = (X1,...,X,).
Offensichtlich gilt fir A,B€Z mit ANB =1

E(vaYs) = E(J[ x: [] X&) =[] [[ E(X0)E(Xk) = E(Ya)E(Y5)
€A keB i€AkeB
Daher reduziert sich die

Var(Z) = E(Z°) - E(Z)*= Y E(YaYp)— Y E(Ya)E
A,BET A,BeT

(2.28)

= Y [E(YaY) - E(Ya)E(Ys)] < > E(aYp) =A
A,BET,ANB#) A,BET,ANB#D

éebyéev liefert die symmetrische Schranke

P(Z — EZ| > t) g%

Auch wenn die Summanden von Z nicht unabhéngig sind, gibt es eine (zu-
mindest einseitige) exponentielle tail-Schranke.

Va=][Xi Z2=) Ya A= Y E(YaYs)

i€A AeT A,BET,ANB#)

Satz 2.35. Seien T C P([n]) sowie Z und A wie soeben definiert. Dann gilt
fiir alle A <0

2
Yz pz(A) < ¢ (2@) (EAZ) ,  mit¢(x) =€ —xz—1

Insbesondere gilt fiir t € [0, EZ]
—$2
P(Z—-FEZ < —t) <exp <2A>
Beweis. Fiir die KEF von Z — EZ gilt

6)\Z e)\Z
VN = s B2 = X Zea) - )



Wie wollen jeden A-Summanden auf der rechten Seite einzeln abschétzen.
Zu jedem A € T setze

Uy = Z Yy

BeZ,ANB#)

Zy= Y. Y

BeZ,AnNB=(

sodass Z =Ua+ Zg > Z4 fir jedes A € 7. Wegen der Fallunterscheidungs-
formel

E(Yser?) = E(Y4eM Yy = 1)P(Ya = 1)+ 0 = E(eM|Y4 = 1)E(Ya)

reicht es, die bedingte Erwartung von oben abzuschéitzen. Da A negativ ist,
sind X +— e’V4 und X — e*4 antitone Funktionen. Es folgt

E(eM Yy =1) = E(eMV1eMAly, = 1)

(
(Harris) > E(e?V4|Y, = 1)E(e?MA]Y, = 1)
(2.29) (Za,Yaunabhingig) = E(e’VA|Y, = 1)E(e}4)
(Z>Zy) > E(VAYy =1)E(eM)
(Jensen) > *PWalYa=1) p(A2)

Damit erhalten wir

E(ZeM%) _ Z E(Ype?) Z ’\Z|YA =1)E(Y,)

E(Z) ~ 42 E(Z) 4 (2)
E(Ya) _
> \Z A) AE(Ua|Ya=1)
> E(e™”) g B(2) e
A€eT
N’

E(Ya) _
(Jensen) > E(e*?) exp A% B(Z) E(UalY4=1)

Nun wollen wir die bedingte Erwartung loswerden.

A= Y E(YaYp) =Y E(YaUa)

A,BEZ,ANB#) AeT
=Y E(YaUalYa =1)E(Ya) + E(YaUA|Y4 = 0)P(Y4 =0)
A€eT

=Y E(UalYa =1)E(Ya)
Aer
a7



Umstellen ergibt

E(ZeM) A
— 2 >F(Z —_—
w2 B@ew gz
Damit folgt fiir die Ableitung der KEF
E(Zer?)

A
ey 802 8 o (3505) -
und wegen ¥ (0) = 0 fir die KEF selbst :

0 0
V) =000) — [ W0t < —E@) [0 -1
A A
’ s _nEE) (EZ2)*
=—-E(Z) [\A/E(Z)(e - 1)Td5 =T TA [e® — 3](,)\A/E(Z)
C(EZ? [ AA
-5 (5)
ESIN
2
Somit folgt auch P(Z — EZ < —t) < e~ /() mit v = A. O

Bemerkung 2.36. In Anwendungen will man oft zeigen, dass es Vektoren
X = (Xy,...,X,) gibt, die gewisse Klauseln erfiillen. Ja, man will sogar
zeigen, dass dies fiir ein zufilig ausgewahltes X mit hoher W’keit zutrifft.
Hier gilt:

e Y, =1« A-te Bedigung ist erfiillt und

® Z =73 4c7Ya >0 < mindestens eine der Klauseln in Z ist eriillt.

Wir schétzen die Wkeit des Komplements {Z = 0} von {Z > 0} ab (da ja

Z nichtnegativ). Janson liefert:

A

Ob diese Abschétzung gut ist, ergibt sich aus der Abhéngigkeit der Groften
(EZ)? und A von den Modellparametern.

P(Z=0) = P(Z < EZ — EZ) < exp (—(EZ)Q) |

Beispiel 2.37 (Dreiecke in zufilligen Graphen). Betrachte n Vertices und
verbinde sie alle mit Kanten: Das sind dann m = (g) Stiick. Der entstandene
Graph heifst vollstandiger Graph auf/mit n Ecken.

Seien X7, ..., X, iid Bernoulli-ZV mit P(X; = 1) = p € [0, 1]. Falls X; =0,

entfernen wir die entsprechende Kante aus dem Graphen. Das sich ergebende
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Ensemble von Teilgraphen wir mit G(n,p) bezeichent. Ein Element davon
wird als Erdds-Renyi-Graph bezeichnet.

Er enthdlt ein Dreick, falls es drei Ecken u,v,w im vollstdndigen Graphen
gibt, so dass die Kanten-ZV X
ten (u,v), (v,w), (w,u) alle den Wert Eins annehmen, d.h. die drei Kanten

)s X(v,w)s X (w,u) der ensprechenden Kan-

u,v

,iberleben‘ den Zufallsprozess.

Sei A = {(u,v), (v,w), (w,u)} € P([m]). Dann bedeutet Y4 = 1, dass das
entsprechende Dreick in dem Erdés-Renyi-Graphen vorhanden ist. Sei Z C
P([m]) die Menge aller solchen A-s. Dann ist Z = }_ ,.; die Anzahl der
Dreiecke im Erd&s-Renyi-Graphen.

Man rechnet als Ubung nach:

(2.30) EZ - (7;)p3
(2.31) Var(Z) = (g) (r® = %) + 2(Z> @) (r° = %)

(2.32) A= <§>p3 +2 <Z> <;l>p5

und mit Janson:

(2.33) P(Z =0)<ex —&

' =P 2(1+3np?) ) -

Beachte, dass (g) ~ n3p? fiir grokes n. Also wichst der Exponent bei festem
p wie n?.

2.12. Anwendung der Harris-Ungleichung: Perkolation. Gegeben:

o Gitter Z¢
e pc|0,1]
e Kante e wird mit Wahrscheinlichkeit p beibehalten bzw. mit Wahr-
scheinlichkeit (1 — p) entfernt, unabh. von allen anderen Kanten.
e Modell entspricht Produktmaf von Bernoulli-Verteilungen mit Para-
meter p bzgl. Z%, in Zeichen: B;?Zd
Es entsteht ein zufilliger Untergraph auf Z? (vgl. Abbildung ?? im Fall d =
2).
Man interessiert sich fiir die erzeugten Graphenstrukturen ohne die entfern-
ten Kanten: Welche Eigenschaften besitzen die Cluster, d.h. die Zusammen-

hangskomponenten?

Das 0-1-Gesetz von Kolmogorov liefert: Entweder
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ABBILDUNG 3. Graph.

(1) es existiert ein oo-Cluster fast sicher
oder

(2) es existiert ein co-Cluster fast sicher nicht.

Morgonie Es existiert ein kritischer Wert p. € (0, 1), sodass
p>pe = (1)
p<pe. = (2)

Bei p = p. unklar, was passiert!

Frage: Wir kann ich fir einen passenden Wert p € [0,1] zeigen, dass f.s. ein
unendlicher Cluster existiert?

— Ein moglicher Zugang iiber (immer grofere) Wiirfel bzw. Rechtecke bzw. Qua-
der € Z%. Unendliche Cluster sind bei endlichen Unterstrukturen natiirlich

nie moglich, also brauchen wir eine modifizierte Sichtweise.

Strategie in Z2: Mit welcher Wkeit gibt es einen durchgéingigen Pfad zwi-

schen dem linken und rechten Réndern eines Rechtecks?

— Studiere dieses Verhalten in Abhéngigkeit der Lange und Breite des Recht-
ecks.

— Lasse die Grofle der Box dann gegen unendlich laufen, um asymptotisches
Perkolationsverhalten zu verstehen.

Was hat das mit der Harris-Ungleichung zu tun?
Bei der Frage, ob ,Perkolation‘ bereits auf einem endlichem grofsen Rechteck

sichtbar ist (vgl. Abbildung ?7) spielen Ereignisse der folgenden Bauart
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A = {Es gibt einen durchgéngigen Weg von der linken zur rechten Kante.}
und

B = {Es gibt einen durchgéngigen Weg von der unteren zur oberen Kante.}

eine Rolle (vgl. Abbildung 7?). Wie stehen die Wahrscheinlichkeiten der Er-
eignisse A, B zueinander?

Klar ist: Man kann nicht mit Unabhéngigkeit folgern: P(AN B) = P(A)P(B),
Wegen Monotonie liefert Anwendung der Harris-Ungleichung:
P(ANB)> P(A)P(B).

Was hat das mit Konzentrationsungleichungen zu tun?
Russo-Seymour-Welsh Theorie:, Auf groferen Skalen sind Durchquerungs-
wahrscheinlichkeiten grofsert.

Mittels einer induktiven Zerlegung von grossen Rechtecken in kleinere kann
man folgende Konzentrationsungleichung fiir unabhéngige Kantenperkolati-

on auf Z? zeigen.

Definition 2.38.
Apn:=7*0([-nL,nL] x [-L, L))
Qp pn := {3 aktiver Pfad, der linken und rechten Rand von Ay, ,, verbindet},
Rin(p) = Pp(QLn)-

Ereigniss Q7 , bzw. ZV 1q, : {0,1}*2» — {0,1} ist isoton im Sinne von
Definition (2.28) und dessen Wahrscheinlichkeit ist Polynom in p.

Lemma 2.39 (Reskalierung).
Seip € [0, 1]. Angenommen es existiert ein L € N undf < L. sd Rps(p) >
1—c-e'. Dann gilt Vk € N: Roipo(p) >1—c-e?

Beweis. Zerlege Rechteck Ar 4 in vier Quadrate vom Typ Ap :=Ap 1 =

= () @)
= Rp2(p)’Ri(p)?

Wegen Ry, 2 = P,(—]—) < IP’p(/\\——) = R? gilt:

4 4
Rpa> (Rpo)' > (1 - E) >1- =



—Af

Zerlege Aoy, 2 in zwei parallele Streifen oben und unten

Streifen disjunkt = Ereignisse im oberen Streifen unabhéngig von Ereignis-

sen im unteren.

//\/\_/

Ropo > P, oder TN\~

= gehe zu Komplementen iiber, damit "N" erscheint.

_ 16¢2
= —

2
= 1= Ry < (1-Rpa) < <> <5
e &
1
dac S 16"

Fertig fiir £ = 1. Weiter induktiv. O
2.13. Negativ assoziierte ZV. Betrachte reelwertige ZV X;,i € [n].

Definition 2.40 (Negative Assoziation). Die ZV X;,i € [n] heifen negativ
assoziiert, falls fiir beliebige disjunkte I,J C [n] und fiir beliebige isotone

f:RI 5 R, g: R/ - R
E(f(X1)g(X)) < E(f(X1) E(9(X))
gilt. Hierbei haben wir die Abkiirzung X; = (Xj;);er benutzt.

Geben Sie ein Beispiel fiir neg. assoz. ZV an!
Welche Eigenschaften folgen aus dieser Definition?

Bemerkung 2.41. Seien die ZV X;,i € [n] negativ assoziiert. Dann:
(1) Fiir jedes Paar i # j € [n] gilt: E(X;X;) < E(X;)E(X;)
(2) Sind f;,i € [n], isotone, nichtnegative Funktionen so gilt

E|I] fix ) < I Ei(x2),

i€[n) i€[n)

(3) insbesondere

ElepOY X)) | <[] E (&EXi) fiir A > 0.
1€[n] i€[n]

2See: Concentration of Measure for the Analysis of Randomised Algorithms, by: Dev-
datt P. Dubhashi and Alessandro Panconesi
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Nun kénnen wir Ideen der Chernoff und der Hoeffding-Schranke auf diese

Situation iibertragen.

Lemma 2.42. Seien a; < b; € R, X; € [a;,b;], © € [n], zentrierte, negativ
assoziierte ZV und S =1 | X;. Dann gilt fiir X\ > 0

)\2 " bi*aiQ
¢S(A)<Z(4)

P(S>t)<e 2 firt>0.

Bewets.
(2.34) Ys(A) =InFE (exp </\in>>
i=1
(2.35) <In ( - E (M )
{15 ()

(2.36) =2 Ux()

A2 n (bi—ai)z

(2.37) (Hoeftding) = 1 ; 1

also S € G(v) mit v =>"" (bi—4ai)2.
Mit der Chernoff-Methode und Argumenten wie in Bemerkung 2.8 folgt

2

P(S>t)<e =

Fragen:

e Kann man die Annahmen in dem Lemma abschwéchen?

e Falls X1,..., X, negativ assoz., sind dann auch die zentrierten Ver-
sionen X1 — E(X1),..., X, — E(X,) negativ assoz.?

e Falls X1,..., X, negativ assoz., sind dann auch die zentrierten Ver-

sionen — X1, ..., —X, negativ assoz.”

2.14. Minkowski-Ungleichung.

Bekannte Minkowski-Ungleichung: X,Y €
L9, dann gilt

Q=

E(IX +Y|%)1 < E(X|%)71 + E(|X|%)71.
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Satz 2.43 (Minkowski-Ungleichung).
Seien X: Q — EY : Q — F unabhdingige ZVen und

fi: ExF =R, messbar und Z = f(X,Y):Q—R  Px-f.s. Py-intbar

Fiir ¢ > 1 gilt (auch fir ¢ = o0):

Ex(|Ey(Z)|")7 < Ey((Ex(|2|%)7), wobei
Ex(Z)=E(Z|Y) = / f(t,Y)dPx(t) die Integration bzgl. Px.
R

Also ist

(/R/Rf(tas)’quX(t)dPY(S)>; S/R</R|f(t75)|quX(t)>;dPy(s).

Fiir den Fall ¢ = 1 werden lediglich Betragsstriche reingezogen.
Frage: Gibt es einen Zusammenhang zur klassischen Minkowski-Ungleichung?
Seien dazu

o FF={1,2}, iv({1}) = P ({2}) =3

o X = (X1,X), f(X,1)

||
&h
—~
ul\ZJ
S~—
I
&

q))q 1 ((EX(’Xﬂq) )7+ (Ex([Xalf )ﬁ))

<L ([ morar@) + 1 ([ morar)

Bewers. Fiir ¢ = 1: Wende Fubini und Dreiecksungleichung an.

Fir ¢ = oo: Ex(ess-sup(|Ey (Z)])) < Ey(Ex (ess-sup|Z|)).

Nun ¢ = (1,00): 0.E. sei Z > 0, daher |Z| = Z. Sei U unabhéngige Kopie
von Y und unabhéngig von X.

= (EX (‘;(Xl + X5)

[\

Ex(Ey(2)"""") = Ex [Eu(f(X,U)" By (f(X,Y))]

= By [Ex((Bu(F(X,0))7 £(X,)))]
< By [(Bx(Bu(f(X,0)")'T (Bx(f(X,Y)1))1]
= [Ex(Bu(f(X,U))]'T By [(Ex(F(X,Y)")1]

= [Ex((By(2)))]'77 By [(Ex(29)7]
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Dividiere durch (EX(Ey(Z))q)l_%, dann folgt

(Ex(By(2)%)1 < By((Ex(Z9)7)

3. SCHRANKEN AN DIE VARIANZ

Wir interessieren uns nun fiir ZVen der Form Z = f(X,...,X,), wobei
X1, ..., Xp : @ — X unabhéngige ZVen seien (nicht notwendig identisch ver-
teilt) und X ein messbarer Raum und f: X" — R eine messbare Abbildung.
Ferner lautet die Generalannahme in diesem Kapitel Z € £2, da wir an Ab-
schétzungen fiir die Varianz interessiert sind.

Beispiel: Sei Z =31 | X;.
In diesem Fall erzielt der Beweis des Gesetztes der grofen Zahlen bereits eine

Konzentrationsungleichung mithilfe der Cebyéev—Ungleichung. Jetzt moch-

ten wir allgemeinere f betrachten.

3.1. Efron-Stein-Ungleichung.
Zur Motivation betrachte:

Es gilt: X1, ..., X, € £? unabhingig = X1, ..., X,, unkorrelliert =
Var(Z) = ZVar(Xi).
i=1

Idee um zu Verallgemeinern: Driicke Z— FE(Z) fir allgemeines Z = f(X7, ..., X,,) €
£? als Summe von Martingaldifferenzen bzgl. der Doob-Filtrierung aus. No-
tation dazu: Sei Y intbare ZVe und

EZ(Y) = E(Y ’ Xl,...,Xi) flir ¢ = 1, ey T,
wobei Ep(Y) = E(Y).
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Setze A; := Ei(Z) — E;_1(Z) fur i = 1, ..., n, sodass

Z —E(Z)= Z A; (Teleskopsumme).
i=1

= Var(Z)=E((Z-E(2))*) =E (i Ai)
Z E(A?) +QZZEAA

=1 j>1

Fiir i < k gilt wegen der Turmeigenschaft:

Ei(Ex(2)) = E(Ex(Z) | X1, Xi) = E[E(Z | X1, X3) | X140y Xi E(Z | X1, 000, X3)
= Ei(2)

Fiir ¢ < j folgt damit:

Ei(Aj) = Ei (Ej(Z2) — Ej1(Z)) =0
#EZ(AZA]) = EZ(AZ(EZZ — Ei_1Z)) = AZEI(A]) =0
E(Ei(AiAj)) = E(AiEi(Aj)) = 0.

Also gilt auch ohne jegliche Unabhéngigkeit /Unkorreliertheit:

(3.1) Var(Z ((ZA) ) = gE(Af).

Nimmt man die Unabhéngigkeit der X1, ..., X,, an, folgt wie in Kapitel 2.9

bereits einmal:
Ei(Z) = /nz J( X1, Xistig, o tn) dPx,, (tig1) ... dPx, (tn).
Ist X := (X1, ..., Xi_1, Xit1, ..., X), so gilt analog
EW(Z):=E Z | x@ / F(X1, o Xi1, @, Xig 1, oy X)d Py, (2).
Mit Fubini folgt
(3.2) E: (EV(2)) = Eia(2).

Dies wird im folgenden Beweis benutzt
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Satz 3.1 (Efron-Stein-Ungleichung).
Seien X1, ..., X, unabhingige ZVen, X = (X1, ..., X,) und Z = f(X) € L2.

= Var(Z <V_ZE< ~EBO(z ))).

Ist X' = (X1,..., X]) unabhingige, identische Kopie zu X und
le = f(Xl, Xz'_l,X{ Xz'—|—1; ...,Xn>, SO gllt

ZE ((Z -z} ZE ((Z - z))2
- Zn:E((Z—Z{)z,) = inf Y E((Z-2)).

Z
i=1 bremfin

wobei das Infimum iber alle n-Tupel Zu, ..., Z, liuft, wobei jedes Z; X -

messbar und quadratintegrierbar ist.

Beweis. Mit (3.2) folgt direkt A; = FE;(Z — EW(Z)). Verwende Jensen-
Ungleichung fiir die bedingte Erwartung:

A? _ (EZ-(Z—E(i)(Z)))2 < E; <<Z—E(i)(Z))2>

= Var(Z ZE (A?) < ZE ED(2))*) => E((Z-E"(2))%).

Nun sind die Glelchhelten fur v noch zu zeigen:
Fiir eine ZVe Y setze

Var®) (V) = E(Y — E(Y | X©))2 | XO) = EO((y — EO(Y))?)

Turmeigenschaft

Sy Z; B(EO((Z - E9(2))?)) = iEW&r”)(Z”

Fiir zwei unabhiingig, identisch verteilte ZVen W,Y € £? gilt:

Var(W) = %Var(W) + %Var(Y)

1
= _(E(W* - EW)? +E(XY?* - E{Y)*)
2 —_— L

=E(W)E(Y) =E(W)E(Y)
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Analog gilt:
var)(2) = SEO(Z - 21,

falls nur die 1-dim. Integration E¥(.) ausgefithrt und die Unabhingigkeit
benutzt wird.

Voriiberlegung:: Die Verteilung von Y — W ist symmetrisch, da fiir
unabhéngig, identisch verteilte ZVen W)Y € R gilt

id. vert.

Pwy)y=Py @ Py =" Py ® Py = Pyw)
Sei nun g(a, b) := a — b, dann sind

W—-Y=gW,Y)und Y — W = g(Y,W).

_1:

= Pw-y = PFwy)og Pywyog ' =Py_w

S VEER: P(W—Y >t)=P(Y —W >1t).

Unter der Annahme W,Y € £? folgt:

%E((Y—W)Q):% / 2 APy (t) = / T 2ary w(t) = / " 2P,

—00 0 —00

o0

Beziiglich der 1-dim. E(®-Integration sind die ZVen Z und Z! unabhéngig
und identisch verteilt. Also:

§E( (2 - 2)*) = EY(Z - 2)}) = BV (2 - Z))?2).
Zur letzten Gleichheit: Zeige &hnlich wie oben die Aussage fiir eine reellwer-
tige ZVe und folgere sie im multivariaten Fall.

Es gilt fiir Y € £2: Var(X) = E((X — B(X))?) = igﬂ%E((X —q)%).

Das Infimum wird bei ¢ = E(X) angenommen. Daher gilt fiir jedes i =
1,...,n
Var®(Z) = inf EO((Z — ¢)?),
qgeR
falls wir nur die 1-dim. E(i)—Integration ausfiihren. Der Minimierer ¢, ist
eine Funktion der (n—1) Variablen X®. Wie oben ist der Minimierer gerade
qmin = EW(Z) . Dieser ist X®-messbar und in £2. Also darf dies bei der

Klasse von Funktionen iiber das Infimum verwendet werden. O
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Im Fall Z =37 | X; gilt:

Z - ED(z) = ZXj - ZXJ- +E(X;) | = Xi — E(X;).
= i

- V= iE((Xz - B(X)))?) = iVar(Xi) nnabh- Var(Z).

Beispiel zeigt: Efron-Stein-Ungleichung ist scharfe Abschitzung.

Bemerkung 3.2 (Jackknife Resampling).

In der Statistik benutzt man Subpopulationen von Datensétzen, um Para-
meter besser zu schétzen. Jackknife Resampling ist eine Vorgédngerversion
des Bootstraps, bei dem aus einer Population von N Individuen (samples)

N — 1 Subpopulationen durch Weglassen eines Individuums erzeugt werden.

Seien X1, ..., X,, unabhéngig, identisch verteilte ZVen mit Verteilung Px.
Der zu schitzende Parameter 6 ist eine Funktion von Px, den wir durch eine
Funktion Z = f,(Xi,..., X;,) der Daten schitzen wollen. Um die Qualitét
des Schéitzers zu beschreiben, verwendet man u.a.

Bias: E(Z) — 0

Mittlere quadratische Abweichung: Var(Z) + (E(Z) — 0)?

Allerdings konnen wir E(Z) und Var(Z) nicht explizit ausrechnen, da Px
unbekannt ist. Also benutzt man eine empirische Mittlung anhand der Daten.

Jackknife-Schéatzer fiir den Bias:

(n—1) (712 i(Z’ — Z)> , wobel Z; := fn_1 (x(i)> .

i=1

X @ heiRt auch i-tes Jackknife-Sample und Z; die i-te Jackknife-Replikation.

Jackknife-Schétzer fiir die Varianz:

n

n_lz(Z—Zz')2

n ;
=1

Die Efron-Stein-Ungleichung besagt, dass dieser Schétzer immer einen nicht-
negativen Bias besitzt. D.h. wir schitzen die Varianz eher zu hoch als zu tief
ein. Bei statistischen Verfahren sind wir damit eher auf der sichern Seite.

Prinzip: Pessimismus > Optimismus (bei Varianzen)
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3.2. Funktionen mit beschrankter Differenz.

Definition 3.3. f: X" — R hat beschrinkte Differenzen (oder die be-
schrankte Differenzeneigenschaft), falls es ¢y, ..., ¢, > 0 gibt, sodass

sup |f(x1, s Tn) — F(T1, e Ty o )| < 5 Vi

/
xlv---vxnyxie-)(

Korollar 3.4.
Hat f beschrinkte Differenzen mit Konstanten ci, ..., ¢, und sind X1, ..., X,
unabhdangige ZVen mit Werten in X, so gilt fir Z .= f(X1, ..., Xp) :

1 n
Var(Z) < 1 ZC?
=1
Beweis. ESU besagt

Var(Z) < inf_ Y E((Z-2)%).

In das Infimum diirfen wir die quadratintegrierbare und X )-messbare "Ttervallmitte’

1
Zi = §<sup f(Xl, e ,Xl;l,:L',XiJrl, e ,Xn)
reX

+ inf f(Xl, ey X1, Y, Xig 1y - - 7Xn>>
yeX

<&
-2
einsetzen. Es folgt:

(Z — Z;)? < %1 = ( halbe Intervallinge )?
O
Beispiel 3.5 (Langste gemeinsame Teilfolge). Seien Xi,..., X, Y7,..., Y, ~
Ber(3) unabhiingige ZVen. Betrachte
Z = f(X1, oo, X, Y1, 0o V)

=max{k | X;; =Y;,... X5, =Y;,,1<i1 <...<ip<n,1<j <...<jrp<n}

Z ist die Lénge der langsten Teilfolge, die in beiden Folgen auftaucht. Bei-
spiel:
(i) X =(0,0,0,0,0),Y =(1,1,1,1,1) = Z=0
(i) X = (1,0,1,0,1),Y =(0,1,0,1,0) = Z =14
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Es ist bekannt, dass lim,, o, E(Z)/n f.s. gegen eine Konstante v konvergiert,
deren Wert allerdings unbekannt ist. Vermutung:

s B2) 2
= l1Im =

Wie im Kontext vom iiblichen Gesetz der groffen Zahlen wollen wir das

Konzentrationsphinomen iiber die Var(Z) verstehen. Andert man nur eine
einzige Ziffer in der Folge X, ..., Xy, Y1, ..., Yy, kann sich Z um hochstens

Eins dndern, also hat Z beschriankte Differenzen mit ¢; , = ¢;y = 1.

12n n
2HN<=N1==
:>Var()_4; 5

Beachte: EZ wichst proportional zu n. Die Cebysev-Ungleichung liefert

7 —FE(Z H 11
P(‘()‘Zt>:P(|Z_E(Z)‘Znt)§ 2_— ___ =~

n

bzw.

3 _ 1

ns?  2s?

Mit hoher Wahrscheinlichkeit fallt Z in ein am Erwartungswert zentriertes

P(Z — B(2)| > sy) <

Intervall der Liange ¢ X \/n.

Definition 3.6. Eine Folge (Z,,),en nichtnegativer ZVen heift relativ stabil,
% — 1 in Wahrscheinlichkeit (Fluktuationen von Z, um E(Z,)

werden klein).

wenn

Um relative Stabilitét z.z., ist es oft niitzlich Schranken an Var(Z,) z.z., denn

Zn _ Var(Z,,)
P (‘E(Zn) - 1‘ > 5) = P(|Zn - E(Zn)’ > 5E(Zn)) < m

Beispiel 3.7. (Schétzen von Dichten durch Glattungskerne)

Sei X1, ..., X, unabhéngig, identisch verteilt geméaf unbekannter Dichte ¢p: R —
[0, 00). Intuitiv wiirde man anhand von n Daten z1, ..., z,, die Verteilung von
X1 durch das empirische Maf p, = %Z?:l 0z, schéitzen. Dieses Mafs hat
allerdings keine Dichte. Um dem Rechnung zu tragen, ersetzt man das Punkt-
maf durch eine Approximation der Eins, eine stark konzentrierte W’Dichte.

Wir schétzen ¢ durch

xr —x;
n

1 n
(bn(x) = ¢n;(r17...,xn)(x) = ﬁ ZK < h
" =1
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wobei hy, > 0 Glattungsparameter heifst und K : R — [0, 00) fR x)dx =1

die Approzimation der Eins ist. Wir interessieren uns fiir die £!- Norm des

Fehlers, d.h.

Z=f(X1,..Xpn) = / |6(2) = Pny(x1,...,x0) () |d.

Bei folgender Differenz kiirzen sich 2(n — 1) Summanden weg:

@1 0) = F@1, s o) = / 16(2) = 6u(@)] — [6(2) = 6u(@)]|do
T — xr —
<nhn R ( I, )_K< hn >‘
1 T —x; xr —
Snihn R<K< hn >+K< hn >>
n 22 1

Var(z) < 22— 2
ar( )_4

n?2 n

Mit Korollar 3.4 folgt unmittelbar

Beispiel 3.8. (Supremum eines Rademacher-Prozesses)
Seien (e t)i=1,..nteT reelle Zahlen und Xj, ..., X,, unabhéngig, identisch ver-
teilte Rademacher-ZVen. Definiere

VA —supZoz”X
teT

Z heit Rademacher-Mittel. E(Z) hangt stark von der Wahl der a; ¢ ab. Aber

dndert man ein Xj;, dann &ndert sich Z um hochstens 2sup |« |. Korollar
teT
3.4 impliziert dann:

Var(Z) < Zsup|oz,t|

zle

Dies Schranke kann mit der ESU noch verbessert werden.
Seien X7, ..., X, unabhéingige Kopien von X7, ..., X,, und definiere

Zl( = sup Z Xjajs | + X{ai,t
T\ \guzi

Sei t* der (zuféllige) Index in T, sodass

n n
E XjOéjﬂg* = sup E Xj@j,t'
= teT 5
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Nach Definition des Supremus:
Zi=sup | | Y Xjoye | + Xjaig | = [ D Xjouge | + Xfovige
teT — —
Jij#i e

Dann gilt fiir jedes i:

n
Z -7l = Z Xjaj ¢ — ZL < (Xi — XD 4+
j=1

Fallunterscheidung ergibt:

(Z - Z:)% < (X — X))%a,.

(2

Turmeigenschaft und Unabhéngigkeit ergeben

E((Z - 7)) < B(B(Xi — X])?0} e | X1, 00 X))

< E(of n E(X] —2Xi X[+ X | X1, ... Xy))
E(a}E(1—2X;X]+1| X1,....Xy))

= 2E(a12,t*)

Da T nicht von dem Laufindex ¢ abhéngt, impliziert ESU: Var(Z) < 2E (Z?:l ozfﬂf*) <

2F (SUPteT Sy ait>. Nun steht das Supremum ausserhalb der Summe!
3.3. Selbstbeschrinkende Funktionen.

Definition 3.9. Sei X’ # () eine Menge und n € N. Eine Funktion f: X" —
R, heifit selbstbeschrinkend oder self-bounding, falls
Vie{l,..,n}3f;: X" 5 Rmit Vay,...,2, € X

(1)
0< f($17 al'n) - fi(xla cees Li—1, Ti41, axn) <L

(Approximation der n-dim. Funktion mit (n — 1)-dim. Funktion mit
maximalem Fehler 1)
(2) Z?:l(f(fﬂl, oy Tn) = [i(@1y ooy Tim 1, Tig 1y oy T0)) < f(@1, 00 T0)

(= self-bounding).
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Welche Folgerungen ergeben sich?
Firi e {1,..,n}, z1,....,x,, 2}, € X gilt:

|f (@1, s @n) = F(T1, ooy Tim 1, Ty T 15 ey )|
<|f(z1, ooy ) = fi(@1, ooy i1, Tig1y ooy Tn) |
F il @1y oy Tim 1y Tig 1y ooy T) — FTLy oy Tim 15 Ty Tig 1 ey T |
< 2, also hat f beschrénkte Differenzen.

Erwartungshaltung: Solche f liefern gute Konzentrationsungleichungen.

n

Z (F(@1, s @) = Fi@1, ooy Ti1, Tig 1, ooey Tp))
i=1

1) &

< D (f(@1, e mn) = fil@1, o Tic1, Tig1, oy Tn)) - 1
i=1

< f(@1, . mn)

Die vorherige Rechnung impliziert folgendes Korollar:
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Korollar 3.10.
Seien X1, ..., Xy : Q — X unabhingige ZVen. Sei Z = f(X1,..., Xy) fir ein
selbstbeschrinkendes f: X™ — R4. Dann

Var(Z) < B(Z).

Beweis. Hier ist Z; quadratintbar und X messbar:

Satz31
= Vi < f E((Z - Z)*
ar ZZl}naZn Z) )

<ZE Z fz(X17~-- i— laXi+17"'7Xn)>2)

< B(f(Xy, ... X)) = B(Z)
0

— self-bounding-Eigenschaft schlieft schwere Rénder (Konzentration des
Mafses an den Réndern) aus. Kontrast mit Rademacher ZV.

Anwendung bei verschiedenen Modellen. Hat fiir jedes n € N Z(n) =
fn(X1, ..., Xy,) die selbstbeschrankende Eigenschaft, so folgt Ve > 0 :

Z(n) _
P (‘E(Z(n)) - 1’ > E> =P(|Z(n) — E(Z(n))| >eE(Z(n)))
Var(Z(n)) < 1 ‘
T e2E(Z(n))? T e2E(Z(n))
Falls E(Z(n))) — oo fiir n — oo, so liegt relative Stabilitit vor.

Es ergeben sich also zwei Vorgehensweisen, um die self-bounding property

auszunutzen: Zwel Szenarien beim Abschatzen:

e E(Z(n)) von oben abschétzen.
. m von oben abschiitzen.

Greife eine Klasse von Funktionen heraus, die selbstbeschrinkend sind:

Definition 3.11. Sei X # () Menge, n € N, II; € X’ fiir i = 1,...,n
und IT das n-Tupel: (Iy,...,11,,). Fir m < n sagen wir, dass der Vektor
(z1,...,Tm) € X™ die Eigenschaft II hat 1< (21, ..., 2p) € ;.

IT heifit erblich < Hat (x1, ..., z,) die Eigenschaft II, dann auch jeder Teil-
vektor (z4,,...,%5,) = (x)jer mit I = {i1,...,15} C {1,...,n}

Ist IT eine erbliche Eigenschaft, so heift die Funktion f , die jedem (z1, ..., z,),
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m < n, die Méchtigkeit der langsten Teilfolge (zi,, ..., 24, ) von (x1,...,Tm)
zuordnet, die die Eigenschaft II hat, die Konfigurationsfunktion von II. Ei-
gentlich umfaftt f gleich n Funktionen

fi: X = No, fo: X2 5Ny, ..., fo: X" = N

Korollar 3.12.
Sei 11 eine erbliche Figenschaft auf X # 0, f die Konfigurationsfunktion von
I, Xy,..., X;, unabhdngige ZVen mit Werten in X und Z = (X1, ..., Xp).

= Var(Z) < E(Z).

Beweis. Nach Korrolar 3.10 geniigt es zu zeigen, dass f selbst-beschrankend
ist. Wegen Erblichkeit gilt

Zi=fod(XN < fu(X)und Z < Zi+1 = 0<Z—-2;<1

Andererseits: Gilt fiir ein (21, ..., x,) € X™: Z = f(x1, ..., x,) = k, so existiert
nach Definition eine Teilfolge (z;,, ..., z;, ) von (21, ..., ) mit f(xi,, ..., 25, ) =
k. Sei I = {i1,...,ix}. Fir i ¢ I gilt: Z = Z;, denn beide haben (x;);er als
Teilfolge.

n

= (Z-Z)=Y(Z-Z)<> 1=|=k=2.

i=1 el icl
Also ist f selbst-beschrankend. O
Zusammenfassung:

f Konfigurationsfunktion = f ist self-bounding
= Var(Z2) < E(Z) fir Z = f(Xq, ..., Xy).

Beispiel 3.13 (Anzahl verschiedener Werte in einer Stichprobe).
Seien X7, ..., X, : © — Nunabhéngig, identisch verteilte ZVen mit Verteilung
P(Xy =k) =pi € [0,1], sodass Y, pr = 1. Ferner betrachte

Zy, = # unterschiedliche Werte in (x1, ..., zp).
66



Anders geschrieben heifst das

n
Zn =1+ Z Vaior, . witaia)

1=2
n
= Z ﬂ{xi#xhwri#xkﬂ
=1
n i—1
= Z H Liaitayy-
i=1 j=1

n 1—1
= B(Z) =Y B[] 1ixx,)
i=1 j=1

n o0

=3 > E(lixzxyy-Nixiex, oy | Xi = H)P(Xi = k)
i=1 k=1

=3 > (U —p)" on

i=1 k=1
ES gllt
E(Z
li ( n)

n—oo n

=0 (Ubung),

d.h. Wiederholungen sind nicht vernachléssigbar, bremsen Wachstum von
L.

Welche Konzentrationsungleichungen kénnen wir fiir Z,, zeigen?

(A) Z, = f(Xi,...,X,) ist Funktion mit beschrankten Differenzen mit
Schranken ¢; = 1Vi=1,...,n.

= ———~*  beschriankt

r(]--) <52
= s (B((Za — B(Z)) + B(2,)?)

e2n? g2 n

:W+1<E<Zn>)2

< =n +o(n) = o(n)
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Somit liegt stochastische Konvergenz gegen 0 vor:

Zn
— — 0.

n
Ist das optimal?

(B) Sei f(z1,...,zn) eine Konfigurationsfunktion zur Eigenschaft
(X1, ooy ) € Iy, & Vayq, ..., Ty unterschiedlich

IT ist erblich.

KO3 12 yar(Z,) < E(Zy)

N VaréZn) E(fn)

Also ist der Quotient (M> N Nullfolge und nicht nur beschrankt.
ne

n

(C) Kann man hier Janson-Ungleichung anwenden?

Beispiel 3.14 (Vapnik-Chervonenkis-Dimension). aus der statistischen Lern-
theorie. Sei X' # () beliebige Menge, A C P(X) (z.B. o-Algebra) und H C X
endlich (= sample). Sei G C H. Wir sagen

A identifiziert G = JA€ A: ANH =G
s(A, H) :=#{G C H | A identifiziert G}
=t{ANH| A€ A} = §Spury(H) < 2
H ist vollsténdig identifiziert von A 1< s(A, H) = 21

d.h. jede Teilmenge von H wird identifiziert. Betrachte VC-Wachstumsfunktion

von A

n i $p(A) := sup s(A, H),
HeFy

wobei F,, = {H € P(X) | $H = n}. Die VC-Dimension von A ist
Dy :=sup{n € N|s,(A) =2"}.
Die VC-Dimension von A bzgl. H ist
Dy(H) :=sup{n € N| es existiert G C H mit G = n,
das von A vollstandig identifiziert wird}.
Sei nun A fixiert. Falls X1, ..., X,,: © — X ZVen, so bezeichnen wir mit

D(X) = D(X1,...Xp) = D(H) mit H:={X1(w),..., Xn(w)}.
68



Das ist eine Konfigurationsfunktion zur Figenschaft II ,yvollsténdig identifi-
zierbar. Diese ist erblich. Unter der Annahme das X, ..., X,, unabhéngig
sind, folgt also mit Korollar 3.12

Var(D(X)) < E(D(X)).

3.4. Exkurs: Ursprung der VC-Theorie: Secien F': R — [0,1] eine Ver-

teilungsfunktion und X; ~ F fiir i = 1, ..., n, unabhéngig. Sei F,,(t) = 24{i |

X; <t} die empirische Verteilungsfunktion von Xj, ..., X,,.

Hoeffding
=

(33) Vte R,8 > O,Tl e N: P(|Fn(t) — F(t)| > 5) < 26—n62/2‘

Satz von Glivenko-Cantelli dagegen besagt:
(3.4) VneN,e>0: P(sup |F,(t) — F(t)] >¢) — 0,
teR
Man sieht, dass dies eine , Uniformisierung’ von (3.3) ist. Als Einstieg in die

weitere Diskussion ist es giinstig, letztere Aussage zu
VneNe>0:P(|P,—Plla>¢e)—0,

umzuschreiben, wobei
1 n
Pu(4) =~ D lixear
j=1

das empirisches Mafs, || P, — P||a = supgey ||[Pn(A) — P(A)|| und A das
Mengensystem A := {(—o0,t] | t € R} ist.

Es stellt sich die Frage, ob solch eine Konvergenz auch fiir andere Mengensys-
teme A gilt? Z.B. fiir A = B(R)? Durch welche Groke wird dann || F;, — F|| oo
ersetzt? Konvergiert die Differenz auch mit dem neuen Konvergenzbegriff

gegen 07

Satz 3.15 (Theorem von Vapnik-Chervonenkis). Sei A C P(X). Fir alle
n €N unde >0 gilt

n€2

P(Sup |Pn(A) — P(A)| > 6) <8 sn(,A) e 32
AcA ——

siehe oben

Allerdings: Was weift man iiberhaupt iiber s, (.A)?
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Satz 3.16 (Theorem von Sauer).
Vn > Dy gilt: sp(A) < (n+1)P4

Das Theorem von Sauer besagt: Sobald das maximal mogliche exponentielle
Wachstum abbricht, ist es sogar nur noch polynomial und der Exponent is

die VC-Dimension.

Theoreme von Vapnik-Chervonenkis und Sauer kombiniert ergeben:

n52 77,52
Vn>Da: P(|P,— Plla>e¢) <8sp(A)e” 32 <8(n+1)P4e 52
Bemerkung 3.17 (Besinnen uns nochmal:). Was ist eigentlich der formale
Rahmen vom Satz von Glivenko-Cantelli?

n—o0

| = Flloe = sup |[Fu(t) = F(5)] = 0 £
te

fiir i.i.d. Xq,..., X, ~ F und die zugehorige empirische Verteilungsfunktion
1 n
Fn(t) = ﬁ Zl ]l(—oo,Xi} (t)
1=

Frage: Fast sicher beziiglich welchem Maf? (P oder Px oder P,?)
O.E. setzt man Q =R, A= B, X =id und P = Px.

Allgemeiner: Sei (5,S) Messraum, M;(S,S) Raum der W'mafe auf (S5,S)
und i.i.d. ZVen Xy,..., X, : 2 — S mit Px als Verteilung.

(Haufig wird zur Vereinfachung Q@ = S und P = Px gesetzt.)

empirisches MaR: P,(A) = 13" 14(X;) fir A€ S.

n
Sei

ccs
oder

F C {f: S — R messbar, beschrinkt}
und definiere ZV (falls messbar)
|1Pn = Px|c := sup [P, (A) — Px(A)]
AeC
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bzw.

| P, — Px||7 := sup |P,(f) — Px(f)]
AeC

wobei p(f) = /f dp

Vorsicht! Nicht notwendigerweise messbar, da C, F iiberabzahlbar sein kann.
Man braucht im Allgemeinen Zusatzannahmen an C bzw. F, wie z.B. Sepa-
rabilitdtseigenschaften!

Satz 3.18. Sei C C S wie oben und Px € Mi(S,S). Dann sind dquivalent:

(Z) ||Pn - PX”C m 0 f.S.
(“) ||Pn - PXHC m) 0 stoch.

(iii) E(||P, — Px|c) —— 0.

n—oo

Definition 3.19. Wir definieren C C S als Glivenko-Cantelli-Klasse (GC-
Klasse) fiir Py, falls eine (und damit alle) der drei obigen Bedingungen erfiillt

ist.

C C S heifst universelle GC-Klasse < C ist eine GC-Klasse fiir jedes Px €
M;.

C C S heifit uniforme GC-Klasse :< supp, e, E(|[Pn — Pxllc) — 0
n—oo
(Konvergenz glm. bzgl. Verteilungen).

C C S heiftt VC-Klasse <= VC-Dimension D¢ < oo.

Satz 3.20 (Vapnik-Chervonenkis). C C S ist genau dann eine uniforme
GC-Klasse, wenn es eine VC-Klasse ist.

Bemerkenswert: Zusammenhang zwischen Wahrscheinlichkeits- und Mafs-

theorie zu Komplexitéits- und Mengentheorie. (Etwas anschaulich formuliert:
Mafitheoretische Strukturen fiir Suprema von iiberabzidhlbaren Mengen in-
stabil.)
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Beispiel 3.21. Sei A := {F C S} = { endliche Teilmengen von S} und P ein
W’Mass auf S ohne Atome. Fir 4, = {Xi,...,X,} gilt P(4,) =0 und
P,(A,) = PY(AY) = 1. A ist keine GC-Klasse fiir P.

Beispiel 3.22. S =R, C = {(—o0,t] | t € R}.
GC-Theorem impliziert: C ist GC-Klasse.

In der Statistik ist folgende Aussage im Kontext des Kolmogorov-Smirnov-
Test wichtig:

Satz 3.23 (Satz von Kolmogorov:).

1
sup  ||[Pn— Pxlle ~ —=
PxeM; (R,B) " Vn

Insbesondere ist C eine uniforme GC-Klasse, sogar mit expliziter Fehlerrate!

Verschérfung;:

D
Vn| P, — Px|lc —— sup |B(F(t))],
=00 ¢e(0,1]

wobei B die Brownsche Briicke ist.

Insbesondere gilt fiir stetiges F' via Umparametrisierung durch das Simula-
tionslemma/Quantiltransformation: Invarianzprinzip von Donsker fiir empi-

rische Verteilungen

Vil P, = Pxlle —— sup |B(t)].
=00 4elo0,1]
Definition 3.24. Ist C C S und M C M;(S,S), so heifst (C, M) ein GC-
Paar, falls
E(|Pn = Pxllc) ——0

n—oo

fiir jedes Px € M.

Falls C keine universelle GC-Klasse ist, macht es Sinn zu priifen, ob man
sich beider konkreten Anwendung auf eine Klasse M von Mafen beschran-
ken kann, so dass (C, M) ein GC-Paar sind. Manchmal hat man ja a-priori
Informationen iiber die in Frage kommenden Mafse.

Analog fiir F C {f: — R messbar, beschrankt}.
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Beispiel 3.25 (keine universelle GC-Klasse). Seien X; ~ N(0,1), j € N,
i.i.d. standardnormalverteilte ZV und Y; := —X. Betrachten die ZVektoren
Z;j = (X;,Y;)" € R? und deren empirische Verteilungen

1o 1o
P, = ﬁzézj = ﬁz(s(xjv_xj)’n eN
j=1 j=1

Die Testfuntion

9= 9o = L@ y)eraty<0y T L{(x; )15 w)leny : R = [0, 1]

ist in jeder Koordinate antiton. Es gilt

Insbesondere gilt fiir
Fu = {f: R* 5 R, antiton in beiden Koordinaten und || f|c. < M}
(3.5) | P = Pyl =sup [[P(f) = Px ()| =1+ 0.
feF
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Definition 3.26. e Eine Teilmenge G C R? heifit strikt monotoner
Graph, falls es eine strikt monotone Funktion g: R — R gibt mit
G = {(z,9(2)) | v € R}.
e Sei M C M;(R?,B) die Menge der Mafte P mit

(3.6) P.(G) =0 fiir jeden strikt monotonen Graphen G,

wobei P, den kontinuierlichen Anteil von P bezeichnet, also

P..=P— Z Sn

2€R2,
P({z})>0

Satz 3.27 (De Hardt, Wright).
(a) (Far, M) sind ein GC-Paar.
(b) Gibt es fiir P € M einen strikt monotonen Graphen mit P.(G) > 0,
dann gilt |P — Py, - 0.

(a) beschreibt eine hinreichende Bedingung fiir Konvergenz,

(b) eine notwendige.

Bemerkung 3.28. Satz zeigt, dass im héher dimensionalen Fall Phianomene
auftreten, die im eindimensionalen unmdglich sind. Ab Dimension 2 bleibt
alles aber im Prinzip gleich. Es gibt analoge Resultate fiir Dimension > 2.

Vergleiche mit Portemanteau-Theorem:

Satz 3.29 (Portemanteau-Theorem). Seien n € N, S topologischer Raum
mit Borel-Sigma-Algebra S, und p, pn,n € N, Wahrscheinlichkeitsmafle auf
(S,8). Dann sind dquivalent:
(i) pn = s
(ii) fiir alle gleichmdfig stetigen und beschrinkten f gilt: [ fdun, —
f Jdpn;
(i) fiir alle Lipschitz-stetigen und beschrinkten f gilt: [ fduy " [ fdpn;
(iv) fiir alle messbaren und beschrankten f mit u( Punkte, an denen f unstetig ist) =
0 gilt: [ fdpn —— [ fdp;
(v) fiir alle abgeschlossenen Mengen A C S gilt: limsup u,(A) < p(A);

n—oo
(vi) fir alle offenen Teilmengen U C S gilt: lirginf pn(U) > p(U);
(vii) fir alle B € B(S) mit u(0B) = 0 gilt: ILm pn(B) = p(B).

Strikt monoter Graph G spielt die Rolle von 0B.
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3.5. Weitere Anwendungen von self-bounding.

Beispiel 3.30 (Bedingte Rademacher-Mittelwerte). Seienn € N, X1,..., X,
€1,...,&, unabhiingig mit X; € [~1,1]% iid., X; = (X;1,...,Xiq) " und
e; € {—1,1} Rademacher-ZVen.
Folgende Grofse wird in der Lerntheorie benutzt, um die Komplexitét eines
Modells zu beschreiben:

n
3.7 Z=F iXii | X1,..., X0 |-
( ) (jgi?.)id;& ¥ | 1, ) n)
Aus dem Faktorisierungslemma folgt, dass es Abbildung f: ([-1,1]%)" — R
gibt, so dass

(3.8) Z=f(X1,...,Xn) ist.

Satz 3.31 (Faktorisierungslemma).

Seien (S,S) Messraum, Q@ # 0 und f: Q — S, g: Q — R Abbildungen.
Dann gilt:

g ist o(f) — B-messbar < Es existiert ein messbares ¢: (S,S) — R, B(R))
mit g = o f.

Z hat beschrénkte Differenzen:
Ersetzt man X; durch unabhéngige Kopie X € [—1,1]¢, so kann sich > 7", £, X;;

um hochstens 2 éndern (fiir j =1,...,d). Setze also ¢; = ... = ¢; := 2.
Korollar 3.4 impliziert: Var(Z) < n.
Die ZV Z ist aber auch selbst-beschrankend:

Um dies z.z., miissen wir neben f auch fi,..., f, identifizieren:

Z = f(Xy,...,X,) wie oben ,

n

amr (e, 3 cons X0 -0
k=1,k#i

Als Ubungsaufgabe zeigt man:
0<Z-Z<1lund Y (Z-Z)<Z

i=1
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Mit Korollar 3.10 folgt Var(Z) < E(Z).
In vielen Anwendungen gilt E(Z) < C'y/n und somit Var(Z) < Cy/n.
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Beispiel 3.32 (First passage percolation:). Sei (V, E') ein Graph mit (abzahl-
barer) Kantenmenge E = (e;);er und uniform beschrénkten Vertexgrad.

Betrachte Kantengewichte
X;:Q—[0,00), E(X})<o? icl unabhéngige ZV
Fiir einen Pfad  zwischen Vertizes x und y in V' definiere Gewicht /Gesamtlange

t(v) = Z Xi

i€l,e;Cy

als

und den Abstand zwischen x und y als
(3.9) Z = Z(x,y) := inf{{(v) | v verbindet = und y}

Dies ist offensichtlich auch ein ZV. Ersetzt man im obigen Ausdruck X; durch
eine unabhéngige Kopie X/, wid die entsprechende ZV mit Z] bezeichnet.

Stillschweigend nehmen wir im folgenden an, dass obige inf tatsichlich min
sind. Dies ist z.B. der Fall, falls der Graph endlich viele Kanten enthélt.
Z(x,y) kann man als die kiirzeste Zeit ansehen, die notig ist, um von z nach
y zu kommen oder umgekehrt. Daher der Name first passage percolation.
Sei v* ein Pfad von z nach y, das das Infimum in (3.9) realisiert. Ersetzen wir
das Gewicht X; der i-ten Kante e; durch X/, so dndert sich die Gesamtliange
des Pfades v* nur, falls e; C 7, also

(Zi = 7)) = (Zi — Zi)y < (X] = Xi)¢
sowie

(20— 20)4)" < ((X] = X0)4) Lpesorry < (X)) Dy

Daher folgt unter Nutzung der Unabhéngigkeit von X;, X aus der ESU:

VarZ <Y B [((Zi - Z;)_)Q}

el

<> EB[(XD 1 eicry]
el
Zﬂ{eicw*}]

i€l

<E[X)’]E

< o [fKanten im optimalen Pfad +*|
s



Ubung: Fiir den Graphen Z¢ und iid Gewichte X; mit Werten in [a, b], wobei
0<a<b<oo, gilt:

d
b b
Var Z(z,y) < —lly — ol = — > ly; — 4]
j=1

Dies ist eine deterministische Schranke, die nur von der Verteilung der ZV
und dem ¢!-Abstand der betrachteten Punkte abhiingt.
Tatséchlich wird Var Z(0,n - e1) ~ n?/3 vermutet.

Beispiel 3.33 (Grofter Eigenwert einer zufilligen symmetrischen Matrix).
Sei A := (X, ;)i; symmetrische Matrix mit Koeffizienten

Xij, (1<i<j<n) unabh.ZV,
Xij€la,b],(1<i<j<n) und
Xij =X, (1<i<n1<j<n)
Damit sind alle Eigenwerte von A reell. Sei Z := Apax(A) der maximale

Eigenwert von A und v = (v1,...,v,) € R™ ein zugehoriger normierter

Eigenvektor. Dann gilt

Amax = 01 Av = sup ul Au = max  u! Au
u€R™, ||ull2=1 u€R™, [|ull2=1

Ersetzt man den Eintrag X;; durch unabhéngig Kopie X{J (und entspre-
chend Xj;;) erhilt man A; ; und Z; ; = Amax(A; ;). Dann ergeben sich
Zl = max ulAu>vTA v
1,] u€R™ ||ull2=1 L) = 1,]
sowie
T T
Z—Zi; <vAv—v" A jv

< 2 |vi(Xig — Xi )i

<2(b— a) |vivj]
Um (Z — Z};)+ abzuschitzen interessieren wir uns nur fiir den Fall 0 <

Z - Zz(,j <2(b—a) |U1'Uj‘. Also folgt
2
S (Z-Z))  <ab-a)® Y fuil?

I<i<j<n I<i<j<n
2
=4(b — a)? Z v?
1<i<n
=4(b — a)?
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da v normiert. FEinsetzen in die ESU ergibt
Var(Z) < 4(b — a)?

ein Schranke, die nicht von der Matrixgrofse abhéngt, und von der Verteilung
der Eintrége nur tiber den Durchmesser (b—a). Die Eintrége miissen unabh.,
nicht aber notwendig identisch verteilt sein.

3.6. Eine konvexe Poincaré-Ungleichung.

Definition 3.34. f: [0,1]" — R ist separat konvez, falls Vi = 1,....,n :
VZ1,.ey Ti—1,Tit1,---, Tn, die Funktion

x; = f(x1, .., T4y oy T, konvex ist.

Satz 3.35 (Konvexe Poincaré-Ungleichung).
Seien X1, ..., Xy, € [0,1] unabhingige ZVen. Sei f:[0,1]" — R separat kon-
vex (und partiell differenzierbar). Dann gilt fir Z = f(X) = f(X1,..., X3)

Var(f(X)) < E([VF(X)I])-

Prinzip: £2-Norm von f durch £2-Norm von V f abschétzen.

Beachte: Konvexitdt impliziert bereits Differenzierbarkeit fast iiberall. Die
Aussage lasst sich abschwéchen fiir schwache Gradienten mit den schwachen
partiellen Ableitungen.

Beweis. Nutze variationelle Version der Darstellung von v in der Efron-Stein-

Ungleichung
Var(Z) <Y E[(Z - Z)]
=1

wobei Z; = inf Z; iiber alle (X1, ..., Xi 1, Xis1, ..., Xp)-messbaren £2-ZVen
Z; lauft. Insbesondere ist Z; = infy co1) f(X1, s iy oy Xpp) eine zuliissi-
ge Wahl. Sei 2/ = x;(z1, ..., %i—1, Tit1, ..., Tp) €in Minimierer des Infimums
(Exi/sﬁe/nz klar wegen Stetigkeit und Kompaktum).

Sei X = (X1, ..., X; 1,2, Xig1, s Xn)-

n

=Y (Z2-2)* =) (f(X) - f(XD))?
=1

=1
komex ¢ (OFQON® o e < 3 (FE))
: Z( o, > wSZ( o ) = [V £(X)|?
- —Z

79



ABBILDUNG 4. Konvexitat

O

Beispiel 3.36 (Grofter Singuldrwert einer zuféilligen Matrix). Sei A € R™*"
Martix mit unabhingigen zufilligen Koeffizienten X;; € [0, 1]. Ahnlich wie
bei einer symmetrischen Martix in Beispiel 3.33 wollen wir die Konzentration
des groften Singuldrwerts Z von A untersuchen. Dieser ist gegeben durch

Z = Z(A) = Z((Xi)ij) = \/ Amax(AT A)

Da AT A symmetrisch ist, ist Amax(A” A) wohldefiniert und reell. Wieder

haben wir eine variationelle Darstellung

7 = sup  ul AT Au = max |[[Aullz =: [ A
ueanllull2:1 ’U,GR”7||U,||2:1

wobei ||A|| Operator- oder Spektralnorm von A genannt wird.
Fiir festes u € R™ ist

m n 2
[0,1] 2 X5 = fxeu(Xij) = [[Auf = | > ( Xl,k:“k)
k=1

=1

eine konvexe Funktion von X;;. Als Maximum konvexer Funktionen ist

0,1] 5 Xi5 = max  fixu(Xij)
u€R™, ||lullz=1

ebenfalls konvex. Nun verwenden wir einen Satz aus der Linearen Algebra

der die Storungstheorie von Matrizen betrifft.

Satz 3.37 (Satz von Liidiski). Seien A und B € R™*™ mit Singuldrwerten

Smax(M) = Sl(M) > SQ(M) >
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Dann gilt:

(si(B) — si(A4))*

NE

(s1(B) = 51(4))* <

.
3
—

IN

si(B— A)?
1
wr (B~ A)7(B - A))

E (br, — ak,l

11=1

.
I

I
Ms

~

was drei verschidenen Darstellungen der Hilbert-Schmidt-Norm (oder Frobenius-

Norm) zum Quadrat sind.

Gilt nun
by = agy + €0k,i01 5

so folgt
_ 2
(s1(B) — s1(4))° _
g2 -
und damit ist s1(A) als Funktion X;; Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante

gleich Eins. Daraus folgt, dass fiir Lebesgue-fast alle Werte in [0, 1]
Qg5 — Sl(A)

differenzierbar ist mit ‘%31(14)‘ < 1. In der Tat reicht diese abgeschwéchte
Bedingung, um eine konvexe Poincare-Ungleichung zu beweisen (Ubung).

Da wir den Gradienten einer Funktion auf dem R™™ untersuchen miiflen,
erweitern wir unsere 1-dimensionalen Uberlegungen. Satz von Liidski impli-

ziert

(51(B) = s1(4)) < ZZ bry — ary)? = || B — Allgmn
=1 I=1

wobel im letzten Ausdruck die Euklidische Norm auf R™" sowie A und B
als Vektoren in R™™ betrachtet werden. Mit anderen Worten ist

R™"™ 35 A s1(A)
Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante gleich Eins, woraus man (als Ubung)
folgert, das (Lebesgue fast tiberall)

197(0)]| = H( O (x >)ij

<1

O0xij
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Somit folgt aus der konvexen Poincare-Ungleichung
Var(Z) = Var(f(X)) < E (|[VF(X)|?) < E(1) =1
Dies ist wieder von den Dimensionen n und m unabhéngig!

3.7. Anwendung der Efron-Stein-Ungleichung auf Tail-Events. Bei
der allgemeinen Markov-Ungleichung kann man statt der quadratischen —
sofern exponentielle Momente existieren — auch exponentielle Funktionen
einsetzen, um schérfere Schranken an das Abfallverhalten zu bekommen. In
diesem Sinne wollen wir ESU verbessern! Hier nehmen wir fiir die Funktion
f: & — R etwas weniger als die beschrinkte Differenz-Bedingung an: Es

existiere v > 0 mit

(3.10) Z((Z — 7Z)4)* < v fs., wobei wieder
i=1
Zl = f(X1y e, Xic1, X1 X1y ooey Xin)-

wobei X! eine unabh. Kopie von Xj; ist. Es liegt also eine Art kummulative
oder gemittelte beschrankte Differenz-Bedingung vor.
Beispiel: Apax ist EW von symm. Matrix = (3.10) gilt mit v = 4(b — a)?
Insbesondere ist die Konstante unabhdmgig von der Konfiguration x € X™
und sogar von der Dimension n. Dann folgt mit ESU:

Var(2) < (Z<<Z - Z;>+>2> <v.
i=1
Fiir beliebige o € (0,1) sei Q, das a-Quantil von Z = f(X) = f(Xq, ..., Xn),
d.h.:
Qo :=inf{t e R| P(Z <t)>a}=inf{t e R| Fz(t) > a}.

Insbesondere ist M(Z) = Q1 der Median. Zu gegebener Funktion f: X™ —
2
R betrachte Modifizierung g = gqp : X" = R fiir a < b € R:

b f(z) =b
9(x) = § f(z) f(z) € (a,b)
a flz)<a



Betrachte den Fall M(Z) < a, dann gilt: p := P(Z < a) > 1. Also ist

E(g(X)) = E(9(X)Lix)<ay) + E(9(X)L{p(x)>a})
< aB(Liyx)<a)) + OE(Lf(x)>a})
=aP(Z <a)+bP(Z > a)
=ap+b(l—p)=b+p(a—10)
——

negativ

1 a+b
<b+-(a—b) = .
sbtgla—b)=—

Dann folgt fir Y = g(X):

Var(Y) = E((Y — E(Y))?) > E ((Y = E(Y))*Liy>y)
a+b

2
> (0 B0)PE(sn) = (0-“57) POz

_® _4“)213(2 > b).

Komplementére Abschétzung der Var(Y') von oben mit ESU. Zu einem Punkt

x € X" setze

PO = (21, o i1, @ Tig 1, oo ).
Wir nutzen
(3.11) f@)<a = a=g() <gG).

in der folgenden Ungleichungskette

Var(g(X)) < 3 B ((9(X) = g(XD))2) "= 237 B ((9(X) - 9(XD)4)?)
i=1

i=1

GV op (Z L r(x)say (9(X) — g<X<“>+>2)

i=1
< 2vP(Z > a).

wegen der Annahme (3.10). Kombiniere untere und obere Schranke:

(b—a)?
1

P(Z>b) <Var(Y) <2vP(Z > a)

P(Z >a
P(Z>b
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Ziel: Schitze Abstédnde zwischen Quantilen ab:
Seien 0 <6 <~ < % Setze:

a=Qi—,b=Q1_5 insbesondere P(Z >a)<~,P(Z>b) <4
Aus dem gezeigten folgt fir die Abstdnde zwischen Quantilen rechts von
M(Z):

8
Q1—§ - Ql—’y < ?

Um das tail-Verhalten zu verstehen, ist es sinnvoll 4 = 27%F > § = 2-(+1)

fiir k¥ € N zu setzen. Dann:

8
Q1_9-k-1—Q1_9-k < \/Z =4V

D.h. die Absténde zwischen aufeinander folgenden Quantilen von exponen-

tiell fallenden Wahrscheinlichkeiten sind beschrankt. Insbesondere:
m

Qr_g-m-1— Q12 = Z(Ql—Z—k—l —Qy_9-k) < dmy/v,

k=1
also Qq_g-m-1 < M(Z) 4 4m+/v und somit:

VmeN: P(Z>M(Z)+4myv) < P(Z > Q_g-m-1) <271
Umformung ergibt:

Vi>0:P(Z>M(Z)+1) <2 7.

2
Optimal wére sub-gauftscher Abfall P(...) < 2~ . Ist erreichbar mit ande-
ren Methoden.
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Nun: zweite Methode um aus ESU Abschétzungen fiir Wahrscheinlichkei-
ten von Tail-Events zu erhalten: Fiihre wie bei Anwendung der Markov-

Ungleichung Substitution mit exponentielle Funktion durch.
Fiir A > 0 betrachte ZVe Y := % .

AZ

Var(Y) = E(e?) — E(e™2)

T E (f: (&Z = ekf’{>2> < ()

[\

=1

wobei Z] unabhéngige, identische Kopien von Z; sind. Anwendung des Mit-

telwertsatzes liefert

Aw AL
e2 —e2 < —e2

¥ % g (z —w)

fiir einen Wert £ zwischen w und z. Da = +— exp(x) isoton ist, gilt:
z w )\ A )\ z
(% —e¥)p = Ze¥ (r—w)s < Se¥ (z—w)s
z w A2
= (7 -} < T -w)?

wobei wir auch hier die globale Annahme (3.10) verwendet haben. Insgesamt
liefert ESU

4
=4 (1—1/4)\2> E<6>\Z> < <E(e¥))2
< (1 - Vf) E <eAZe—AE(Z)) < ( (e¥)>26—AE(2)
= (1 - Vf) B <€A(Z_E(Z))) < (E (e%<Z—E(Z)))>>2

o (1—”f> MO SM<;\>2,

wobei F' die MEF von Z — E(Z) ist. Diese Ungleichung fiir die MEF lisst

sich mittels folgenden Lemmas aus der Analysis ausnutzen:
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Lemma 3.38. (Lemma aus der Analysis)
g:(0,1) — (0,00) erfiille folgende (sanfte) Regularititsannahme

lim 79(@ -1

x—0 T

=0.
Dann impliziert

g@)(1-a%) <g (5

1 2
dass g(x) < <1 — x2> gilt.

2
) fir alle x € (0,1),

Beweis.
T

Va e (0,1):gx)(1—2?)<g (5)2 & VYze(0,1):g(z) < ﬁg (g)Q

Wegen z € (0,1) = 5% € (0,1) kann man dies rekursiv anwenden

k—1 —9J
vk EN:g(@) < (g2 T (1 - (227)°)
=0

Fir k£ — oo folgt:

_ Ly
< i (1= (=279)%)
9le) < Jim ol 1} (@
Betrachte Limes fiir ersten Faktor separat.
Regularitdtsannahme g(z) = 1 + o(x) impliziert
ln(g(x2*k)2k) = 2%In(g(x27%)) = 2% In(1 + o(227%)) < 2%0(227%) —— 0,

k—o00

wobei in der letzten Ungleichung In(1+x) < z eingeht. Es folgt g(:/n2_k)2]C <
exp(2¥o(x27%)) —— 1. Damit folgt
k—o00

(3.12)
k-1
In(g(x)) < lim 29 (= 1n(1 — (z277) 223 (—In(1 — (z277)%)).

k—o0
7=0

Da z + In(z) konkav, ist —x +— — In(z) konvex. Also:

1
u+ ——In(1 — u) isoton fiir u € (0,1)
u

. 1 )
= — In(1 — 2?27%) < —— In(1 - z?), da 2® > 2?27Y.
x

22221

Umformen liefert:

—In(1 — (2277)%) < 27%(—1In(1 — 2?))
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Einsetzen in (3.12) ergibt:

Z 29272 (~In(1 — 2?) ZZ I (=In(1 — 2?)) = —2In(1 — 2?).
j=0 7=0

Exponentialfunktion anwenden, liefert

g(z) = exp(—21In(1 — xz)) = exp (ln ((1 — 932)_2))
die Behauptung. O

Wende das Lemma auf M(\) = E(e MNZ=E(Z)) an,

M(0) = 1, M'(\) = E ((Z — B(2))eMZ=F@0) “8 1/ (0) — o,
also ist M(A\) = 1+ o(\) fiir A — 0. Setzen wir g(z) = M <2—f/>, dann gilt
fiir alle A € (0, \%)

(313) M\ =g (Af) < 1(1{)2 _ (1 _ %)2

Insbesondere sehen wir, dass die ESU unter der Annahme (3.10) gewéhr-
leistet, dass Z exponentiell integrierbar ist. Weiterhin erhalten wir eine Ab-
schitzung an W’keiten, dass Z grofse Werte annimmt:

Markov _1 _
Vi>0: P(Z—E(Z)>t) < E(ZFE@w 2w

ST

Die Schranke hat die gleiche Struktur wie beim ersten Anwendung der EFU
auf tail-Abschéitzungen. Aber:

e hier haben wir das Ereignis: Uberschreitung des Erwartungswerts

e dort haben wir das Ereignis: Uberschreitung des Medians!

Nutze (3.13) etwas anders mit Hilfe von —In(1 —u) < u(1 —u)~!:

=V € (0,2u*%) :In(M(N) < In (1 - %) (-2) < Az (1 B i)l
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Also: Z — E(Z) ist eine sub-T" ZV (vgl. Kapitel 2.4) mit Varianzfaktor v und
_ v
=¥z

Aus Kapitel 2.4 folgt wieder eine Tail-Abschétzung;:

Skalenparameter ¢

(3.14) P(Z — E(Z) > V2ut+ct) <e ' fiirt > 0.

Entscheidend: Wie grofs ist der Wert ¢? Bei uns ¢ = g Fiir nicht zu kleine ¢
dominiert ct = gt den Term +/2vt. Also haben wir dort nur exponentielles
Verhalten und (3.14) ist keine sub-gaufksche Abschitzung.

3.8. Gaufische Poincaré-Ungleichung.
Grundprinzipien

e Annahmen an f abschwéchen

e Annahmen an ZVe dafiir starker

Satz 3.39. (Poincaré-Ungleichung)
Sei X = (X1,...,Xq) ~N(0,1y), also sind Xy, ..., Xq unabhingig, identisch
verteilt. Sei f: RY — R mit f € C3(RY).

Dann: Var(f(X)) < E (|VF(X)|?).

Insbesondere impliziert die Annahme, dass supp f kompakt ist.

Beweis. O.E. E (|[Vf(X)][?) < cc. Zuerst 1-dimensional; hohere Dimensio-
nen liefert ESU. Auferdem betrachte erst €1, ...,&, unabhéngig, identisch
Rademacher-verteilte ZVen, also P(g; = 1) = P(g; = —1) = 1. Dann gilt
nach ZGS

1 & D
Sp = — g — X ~N(0,v).
\/ﬁ; (0,v)
Also V g € Cp(R):

/ o(t) P, (dt) "5 / g(t)dPy (dt),

insbesondere Var(f(S,)) — Var(f(X)) = Var(Z), falls man g = f? waehlt.
Idee: Leite Schranke fiir linke Seite her und betrachte den Limes. Fiir jedes
1 betrachte Varianz beziiglich ¢;:

2

Var®)(£(S,)) :i ! (Sn+ 1 _5i> _ (sn - 1*’“)




Die ESU liefert mit Z = f(e1,...,e,) = f(Sn):

Var(f(S,)) < i > E(D;)).

i=1

Setze k := sup |f”(t)| < oo nach Annahme f € C2. Taylorentwicklung ergibt
teR

Dl < —=11(S, >|+1(jﬁ)2k, also

n n

1 , 1 4, 4K* 8k
- E < = E — . _

i=1 i=1

K2 2k
<f(Sn) 4+ NG |f'(Sn)]

<[ Mloo

Mit dem ZGS folgt

lim sup ~ ZE (D ;) < limsup E(f'(Sp)?) + limsup E (kz f”f \oo)
1=1

n—oo n—oo n—oo

7GS

E(f'(X)?).

Insgesamt: Var(f(X)) = Jim. Var(f(Sn)) < Jim i ZE(D?H) < E(f/(X)?).
Nun: f: R - Rund X = (X1,..., Xq) ~ N(0, I).

ESU liefert fir Z = f(Xy,...,Xn):

Var(f <ZE(Z EO) ) ZVar’)

pevegtel! ZE (( >2> <Z; (a% (X1, .. Xd))2>

(IIVf( )I?) )

0

3.9. Beweis fiir die ES-Ungleichung mittels Dualitéit.
Wir nutzen nun die Sichtweise der Dualitdt, um einen alternativen Beweis
der ESU zu entwickeln.

Fir Y, T € £(2, A, P) gilt

0 < Var(Y — T) = Var(Y) — 2Cov(Y, T) + Var(T)
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und umgestellt
Var(Y) > 2Cov(Y,T) — Var(T)

Dies Ungleichung kann nicht verschérft werden, denn fir T' =Y gilt:
Var(Y) = 2Cov(Y,T) — Var(T)

Also haben wir bewiesen:

Proposition 3.40. Fir jedes Y € L(Q), A, P) gilt:

3.15 Var(Y) = 2Cov(Y,T) — Var(T
(3.15) w(¥) = max | [2Cov(¥.T) - Var(D)]
Werden dies i. F. nutzen um Varianz von Z = f(Xi,...,X,) mit unabhén-
gigen X1, ..., X, abzuschétzen. Verwenden zunachst wieder Teleskopsumme
n
7>~ (BZ)* =) [(EiZ)* - (Ei-1Z)?], wobei
i=1

Bemerkung 3.41 (Erinnerung).

BU(Z) = [ X K ) Pr i) P 60)

E(Z)(Z):/ f(X17"‘7Xi—17§i7Xi+17'"7Xn)PXi(§i)
X
A= Ei7) — Fr(2)

Damit folgt

Var(Z) = E (2% — (EZ)?] = zn: E[(EiZ)* — (B Z)?]
=1

Erst im folgenden Schritt nutzen wir Orthogonalitét. Da F;_1(Z) L A;, folgt
aus Pythagoras
E[(EiZ)*] = E[(Ei12)?] + E [A7]
= E[A’| =E[(E;Z)*| - E[(Ei-12)*] +

Wie schon vorher bemerkt, gilt fiir unabh. ZV X,..., X,:
Vie{2,...,n}: Ei_1(Z)=EY(EZ)
also auch
E[(EZ)? - (B 12)? = E [(EiZ)Q —(B® (EZ-Z))Q]
—E [E@) {(EZZ)Q —(E® (EiZ))QH -y [Var(i) (EZ-Z)]
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Also haben wir (diesmal ohne Nutzung der Struktureigenschaft (3.1) der
Martingaldifferenzen) bewiesen:

Var(Z) = zn: E [Var@) (EZZ)}
i=1

Falls wir es nun schaffen, den FE; Operator an Var(® vorbeizuziehen, ver-
schwindet er wegen der Turmeigenschaft. Mit einer Ungleichheit ist dies we-
gen Lemma 3.42 in der Tat oglich und wir erhalten

Zn: E [Var“) (EZ-Z)} < Zn: E [Var(i) (Z)}
=1 =1

also die ESU.

Lemma 3.42. Ist Z = f(Xy,...,X,) quadratintegrierbar mit unabhdingigen
X1,..., Xy, so gilt

Vie{l,...n}: E [Var@ (EZ-Z)} <E [Var@) (Z)]

Beweis. Setze Cov)(Z,T) = E®) (Z — ED(Z))(T — EY(T))]. Dann folgt
wie bei obiger Proposition

(3.16) Var®(Y) > 2Cov(Y,T) — Var®)(T")  fiir bel. Y, T € £(, A, P)
Andererseits gilt fiir jede o(X7, ..., X;)-messbare ZV T € L%

B [Cov®(v.1)] = B [E9 [(2 - EO@)( -~ EO(@))]]
Turm-E. =F (Z — E(i)(Z))(T — E® (T))}
TumE. =B [5[(Z - EO@2)(T - BO1))]]

)

E linear =F (T — E(i)(T)) [El(Z) — E’L(E(Z)(Z)):|:|

T messbar = FE _(T — E(i)(T))Ei [(Z — E(i)(z))}

unabh. = E [(T — ED(T)) [EZ-(Z) — EO(Ey(Z ))H

_ 5 [Cov® (Ei(Z), T))}
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insbesondere fiir T = E;(Z) € L*(0(X1,...,X;), P) mit (3.16)
E [Cov(y, Ei(Z))] = E [Cov® (Ei(Z),EZ-(Z)))} -5 [Var“) (Ei(Z))]

|
> E [2 Cov® (Ei(2), Ei(2))) — Var® (Ei(Z))}
|

4. ENTROPIE
4.1. Shannon-Entropie und relative Entropie.

Zunéchst einfaches Setting:

o X: QO — & ZVe.
e X ist abzéhlbar (diskret).
e Gewichtsfunktion p(z) = P(X =z), z € X.

Definition: Die Shannon-Entropie der ZVe X (bzw. Verteilung Px):
H(X)=EB(-n(pX)=~ > Ipa)=0
z€X ,p(x)>0

Die Abbildung [0,00) € x +— —x In(z) ist konkav.

Sei q: X = [0,1], > crq(x) = 1 eine weitere Gewichtsfunktion (z.B. Ver-
teilung einer ZVe Y).

Sei Z eine ZVe mit Gewichtsfunktion 1 (p + ¢). Dann gilt:

H(Z) > %H(X) + %H(Y).

Das Mischen von Gewichtsfunktionen vergrofert als die Entropie. Allge-
meiner gilt fiir jedes ¢ € (0,1) und fiir eine ZVe Z mit Gewichtsfunktion
tp+ (1 —t)g:

H(Z)>tH(X)+ (1—-t)H(Y).
Beweis. Fiir beliebiges t € (0,1) und z € X gilt:

=3 (@) + (1 = Da(@)) - n (tp(@) + (1 = )a(@)) )

reX
> — (t Z p(z) In(p(z)) + (1 —1t) Z q(z) ln(q(x))> wegen Konkavitét.
zeX zeX

g
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Definition: Seien X hochstens abzéhlbar, P, Q Wahrscheinlichkeitsmafse auf
P(X), p,q dazugehorige Gewichtsfunktionen. Die Kulback-Leibler-Divergenz
oder relative Entropie von P und (@) ist definiert durch:

Zmex p(z) log (%) falls P < Q

o0 sonst

D(P|Q) :=

Die relative Entropie erinnert an einen Abstandsbegriff. Allerdings ist sie
keine echte Metrik, da keine Symmetrie vorliegt. Offensichtlich gilt aber:

DG == T o) (2

T€X p(x)

zeX,p(x)

>— Y gle) —pla) = Qx| pla) > 0} + 1> 0.

TEX ,p(x)>0

Falls D(P||Q) = 0, so ist supp(P) = supp(®), denn

fir C: daP<qQ
fir O: wegen Q{z | p(x) >0} =1

Es gilt sogar P = @, denn es muss Vx € X gelten:

In <q(m)> = M — 1, gilt genau dann, wenn @ =1 ist.
p(x))  plx) p(z)
Beispiel: Sei X endlich und @ die Gleichverteilung auf X, X: Q@ — X eine

ZVe mit Verteilung Px. Dann gilt:

1
_ R i

TEX p(z
1
—n(m) T st ¥ i)
z€X,p(x)>0 z€X ,p(x)>0
— In|X| - H(X)

& H(X)<In|X|

Man tberlege sich, dass Gleichheit genau dann gilt, wenn X gleichverteilt
auf X ist.

Fazit: 0 < H(X) < In|X] fiir beliebige Zufallsvariablen auf X'.
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Interpretation: Linke Seite wird angenommen, wenn X ~ ¢, z.B. ist. In
diesem Fall liegt eine perfekte Information vor. Fiir Gleichverteilungen liegt
die schlechteste Informationstrennung (gréfstes Chaos) vor.
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