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Ubung 1. Sei X eine zentrierte Zufallsvariable auf R, sodass P(|X| > t) < 2e~ 2/ fijr
ein > 0. Zeigen sie:

1. Fir alle k € N gilt:
E[|X ] < utk!

2. Fir X gilt weiterhin
1
Mx(A) < eV v|A < —
x() < W < o

3. IstY € G(v), so gilt fir Z :=Y? —E(Y?) die gleiche Abschiitzung fiir die momen-
tenerzeugende Funktion wie fiir X mit Parameter y = 8v.

Beweis. 1. Wir kénnen hier wie in der Vorlesung die Layer-Cake-Formel anwenden:

E[X|*] = /OOOP (|X|’c > t) dt = /OOOP <|X| > t<1/k>) dt

o0 _Qt(l/k)
< / 2¢  » dt.
0

1/k .
# liefert dann

k o
E[yxy'f]g(g) k/o e~ tuh1du

) (g)k KT(k) < pbE!

Substitution mit v =

iiber die Definition der Gammafunktion und I'(k) = (k — 1)\

2. Wir berechnen die Momentenerzeugende Funktion iiber die Taylorentwicklung von
eMIX1 " die aufgrund von monotoner Konvergenz existiert. Der Term fiir die lineare
Entwicklung verschwindet, da X zentriert ist.

MNYE[|X >
E[)\X<1+Z|| H ‘ <1 Z‘)“M —1+)\222|)“M
k=2 k=2 k=0

Ist nun |[A| < ﬁ, so ist die Reihe auf der rechten Seite kleiner als 2 und es folgt
E[e)‘X] <142u202% < 2H?A?

3. Wir wissen aus der Vorlesung, dass E[Y24] < (41)%q!. Somit existiert E[e*Y”] fiir alle
I\l < £, da dann

Y2
E[e*Y”] <1+Z|A|q Ef ]<1+Z|4VA\q<oo
q.
q=1 q=1



Somit existiert auch E[e*?] fiir diese \. Wir wenden erneut die Taylorentwicklung
an:

IA7E [X? + IE[X2]]

(] <1+Z

Da 27 fiir ¢ > 1 und nichtnegative x konvex ist, kénnen wir die Jensen-Ungleichung
anwenden und erhalten (z +y)? < 27 (1 (29 + yq)) und somit folgt

2071 (E [X%] + (E[X?])9)
q!

E VA . ‘)\’q
<1+
q=2

N2 29E [ X249
§1+Z—H q|[ ]

q=2

durch erneute Anwendung der Jensenschen Ungleichung, diesmal um die Potenz ¢
in den zweiten Erwartungswert zu ziehen. Jetzt konnen wir die Abschéitzung fiir
die geraden absoluten Momente von Sub-Gaussschen Zufallsvariablen nutzen und
erhalten

LM< 1+ (BUADT < 1+ (8vA)2 ) (8v]A])
q=2 q=0

Falls |\ < so folgt

16’

E[e*] < 14 1280°\% < 127V

und Vergleich mit der MEF von X zeigt die Behauptung.

O]

Ubung 2. In Satz 2.13 (Johnson-Lindenstrauss-Lemma) hatten wir fir eine n-elementige

Menge A C RP unter Verwendung von Zufallsvariablen (Xi;) C G(v), i € {1,...,

je{l,...,D}, eine Abbildung W : RP — R? konstruiert, so dass fiir

V2 n
d>100—1In | —
N €2 <\/3>

gilt:
P(W ist e-Isometrie auf A) > 1 — 6.

Wir wollen nun im Fall X;; ~ N(0,1) die Annahme (1) zu
a> 0y, ( z )
e \Vo
a) Definieres Sie fir « € RP mit ||a| = 1:

_ ianij, W(a) = (\}awfi(@))d

abschwdchen.

Welche Verteilung hat Wi(o 7

=1

d},

(1)

)
Erkliren Sie, warum Ele(Wi(a)Q — 1) sub-T'-verteilt mit Varianzfaktor 2d und Ska-

lenparameter 2 ist!



b) Zeigen Sie firt > 0

d
P <|Z (Wi(@)? —1)| > 2Vt + 2t> <27,

i=1

¢) Folgern Sie

P <||W<a>|2 1)z ) +21“<”2/5>> <2l

d n?’

d) Folgern Sie fiir eine N-elementige Teilmenge T der Einheitssphire in RP

2 2
P <maj>§]\W(a)||2 > g/ U2/0)  pInn /5)) < QN%.
ac

d d n

e) Folgern Sie die Aussage des Johnson-Lindenstrauss-Lemmas unter der Annahme (2)
fiir den Fall X;; ~ N(0,1).

Beweis. a) Wenn X ~ N(0,1), so ist a - X ~ N(0,a?), denn

P(aX p(x<?! v =d
aX <t)= < — | = e 2dx
( B ) ( _a> /—oo Var

t
1 _ z?
:/ e 22du
oo V27U

iiber die Substitution u = az (Diese Rechnung gilt streng genommen nur fiir positives
a, aber iiber Symmetrie auch fiir negatives a).

Weiterhin gilt fiir X ~ N(0,a2), Y ~ N(0,b%) wenn X und Y unabhiingig sind, dass
X +Y ~ N(0,a? + b?), z.B. iiber die Faltungsformel fiir die Dichte unabhiingiger ZV:

I[xvy(z / fx(z)fy(z —x)dx

Daraus folgt W;i(a) ~ N(0, ]|a||?) = N(0,1).

Nun miissen wir zeigen, dass falls X ~ A(0,1), so ist X2 — 1 sub-I'-verteilt mit Vari-
anzfaktor 2 und Skalenfaktor 2. Der Varianzfaktor 2d folgt dann aus der Summe {iber
1, da die ZV unabhéngig sind. Wir miissen also zeigen:

E (e)‘(XLl)) < e%

fir alle —1/2 < A < 1/2.
Berechnen wir zunéchst M2 (\):

2
2 PR
/\X / 7 dx

/ 2(1 20 - A<1/2 1
X = —
vV1—2\




Da wir eigentlich X2 — 1 betrachten, miissen wir nun zeigen, dass

V142X

fir A < 1/2, damit X2 — 1 sowohl in T'; als auch in I'_ ist. Die erste Gleichung lisst
sich durch logarithmieren umstellen zu

1 A2
S - <
A= gn(1=2)) < s
1-2
S A+ A - )\ln(172)\)§0

Die Ungleichung stimmt fiir A = 0. Ableiten auf beiden Seiten liefert
AN+2In(1 —2X) <0

dies gilt wieder bei 0 und wir kénnen erneut ableiten und bekommen

o1
1—2X

4(1 ) <0

was fiir A < 1/2 stimmt. Die zweite Gleichung lésst sich (fiir A < 1/2) umstellen zu

1—-2A

A — In(1 4+ 2)) < 3\%,
Dies gilt wieder fiir A = 0 und wir kénnen ableiten, um

1—-2X
< 6A
1—|—2)\_6

1+ In(1+2)) —

zu erhalten. Dies gilt wieder fiir A = 0 und wir kénnen ein letztes Mal ableiten, um

2, 4
T+2x (142N

2§6

zu erhalten, was fiir alle A > 0 gilt. Somit ist Zle (W;(a)? = 1) in T'(2d, 2).

Das ist die Chernoff-Schranke fiir sub-T'-verteilte Zufallsvariablen (die 2 kommt daher,
dass wir linke und rechte Schranke aufsummieren).

Substituiere ¢ = In(n?/4) und teile in P(...) durch d.

Union bound:
]P’(mfalx X; > 1) < NP(X; > ).

Wie in Vorlesung: Wir kénnen uns auf wegen Linearitét auf Differenzen ﬁ, aj,a; €
A zuriickziehen. Von diesen Differenzen gibt es N = n(n —1)/2 < n?/2 Stiick und wir
haben 2N§/n? < 6.

Es bleibt noch zu zeigen, dass (2) impliziert, dass

In(n?/4) In(n?/4)
7 T 2 p <

€.



Dazu berechnen wir

In(n?/d) In(n?/6) 2¢2In(n/v/9) 262 In(n/V/9)
N7 TP S oo 16/ Vo) V1/2 e/t e

Das war zu zeigen (Eigentlich besagt das Johnson-Lindenstrauss-Lemma, dass

P(max|[ WV (a)|* ~ 1 <€) <15,

aber das folgt sofort durch Ubergang zum Gegenereignis).

Abgabe bis zum 17.05.2021



