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Wichtig: Fiir diesen Zettel ist es niitzlich, dass zusétzlich zu Aufgabe 3 c) i) die Funk-
tion ¢ auf [0,b) sogar C* ist, falls X > 0 oder alle absoluten Momente von X endlich
sind!

Ubung 1. Sei Y binomialverteilt mit Parametern (n,p), wobei p > 1/2. Zeigen Sie:

TL€2

P(Y—np>ne)<e 20 0<e<1l—p.
Beweis. Wie in der Vorlesung gesehen gilt fiir die KEF einer zentrierten Bernoulli-ZV Z
Yz(A) = —Ap+In <peA +1- p)
und somit auch

7z(A)=-p+

Uber ¢ = ¢/ (\) folgt

1l—p—t
A= —1In Pt P ).
1-—p t+p
Daraus folgt

Yy (t) = the —Yz(Me)

l—p—t p 1-—p
= - t)y n({ ———— | —In| —— t)+1—
®+2) n< l=p t+p) n<1—p—t (p1)+ p)

=(1-p—t)ln (1_]9_75) +(p+t) (T)

I-p

Zusammen mit dem Ergebnis zu Summen von unabhéngigen ZV aus der Vorlesung folgt
nun fiir Y
P(Y —np > ne) < e Mw(5HP) = ¢mnhp(etp)

mit der Kullbach-Leibler-Divergenz
hp(a) = aln(a/p) + (1 —a) In((1 — a)/(1 = p)).
Fiir diese gilt:
Lemma 0.1. hy(e +p) > Wim, fallse+p<1undp>1/2.
Beweis des Lemma. Fiir e = 0 gilt die Ungleichung, denn
02
2p(1—p)

Wir leiten nun beide Seiten nach € ab und miissen nun zeigen:

+p l—€e—p €+Dp l—€e—p €
b (e+p) =In (6 )—l—l—ln <>—1:1n< >—ln< )> .
p(€+D) D 1—p D I—p p(1-p)
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0=

phn(1) + (1 — p) In(1)




Bei € = 0 ist dies wieder korrekt und wir miissen nur noch zeigen, dass
1 1
>

Mpletp) = (e+p)(1—e—p) ~ p(1-p)

oder entsprechend
(e+p)(1—e—p) <p(l-p)
Da a + a(l — a) auf [p, 1] C [1/2,1] monoton f&llt, ist dies korrekt. O

Aus dem Lemma folgt dann

&2

P (Y —np > ne) < e "pl-p)
O

Ubung 2. Sei X eine normalverteilte Zufallsvariable mit Erwartungswert yu und Varianz
2
v, d.h. mit Dichte f(z) = 1 exp (_(w—u) >

2y 2v

e Zeigen Sie

A2

Mx(\) = et 5,

e Seinun X eine zentrierte, normalverteilte Zufallsvariable mit Varianz v. Zeigen sie:

sup £(#) := sup (IP’(X > 1) exp <i>> _ %

t>0 t>0
Bewezs. e Wir setzen die Definition der MEF ein und berechnen
> 1 (z — p)?
E (e)‘X> = / exp (A\x ex ( — ) dx
. p (Az) 5 OXP 5
(2 2
_ < (2p + VA)$ + p ) dx
27TV
- A 2\)2 2
_ exp< x M+V)) — (p+vA) +u>dx
2my 2v

)\2
= exp (u)\ + V2>

e Falls X zentriert ist, ist somit die Cramér-Transformierte

v 2 2
P (1) = sup (At — x (V) = sup (At - A) _ 2

A>0 A>0 2 2v

Nach der Chernoff-Ungleichung ist damit

P(X > ¢) < exp (% (1)) = exp (;V) .

Also bekommt man mit der Chernoff-Abschétzung die Schranke 1. Die Aufgabe zeigt
nun im wesentlichen, dass diese Schranke “gar nicht so schlecht” ist (anstatt 1/2,
wie es sein sollte, bekommt man mit Chernoff eben 1).



. . R . 2/v
Wir unterscheiden zwei Falle: Fall 1: ¢t > o

Dann haben wir

P(X > f) = — /Ooe N gp e L /Ooxe 7Y 4
B \V2TY Jt P 2v T N2 Jy t P 2v

(L) exp (~5)
= ;exp —_— )| < —F.

V2T

Wir miissen also noch kleine ¢ verstehen.

. NG
Fall 2: 0 <t < 242

Definiere f(t) :=P(X > t)exp

/N

%) Es ist f(0) = 1/2. Es bleibt also zu zeigen:

1 2,/v
H<==f0), 0<t< .
£ < 5 = 1(0) R
Wir berechnen ) ;
"(t) = —— + —f(¢).
F()= =+
Nach der in obiger Vorbemerkung berechneten Chernoff-Schranke, haben wir f(¢) <
1, womit
< ——+°
T N2mv v
Nun ist
t t1 s t 21 2,/v
t) — f(0) = ’sds</ +-ds=———=+—=—"t-(t—
0 =500 = [ Feas< [ tasm v Do o= 20
. y 207
Dies ist < 0 fiir ¢ € [0, ﬁ] .

Ubung 3. Zeigen Sie:
i) Ist X € G(v) und \ € R, so folgt E(eM) > 1.
it) Ist X € G(v), so ist Var(X) < wv.
Beweis. 1) Wir wenden die Jensen-Ungleichung an:
1 =exp(0) = exp (E[AX]) < E[exp(AX)].
Bem: Wir haben am Ende von Satz 2.8 genutzt, dass E[e=*X] > 1.

ii) Da X zentriert ist und wie in der VL gezeigt alle absoluten Momente existieren, ist
M € C*® und es gilt Var(X) = E(X?) = GB—;MX()\) |a=0 sowie Mx(0) = 0 und
0 —
ﬁMX()‘) ’A:O— 0.

Aufgrund von W% (A) = — ((]i\/[/[i(((;\)); + %ﬁgi; folgt damit
N o2
Var(X) = E(X7) = 55 Mx (V) ho= 513¢x(A) x=0



Wir wihlen zunéchst ein b > 0, so dass 1 x (\) eine C*°-Funktion auf [0, b] ist (solch ein
b existiert wie oben diskutiert). Wie in der Vorlesung gezeigt gilt weiterhin: ¥ x (0) =
¢’y (0) = 0. Taylorentwicklung fithrt dann zu:

2?2 A3
Y(A) = 9(0) + M (0) + 5-4"(0) + =" (0)
fiir ein 6 € [0, b]. Damit gilt

" 20(\) A, 20A7 A "
= —_— < —
VH0) == V0 < 5 36m€[33;]|w (0) —v

fiir A — 0.
O

Ubung 4. Eine Zufallsvariable X heifit exponentialverteilt mit Parameter a > 0, wenn ih-
re Verteilung die Dichte a-e= %, x > 0, hat. Eine Zufallsvariable Y heif$t sub-exponentialverteilt,
wenn ein a > 0 existiert, so dass fir alle X € (0,a) gilt:

£ <e/\Y> =1 —1)\/a'

a) Sei X exponentialverteilt mit Parameter a. Zeigen Sie, dass fir alle ¢ € N gilt:

q!
E(X?) = prt

b) SeiY > 0 sub-exponentialverteilt. Zeigen Sie, dass fiir jedes g € N gilt:
|
E (YY) < QQ-H&’
ad

wobei a > 0 die Konstante aus obiger Definition ist.
¢) Sei X exponentialverteilt mit Parameter a. Kann X — E[X] subgaufsch sein?

Beweis. a) Es gilt

BIXY) = L Elexp(X)] [x=o

da X > 0 und somit Mx () unendlich oft stetig differenzierbar ist.
Wir berechnen zunéchst fiir A < a:

Elexp(AX)] = a/ooo exp(Az) exp(—az)dz = a/ooo exp((—a + \)z)dz

_a 1

_a—)\:1—>\/a‘

Weiterhin folgt mit Induktion

o1 41
ON1—MNa a?(l—\a)it!

woraus das Ergebnis folgt.



b) Fiir 0 < A < a gilt (wobei wir Y > 0 nutzen, um die Reihendarstellung der Exponen-
tialfunktion zu erhalten)

g [ (AY)? vy @1
q] —
EW]_ME[q! < B < G

Die Wahl A = a/2 fiithrt dann auf

2 1
atl—1/2°

E[Y) < 2

c) Es gilt E[Y] =1/a. Fur A > 0 gilt:

E[e)\(Yfl/a)] _ e)\/a/ ae)\x e My = e/\/aa/‘ ef(af)\)a:dx
0 0

B e_)‘/aﬁ 0< A <a,
00 A>a.

Somit folgt
0<\A<a,

v = {oo A > a.

Daher kann 1(\) < A\21/2 nie gelten (1 ist co in [a, 00)), und daher ist keine exponen-
tialverteilte ZV sub-Gaufisch.
O

Abgabe bis zum 03.05.2021



