4. Grenzwertsatze

Schon das Gesetz der groflien Zahlen kann man als einen Grenzwertsatz auffassen. Aller-
dings war dort der Grenzwert ein Skalar, also eine ziemlich simple Gréfle. Man mochte
aber auch die Konvergenz gegen kompliziertere Groflen, z.B. eine Verteilung oder eine
Dichte beschreiben kénnen. Dazu miissen wir zunéchst einiges analytisches Werkzeug be-
reitstellen. Insbesondere sind charakteristische und momentenerzeugende Funktionen ein
niitzliches Hilfsmittel.

4.1. Charakteristische und momentenerzeugende Funktionen

4.1.1 Definition: Sei p ein Mafi auf R. Dann heifit
M = M,: R — (0,00, M(t) := /etz,u(dx)

momentenerzeugende Funktion von u. Die Funktion ist fiir alle Werte von t wohldefiniert,
auch wenn sie den Wert +o0o annehmen kann. Falls das Mafl p endlich ist, so ist die
Funktion x — @ in £(11). Dann heift

b=¢RC,  ¢(t) = /R 7 1(dx)

charakteristische Funktion von p. Falls p die Verteilung einer Zufallsvariable X : (2,P) —
R ist, so gelten ‘
M, (t) = E(™),  ¢u(t) = E("™).

Man schreibt
MX = M,lu (ZSX = (ZSM

und spricht von momentenerzeugender bzw. charakteristischer Funktion von X.
4.1.2 Bemerkung (Rechenregeln): Nachrechnen als Aufgabe
1) Seien X,Y: (©,P) — R unabhéngige Zufallsvariablen. Dann gilt

Mx 1y (t) = Mx(t)My (1) und ¢x4v (1) = ¢x(¢)¢y(¢) fiir alle t € R.
Insbesondere erhalten wir folgenden Spezialfall.
2) Fir alle a,b,t € R gilt
Mox 45(t) = " Mx (at) und ¢ox15(t) = ¢ dx (at).
3) Offensichtlich gilt
Myu(0) = 6,(0) = u(R).
Ist v ein Wahrscheinlichkeitsmaf}, so gilt

M,,(0) = 1.
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4) AuBlerdem gilt ¢, (—t) = ¢,(t).

4.1.3 Bemerkung: 1) Analoges gilt auch fiir WahrscheinlichkeitsmaBe auf R? und R"-
wertige Zufallsvariablen.

2) ¢, ist die Fouriertransformierte des Mafles u. Ist ;1 = f\ absolutstetig beziiglich des
Lebesguemafles mit Dichte f, dann ist ¢, = ¢y die Fouriertransformierte von f:

o) = [ e fa)dx.
Analog ist
M(—t) = / e u(dx) (t > 0)

die Laplacetransformierte des Mafles p. Im absolutstetigen Fall ;= f\ ist die Laplace-
transformierte von f:

M(—t) = / ot () dx.

3) Gilt p(R) < co und M (s) < oo fiir ein s > 0 (bzw. s < 0), so nimmt die Einschréinkung

Mljp,q (bzw. M| 0)) nur endliche Werte an. Denn z +~— s ist konkav fiir L' <1und
nach der Jensen-Ungleichung ist

M(t) = E(eX) < E(e™)* < o
falls © Wahrscheinlichkeitsverteilung ist. (Ansonsten muss man g normieren.)

4) Falls ein 0 > 0 existiert mit M endlich auf (—6,6), so ist M analytisch fortsetzbar auf
Streifen {z € C | |Re(z)| < §} in der komplexen Ebene und es gilt fiir alle ¢ € R:

o(t) = M(it).

Der Zusammenhang zwischen M und ¢ niitzt manchmal zur Berechnung der charakte-
ristischen Funktion.

4.1.4 Beispiel: (1) Sei X ~ N(0,1) standardnormalverteilt. Dann gilt fiir beliebige ¢ €
R:
1 22 2 1 (z—t) t2
Mx(t) = — em2dX:e2/e 2 dx=e? < 0.
X( ) \/271'/]1@ V21 JR
quadratische Erginzung Also gilt fiir alle £ € R:

(it)? £2

dx(t) = Mx(it) =e 7 =e 2.
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(2) Sei X normalverteilt mit E(X) = m und Var(X) = ¢2 > 0. Dann ist X darstellbar
als X = oY +m, wobei Y ~ N(0,1). Also gilt

(72t2

My (t) = Myy4m(t) = e™ My (ot) = ™+ %2

und

) 2
¢X (t) — €th(ﬁy (O’t) — e’mt_T'
Seien X1,..., X, unabhiingig und jeweils N'(m, o?)-verteilt. Dann folgt

no‘2t2

DX 14+ X, (t) = H¢X1 (t) — inmt—
=1

Also hat X7 + ... + X, dieselbe charakteristische Funktion wie eine Zufallsvariable
Z ~ N (nm,no?). Kann man daraus auf die Verteilung von X; + ...+ X, schlieflen?
Ja, mittels Fourierinversionssatz, von dem wir eine Variante bald kennenlernen werden.
Es gilt also X1 + ... + X,, ~ N(nm, mo?).

(3) Seien Y7, ...,Y, unabhingig und Bernoulli-verteilt mit Parameter p € [0, 1] (Miinzwiirfe
mit Erfolgsparameter p). Dann ist Z = Y7 + ...+ Y}, binomialverteilt mit Parametern
n und p. Also gilt

¢z2(t) = [[ovi(t) = (1 — p+ pe™)"
=1
und

Mz(t) = ][ My.(t) = (1 = p+pe)".
1=1

(4) Die Cauchyverteilung ist ein absolutstetiges Wahrscheinlichkeitsmafl f - A auf R mit
Dichte f: R - R )

om(1+a22)

Hier ist die charakteristische Funktion niitzlicher als die momentenerzeugende Funk-
tion, denn ist X Cauchy-verteilt, so gilt Mx(t) = E(e!X) = oo fiir alle t # 0 (sogar
E(|X|") = oo fiir alle n € N). Aber ¢x(t) = e !l ist wohldefiniert fiir alle t € R.
Allerdings ist ¢ — ¢x(t) nicht differenzierbar bei ¢t = 0, also ist es insbesondere nicht
analytisch. Dies steht im Gegensatz zu dem Fall, wo die momentenerzeugende Funk-
tion endlich ist auf einer Umgebung der Null. Das heif§t, Nichtdifferenzierbarkeit von
¢ ist eine ,Spur” von der Divergenz der momentenerzeugenden Funktion.

f(z)

4.1.5 Satz: Sei p ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf R mit charakteristische Funktion ¢.
Dann gelten
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(i)

Fiir alle s,t € R gilt

|6(t) = ¢(s)] < 2(1 — Re((t — 5))).

(ii) t — ¢(t) ist gleichméBig stetig auf R.

Beweis: (1) Es gilt

2

/(ei(t—s)m - l)eisxd#
R

Cauchy-Schwarz anwenden

</ oilt=s)z _ 1‘2d,u> / }eisx‘Qd,u: </
R R R

IN

, 2
gilt=s)z _ 1‘ d,u) .

x|

nutze |z|? = z -

- / (ei@—S)z - 1) (e—i(t‘s)x — 1) dy.
R

ausmultiplizieren ergibt

_ / (1 _ i)z _ gmitt=s) 1) dy = 2/ <1  Re (ei(t—s)x>> dy
R R

der ist Realteil linear und stetig
=2 (1 - Re/ReW—S)mdu) = 2(1 — Re(o(t — 5))) .

Wir miissen zeigen, dass fiir alle € > 0 ein ¢ > 0 existiert, sodass fiir alle s, € R mit
|s —t| < 6 gilt:
[6(t) — o(s)* < €.

Da p ein endliches Maf ist, existiert ein N < oo mit u((—oo, —N] U [N, 00)) < %.
Wegen der Stetigkeit der Exponentialfunktion bei 0 existiert ein § > 0, sodass fiir
alle x € [-N, N] und u € [, 4] gilt:

[1—e™| < —. (4.1)
6

Hier ist es wesentlich, dass wir x aus einer beschrinkten Menge und nicht aus ganz

R wihlen. Ansonsten bekdmen wir die Schranke (4.1) nicht unabhiingig in z. Nun

gilt:

1~ Re(d(u)) = 1 — Re/

Rei“xd,u:/R(l—Re (ei“x))duS/R}l—Re(ei““”)}du.
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wegen |1 — Re (e*)| < 2 und (4.1)

N 82 62 82
</ sant [ Sdp<z T Sum
(—00,—N]U[N,0) N6 6 6

da p ein Wahrscheinlichkeitsmaf ist, gilt

52 9 e

RS

)

2

<2
Somit erhalten wir
(1) — ¢(s)]* < 2(1 — Re(g(t — s))) < €.

O]

Unter geeigneten Voraussetzungen lassen sich die Momente eines Wahrscheinlichkeits-
mafes p bzw. einer Zufallsvariable X: 2 — R aus der momentenerzeugenden oder der
charakteristischen Funktion berechnen. Dies zeigt folgender Satz.

4.1.6 Satz: (i) Sei M endlich auf (—¢,6). Dann gilt :

[e.9]

Vie(=6,6): Mx(t)=)

n=0

tn

BT

Insbesondere:
VneN: MM™(0)=EX")
(ii) Sei E(|X|™) < oo fiir ein n € Ny. Dann gilt ¢x € C™(R) und
VieR: ¢M(t) ="E(X"etY).

Beweis: (i) Es gilt
es\x| < max(esz’e—sx) < 5T e,

Also folgt aus der Voraussetzung fiir s € (—6,0):
E(e¥) < E(e*X) + E(e™*Y) < 0.

Damit gilt
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Wegen Linearitét

n=0

Fiir den Satz von Lebesgue brauchen wir noch einen integrierbare Majorante. Fiir
. .. . . . tX)"
|t| < s ist e*IX| eine integrierbare Majorante der Partialsummen > )

(X"
>

n=0

, denn:

m o0

3 tX|" 3 EX" x| slx|

= n! = ¢ se
n=0 n=0

(ii) Der Beweis erfolgt durch Induktion nach n.

e Induktionsanfang: Sei n = 0. ¢ ist stetig (siche oben). AuBerdem gilt ¢(0)(t) =
E(e’X) nach Definition.

e Induktionsschritt: Behauptung gelte fiir n, fiir n+ 1 ist sie z.z. Sei E(|X|"™!) <
o0. Wegen | X|* < | X|" 141 folgt dann E(| X |*) < co. Nach Induktionsannahme
gilt ¢ € C™(R) und

1

1 n n i N n i
RO 1) = 0) = £ (" (X7 HIY) 7B (X7e) ).

Wegen der Linearitéit des Erwartungswertes

_ %E ((lX)n (ei(t+h)X _ eitX)) '

Fundamentalsatz der Differenzial- und Integralrechnung

1 t+h )
= hE((zX)”/ iXe X ds).
t

Satz iiber dominierte Konvergenz
— E ((i1X)"iXe™ ).
h—0

Die Abbildung s — f(s) = ¢X(“) ist stetig. Daher gilt £ [/ f(s)ds — f(1)
o 1—>

. oy t+h v s : o , .
punktweise. Es gilt |(i.X)"+ [[T"iXe*X ds| < |X["*! und somit ist [ X|"*! eine
h-uniforme, integrierbare Majorante. Somit kénnen wir in der Tat den Satz von
Lebesgue anwenden.

Also existiert die (n 4 1)-te Ableitung ¢+, Sie ist auch stetig, denn ¢
(iX (w))"t1eX (@) ist stetig fiir festes w und es gilt
‘(iX)n+1eitX‘ < ’X’nJrl

und damit ist | X|"*! eine integrierbare Majorante. Also gilt nach dem Satz von
Lebesgue ‘ '
E ((Z-X)n+lest) N ) ((iX)n+leZtX) ] 0

s—t
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