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1. MOTIVATION

Zunichst sollen klassische Situationen als motivierendes Fundament vorge-

stellt werden, in denen man Konzentrationsungleichungen begegnen kann.

(A) Gesetz der grofien Zahlen:

Fiir unabhingig, identisch verteilte Zufallsvariablen X1, ..., X, in £1(Q, P),

dquivalent durch E|X| < oo ausgedruckt, gilt das Gesetz der grofien Zahlen:
1 n

i=1

Eine andere niitzliche Formulierung ist folgende

n—oo

=1

Letztere Schreibweise kann vor allem in Féllen niitzlich sein, in denen wir kei-
ne identisch verteilten Zufallsvariablen vorliegen haben. Man beachte aber,
dass in solchen Féllen nicht allgemein die Konvergenz (1.1) gelten muss.

Bisher haben wir offen gelassen, welche Art von Konvergenz hier vorliegt.

Typischerweise formuliert man das Gesetz der grofen Zahlen z.B. in

e fast sicherer Konvergenz (starkes Gesetz der grofen Zahlen),
e stochastischer Konvergenz (schwaches Gesetz der grofen Zahlen),
e der £2-Norm.

Ein wichtiger Aspekt bei der Anwendung von Grenzwertsitzen in der Sto-
chastik ist die Konvergenzgeschwindigkeit. Typischerweise fragt man sich,
wie grofs der Approximationsfehler fiir endliche n ist. Solche nicht asympto-
tische Fragestellungen sind in der Anwendung wichtig, um die Giite einer Ap-
proximation fiir den Erwartungswert von echten gegebenen Daten z1, ...,y
abzuschétzen.

Dabei werden Abschitzungen der folgenden Bauart angestrebt:

1 n

- Z (Xi — E(X3))

< P
n at >~ f(nv Xl)a

wobei f(n, Px,) eine obere Schranke ist, die von dem Stichprobenumfang n
und von der Verteilung Py, selbst abhingt. Wiinschenswert wére es, wenn
f(n, Px,) wenige Informationen iiber die Verteilung benétigte, um moglichst
allgemeine Aussagen zu erhalten. In der £2-Norm fiir unabhéingige, aber nicht

notwendigerweise identisch verteilte, quadrat-integrierbare Zufallsvariablen
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kénnen wir folgende Abschétzung angeben

max {o;}
i=1,....,n

S m

L2(P)
Dabei sind o; die Standardabweichungen der ZVen X fir ¢ =1, ..., n.

- Z (X: — E(X3))

n -
=1

Die hier vorliegende Abschéitzung bildet im Fall von identisch verteilten Zu-
fallsvariablen sogar Gleichheit.

In Abschnitt 2 wird u.a. die Frage untersucht, welche Schranken sich durch

Verwendung von hoheren Momenten finden lassen.

(B) Rekonstruktion von Verteilungen in statistischer Lerntheorie
Wir betrachten den Datensatz x1, ..., z, € R als Realisationen von unabhén-
gig, identisch verteilten ZVen Xy, ..., X;; mit unbekannter Verteilung Py = pu.
Frage: Wie lésst sich aus geg. Daten die wahre Verteilung rekonstruieren?
Wir verwenden das sogenannte empirische Maf§

1 n
fn = g = 2 Oz,
1=

mit 0., als das Punktmaf in z;. Das liefert eine intuitive Moglichkeit fiir ei-
ne Schétzung von p. Die empirische Verteilungsfunktion aus den Datensatz
T1,..., Ty ist dabei zum empirischen Mafs assoziiert.

Auch hier stellt man sich die Frage nach der Giite der Approximation von p,
zu p. In welchem Sinne kénnen wir hier iiberhaupt eine Konvergenz formulie-
ren? Fin elementarer Ansatz ist durch den Fundamentalsatz der Statistik von
Glivenko-Cantelli gegeben, durch den die Konvergenz der empirischen Vertei-
lungsfunktion gegen die wahren Verteilungsfunktion in der Supremumsnorm
geliefert wird.

Auf Ebene der Maftheorie liegt eine schwache Konvergenz des empirischen
Mafies gegen das wahre Wahrscheinlichkeitsmafs fiir Mengen der Bauart

A= (—o0,z| firz € R
vor. (Hier evtl. noch Arten der schwachen Konvergenz in der Sprache Funk-

tionalanalysis diskutieren.)

Lasst sich die schwache Konvergenz fiir andere Klassen von Mengen formu-
lieren? Diese Frage wird in einem Exkurs zur statistischen Lerntheorie in
Abschnitt 3 untersucht.



(C) Irrfahrten auf Z?
Wir betrachten unabhéngig, identisch verteilte ZVen der Form

() ()

Die Werte der ZVen beschreiben dabei Bewegungsrichtungen im Z2-Gitter.
Die Wahrscheinlichkeit fiir alle Richtungen soll i betragen. Nun summieren
wir die ersten n Bewegungsschritte auf und erhalten eine neue ZVe

n
z,:}jxw
=1

Sie beschreibt fiir verschiedene Zeiten i = 1,...,n einen Pfad auf Z2. (Hier
evtl. noch eine Abbildung einfiigen.) Man nennt solche Prozesse Irrfahrten.

Wir fragen uns in diesem Kontext beispielsweise, wie sich der euklidische Ab-
stand || Z,, || im Verlauf eines Pfades typischeweise verhélt. Es kann z.B. nach
einer oberen Schranke fiir max || Zi|| gefragt werden. Eine sehr einfache

=1,...

Antwort wire

max || Zi| <n,
da jeder Schritt maximal Lénge 1 hat. Das ist allerdings eine grobe Abschét-
zung.
Mit dem Zentralen Grenzwertsatz konnen wir oft Aussagen der folgenden
Bauart

max ||Z;]| < C-+v/n
i=1,...,n

gewinnen. Die Frage, wann solche Abschitzungen gelten und wovon die Kon-
stante C' abhéngt, bleibt noch offen. Unklar bleibt auch, wie die Verteilungen
Px, in die Abschéatzung eingehen.

Optional (D) Brownsche Bewegung
Hier interssierun wir uns flir Suprema von stochastischen Prozessen. Ein

prominentes Beispiel dafiir ist die Brownsche Bewegung mit Zeithorizont T
B:Qx[0,T] — R.

Mit einer funktionalen Version des zentralen Grenzwertsatzes gilt:

Irrfahrt ——— Brownsche Bewegung
Donsker
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t — B, (t) ist f.s. nicht differenzierbare Trajektorie.
Ferner: Fiir jede Zeit ¢ > 0 gilt sup || B;(w)|| = co. Aber es gilt wiederum:
weN

sup ||By|| < CVT, C > 0.
te[0,7

Ziel: Prazisiere die Konstante C und die Wahrscheinlichkeit!

2. GRUNDLEGENDE UNGLEICHUNGEN

In diesem Kapitel wollen wir erste Beispiele von Konzentrationsungleichun-

gen kennenlernen.

2.1. Markov-Ungleichung und Co.

Sei X R-wertige ZVe auf Wahrscheinlichkeitsraum (€2, P) mit endlichem Er-
wartungswert F(X).

Frage: Um wie viel weicht X von seinem Erwartungswert E(X) ab?

Wir wollen obere Schranken fiir ¢ > 0 der folgenden Form finden:

P(X —B(X)>t) < ..
P(X — B(X) < —t) < ..

einfachste Antwort: Markov-Ungleichung
Sei Y > 0 eine ZVe mit E(Y) < oco. Dann gilt fiir alle ¢ > 0:

Y lyysy >t Liysy auf Q
Integration liefert:
E(Y - Lyysy) > t-E(Lyysy) =t P(Y >1).
Weitere Abschitzung der linken Seite:
E(Y- ]l{th}) < E(Y).

Falls die Dichtefunktion f von Y gegeben ist, ist es natiirlich, den Wertebe-
reich von Y auf die horizontale Achse aufzutragen.

Zusammenfassend: Fiir jede ZVe Y : © — [0, c0) in £1(£2, P) gilt nach obigen
Ausfiihrungen fiir ¢ > 0 die Markov-Ungleichung:

(2.1) PY > 1) < %E (Y - Lysy) < %E(Y).

Setze Y = |E(X) — X|. Das liefert eine erste Antwort:

PX-EX)2t)+P(X -E(X)<—t)=P(Y >t) < BY) _ E(X = EX)

t t
4



Werte von Y

AN

°T- C'//_\ """
¢ > (—)\?2
Y=<}

f(t)azf(t) s
J f(t)dt
Dichte
von Y
f A\ = >
€ te [0, 00)
Wertebereich von Y
[ f(t)dt

ABBILDUNG 2. Wertebereich auf der horizontalen Achse.
Frage: Gibt es eine bessere Wahl von Y in (2.1)7

Hat X z.B. eine endliche Varianz Var(X), so gilt fiir ®(Y) mit ®(y) = y>
E@Y))=EY?*) =E(|X - E(X)]*) =Var(X) <oo = ®Y)ecLQP).

Wende nun fiir ¢ > 0 die Markov-Ungleichung an:

B E(@Y)) Var(X)
22) P(X =B > 1) = P@(y) > o) < Sl - 20

und erhalte damit die Markov—éeby§ev— Ungleichung. Die Ungleichung (2.2)
gilt fiir simtliche monoton wachsende Funktionen ® : I — [0, 00) auf einem
Intervall I C R, sodass ®(t) > 0 ist. Fiir die Anwendbarkeit der Methode
braucht man

DY) =0(|X — E(X)|) € LY, P).

5



Gilt fiir eine ZVe X: E|X?] < 0o V¢ € N, erhalten wir V¢,t > 0:

E(X - B(X)|)

PX - B(X)) = ) < ==

— schone Form, da linke Seite unabhéngig von ¢ ist (Optimierungsaspekt)

(2.3) = PX - B(X))) 2 1) < inp PIEZEEN,

Erstes Fazit: Je mehr Informationen {iber eine ZVe vorliegen, desto breiter
das Spektrum an potentiellen Abschatzungen und Methoden.

Warum spielt der Fall q = 2 eine zentrale Rolle?

Seien X1, ..., X;, unabhéngige ZVen mit endlichen Varianzen. Fir Z = """ | X;
gilt nach dem Additionssatz (Bienaymé):

Var(Z) =) Var(X;).
=1

— Formulierung einer Konzentrationsungleichung fiir gemittelte ZVen mit
Hilfe von Ungleichung (2.2):

P(izn:(Xi—E(Xi))’>t) :P<

i=1
wobei 0% := 1 3™ | Var(X;) die gemittelte Varianz ist.

> (X - B(X;)) ‘ >t- n>

i=1
Var(Z)  o?
= t2.n2  t2.p’

Bemerkung: In dieser Vorlesung spielt die Eigenschaft der Identischen Ver-
teilung eine weniger zentrale Rolle als die Unabhéngigkeit, da uns nicht der
explizite Wert des Limes interessiert, sondern gute Abschétzungen fiir end-
liches n (bzw. die Konvergenzordnung). Natiirlich vereinfachen sich viele
Aussagen, falls die ZVen identisch verteilt sind.

2.2. Cramér-Chernoff-Methode.



Idee: Wihle statt ®(t) = t2 nun ®(t) = eM fiir A > 0.
Analog zu (2.2) mit ®(y) = e nach Anwendung der Markov-Ungleichung:

E (e)\X) ‘

(2.4) P(X>1)=P (e)‘X > e)‘t> <=5

— Schranke mit exponentiellem Abfall gewonnen.
Studiere nun die Schranken genauer. Die folgende Abbildung

M:R—[0,00], M()) := E (e/\X>

nennen wir die momentenerzeugenden Funktion von X (kurz: MEF von X).
Sie ist gegebenenfalls unendlich. Betrachte Z = )" ; X; mit unabhéngigen
ZVen X, ..., X,,. Fir die MEF von Z — E(Z) gilt dann

E (eA zﬁzl(xi—mxi))) — ﬁ E (ex(xi—E(Xn)) :
i=1
wegen der Unabhéngigkeit der X7, ..., X,,. Sind (X; — E(X;)) zusétzlich iden-
tisch verteilt mit MEF M(\) := Mx, _p(x,)(A), so gilt mit (2.4):

p(Lz-pzy =) < Tl DI

Vorgehensweise bisher:

- Gewinne Klassen von Ungleichungen fiir verschiedene A

- Schranke iiber den Parameter A optimieren (Minimierungsaufgabe)

- Losen der Optimierungsaufgabe liefert eine (hoffentlich) gute Ab-
schatzung

Bemerkungen:

(a) Im Allg. liefern polynomielle Transformationen ®(t) = t¢ aus (2.3)
bessere Schranken als exponentielle Transformationen ®(t) = e* aus

(2.4). D.h.: fiir beliebige ¢t > 0 und ZVe X > 0:

E(X1 E(eMX
inf (X7) < inf (e )
>0t A>0 et

Beweisidee: Taylorentwicklung der Exponentialfunktion (Ubung).
(b) Wir interessieren uns fiir die Wahrscheinlichkeit der Abweichungen
vom Mittelwert mit folgender Bauart:

P(Z-E(2)|>t)=P(Z—-E(Z)>t)+P(Z - E(Z) < —t) fiir t > 0.

Wegen (b) geniigt es 0.B.d.A. die zentrierte Version der ZVe Z := (Z—E(Z))

zu betrachten und Abschétzungen fiir P (\Z | > t) herzuleiten.
7



Die kumulantenerzeugenden Funktion und die Cramér-Transformierte.
Sei Z ZVe mit MEF Mz()), d.h. (dquivalent zu (2.4)):

(2.4%) P(Z > t) < e MM(\) = e MHRMN),

Fasse die obere Schranke als Klasse von Funktionen auf, um sie dann zu
minimieren. Dazu definieren wir die kumulantenerzeugende Funktion 1)z (\)
(kurz: KEF):

$2(0) = n(M(X)) = In(E(eM)).
Betrachte dazu die sogenannte Cramér-Transformierte:

Yy (t) :=sup (At —pz(N)) fiir X > 0.
A>0

Bedeutung der Cramér-Transformierte:

Minimiere die Schranke von (2.4*) tiber A und betrachte nur noch den Ex-
ponenten. Beachte: Vorzeichenwechsel liefert Maximierungsproblem:

P(Z > 1) < inf e~ IMOD)) _ —v30,
- 7T a0

Untersuche nun den Definitions- und Wertebereich der Cramér-Trafo 7.
Zunéchst bemerkt man eine Eigenschaft der KEF fiir beliebige ZVen Z:

$2(0) = In(1) = 0.

Dieser Zusammenhang ist niitzlich fiir Randwertuntersuchungen. Auf die

Cramér-Trafo iibertragt sich dies, wenn man fiir A = 0 setzt, wie folgt:
W5(t) = sup (A — 7(\) > 0— 0 = 0.
A>0

Insbesondere wissen wir nun, dass der Wertebereich von 17, nichtnegativ ist.

Warum betrachten wir nicht A € R, sondern nur A > 0 im Supremum?
Falls fiir die ZV Z € L' gilt, so gilt nach der Jensen-Ungleichung

6)\E(Z) < E(e)\Z) — M()\),

wobei der letzte Ausdruck auch unendlich sein kénnte. Logarithmieren dieser
Ungleichung ergibt

A-E(Z) <In(M(N) = ¢z(A).
Betrachte A < 0 und ¢ > F(Z) und schétze die linke Seite ab

A-B(Z)> At
8



Insgesamt folgt aus beiden Ungleichungen fiir A < 0 und ¢t > E(Z):
At—=1z(N) <0

Die Annahme ¢ > E(Z) lasst sich allgemein dadurch motivieren, dass wir
zentrierte ZVe Z mit E(Z) = 0 betrachten wollen.

Fazit: Obige Randbetrachtung fir A = 0 das liefert, dass das Supremum

iiber A nicht im negativen Bereich angenommen wird, d.h.

(2.5) Pz(t) == sup (At —1pz(N)) = sup (At —1hz(X)) = z(t) fir t > E(Z).
€ >

Wir nennen die Funktion 7 in (2.5) die Fenchel-Legendre- Transformierte
oder auch Fenchel-Legendre-Duale von 1.

Nicht jedes ¢ > 0 liefert brauchbare Chernoff-Schranken. Falls ¢%(t) = 0
ist, ergibt sich eine triviale Schranke e=%z(*) = 1. In welchen Féllen tritt dies
noch ein?
Einerseits ist der Fall ¢z (A) = oo fiir A > 0 problematisch. Dann folgt

Pz (t) = sup (At — ¢z(A)) = 0.

A>0

Andererseits ist der Fall ¢ < F(Z) problematisch wegen

A< AE(Z) <pz(N)  fiir A> 0
= M—1z()\) <0und =0 fiir A =0.

Um diese Situation zu vermeiden, nehmen wir in diesem Kapitel an, dass ein
Ao > 0 existiert, sodass F (6)‘02 ) < oo gilt. Mit der Holder-Ungleichung l&sst
sich zeigen, dass dann auch das exponentielle Moment fiir A < \g existiert
(Ubung). Es gilt dann also:

fiir alle A € [0, A\g] : E(e*?) < oo.

Setze dazu die Zahl b := sup{\ > 0| E(e*?) < oo} € [0,0c]. Da die Vor-
aussetzung E(e*) < oo fiir A = 0 immer erfiillt ist, geniigt es auch hier
statt A € R nur den Bereich A > 0 zu untersuchen. In den meisten Féllen ist
b € {0,00}. Dagegen ist fiir exponentialverteilte ZVen der Wert b gerade der

Parameter der Exponentialverteilung.



Bemerkung 2.1 (Eigenschaften der kumulantenerzeugenden Funktion). Fol-
gende FEigenschaften werden sich fiir Optimierungsaufgaben als niitzlich er-
weisen:

(a) ¥ =1z ist konvex auf I := (0,b) (auch giiltig, falls b = oo )

(b) 1 ist strikt konvex auf I, falls Z nicht fast sicher konstant

(c) ¥:I—Rist C®
Fiir zentrierte Zufallsvariablen Z gilt dariiber hinaus:

(d) ¥z : [0,b) — Rist C'. Beachte: 0 ist zusdtzlich im Definitionsbereich.

(e) ¢ (0) = 0 (zusitzlich zu 1z (0) = 0)

(f) Es geniigt die Cramér-Trafo auf dem Intervall I zu bestimmen:

Pz(t) = sup (At — ¢z(A)) = sup (At — ¥z(A))
A>0 el

Die Beweise von (a) - (f) werden als Ubungsaufgaben gestellt.

Bestimmung des Supremums mittels der Ableitung. Ansatz:

- 1z ist C' — mittels Ableitung stationire Punkte berechnen
- strikte Konvexitét liefert Eindeutigkeit des Optimums auf [

d ,
0= (M= p() =t = ¥/()
G =y ()

Sei A¢ eine Losung dieser Gleichung. Falls man den trivialen Fall einer fast
sicher konstanten Zufallsvariable ausschliefst, ist 1 strikt konvex.
= ) ist eindeutig.

Definition: Sei B := 1/,(b). Dann ist ¢}, : I — (0, B) wegen strikter Mo-
notonie bijektiv mit strikt monotoner Inversen (%)~

Daher gilt fiir alle ¢ € (0, B) : A\s = ()1 (¢).

Diese Formel kénnen wir nun nutzen, um fiir konkrete Verteilungen die

Cramér-Trafo auszurechnen.

10



Cramér-Transformierte verschiedener Verteilungsklassen.

(a) Cramér-Transformierte fiir zentrierte Normalverteilungen:

Sei Z ~ N(0,0?) mit Varianz o2. Beachte, dass wir Zentriertheit
brauchen.
- zunédchst berechne MEF: M()\) = e# (Ubung)
- MEF ergibt sofort die KEF ¢7()\) = X2°.
- erste Ableitung ist ¥/, (\) = Ao?
- obige Formel ergibt A\, = (¢')"(t) = % als Losung der Optimie-

rungsaufgabe

YVt > 0 besitzt die Cramér-Trafo also die folgende Gestalt

Yz () = Mt — Yz(Ae)

2 o2
T o2 204
t2
= 9202

2

Das liefert die Chernoff-Schranke fiir V¢ > 0: P(Z > t) < e 207,

Wie gut ist diese Schranke? Kann man sie noch verbessern? Zur Beantwor-
tung dieser Fragen formuliere die Chernoff-Abschétzung um

2

P(Z>t) e2? <1.

Diese Abschitzung ldsst sich aber verbessern.
2 1 ..
Fiir alle t > 0 gilt P(Z > t) - e2? < 5 (Ubung).
— globale Vorfaktor % wird verschenkt, Gréfsenordnung passt zumindest.
Zudem kann man zeigen, dass letztere Abschéitzung scharf ist:
2 1 ..
sup (P(Z >t)- ezta?) = — (ebenfalls Ubung).
>0 2
Unter Normalitdt sind Gewinnungen von Abschédtzungen mittels anderer
Techniken noch einfach, wodurch wir einen Vergleich zwischen ihnen und
der Chernoff-Methode erhalten. In anderen Féllen ist dies nicht mehr so ein-

fach moglich.
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(b) Cramér-Transformierte fiir zentrierte Poisson-Verteilungen:

Sei Y ~ Poi(v) fiir ein
v > 0. Nach Definition der Poisson-Verteilung gilt

Uk

VEkeNy: P(Y:k):E-e*”.
= E(Y) = v. Wir arbeiten mit zentrierten ZVen und definieren daher
Z

=Y — E(Y) mit E(Z) = 0. Berechne im ersten Schritt die MEF:

Mz(\) = E(M) = e Z (eAk i ’;T) eV

keNg

A\ K
— 6—)\11—11 § : (1/6 ) _ 6—()\—1—1)1/.61/6)‘

B
keNp

Logarithmieren liefert fiir A > 0 die KEF 7. Berechne auferdem ¢,

bz =v (X =A=1), 6500 = v (* - 1),

Ansatz: t = 17,(\), um A als Lésung des Optimierungsproblems herzuleiten:

tzl/(e’\t—l)

t
& eM="41
v

t
= )\t:hl(—l—l)
1%

Der optimierende Parameter A; liefert nun die Gestalt der Cramér-Trafo:

Pz(t) = the — z(A)
:tln<t+1> —V(t—i-l—ln(t—i-l) —1)
v v v
t
v
—on(h).
v
wobei wir fiir x > —1 die Funktion h einfiihren:
hz)=1+z)-In(1+2x)—=x.
Die ZVe —Z ist ebenfalls zentriert und analog folgt:

t
YE,t)=v-h (—) , sofern t < v gilt.
v

12



(¢) Cramér-Transformierte fiir zentrierte Bernoulli-Verteilungen:

Eigentliches Ziel: Cramér-Trafo von binomialverteilten ZVen.

Betrachte zunéchst in (c) Bernoulli-ZVen und in (d) Summen von unabhén-
gigen ZVen, um in Teil (e) die Binomialverteilung zu untersuchen.

Sei Y : Q — {0,1} eine ZVe mit P(Y = 1) =p =1— P(Y = 0) fir ein
p € [0,1]. Der Erwartungswert ist dann E(Y) = p. Die ZVe Z :=Y — p ist
dann die zentrierte Version. Die MEF von Z ergibt sich aus der Definition

Mz(A) = <p et (1 - p)) e,
mit KEF
Yz(A) =—=Ap+In (peA +1 —p) )

Schlieflich folgt mit gleicher Strategie (Ubung) fiir ¢ € (0,1 — p):

v = 1 =p= )b (S22 ) oy (22

—(1—a)-ln<i:Z> —l—a-ln(Z)
—: hy(a).

Hierbei haben wir a :=t + p gestezt, so dass a € (p,1).

1—
Definition 2.2. Die Funktion hy: (0,1) = R, hp(a) = (1—a)-In (1 a) +
—-p

a-n () nennt man die Kulback-Leibler-Divergenz D(Pg||Pp,) zwischen zwei

Bernoulli-Verteilungen mit Parameter a bzw. p.

Wir werden im Kapitel 4 den Begriff der Entropie einfithren und auch die
Funktion h, diesem Begriff zuordnen kénnen
. Die Schranken einiger Konzentrationsun-

gleichungen entsprechen solchen Entropien.

(d) Cramér-Transformierte fiir Summen unabhéngiger Zufallsvariablen:

Die Cramér-Chernoff-Methode erlaubt einfachen Umgang mit Summen von
unabhangig, identisch verteilten ZVen Xj, ..., X,,. Dazu betrachten wir die
ZVe Z := 3" | X; und die KEF ¢x,, sowie die Cramér-Trafo Py, fir X;.

13



Ziel: Darstellung der KEF von Z in Abhéngigkeit der KEF der Xy, ..., X,,.
Fir A mit ¢¥x, (M) < oo bestimmen wir die KEF von Z:

b2\ =In (B (X E=%))

=In ( (E (e ))) wegen Unabhéngigkeit)

n
(E (eAX1> ) wegen identischer verteilung)

n(E())

(%) =1 Yx; (A):

Ein dhnlicher Zusammenhang gilt auch fiir die Cramér-Trafo:

Lemma 2.3. Seien X, Xy,..., X, unabhdngige, identisch verteilten ZVen
und Z := " 1 X;. Fir XinR mit ¢ x, (\) < oo gilt:

w30 = vk, (1)

n

Beweis. Es sei an die Gestalt des optimierenden Parameters \; = (¢)71(¢)

der Crameér-Trafo erinnert. Also untersuchen wir:
W) g ()
= Mo (N) = (My 0 0y )(V)
mit M., (x) = n - z. Aukerdem ist (M,) " (z) =

Sw

= )70 = R 0) = i (1))
Fiir die Cramér-Trafo von Z folgt schliefilich
Do) = (W) () — vz (W) (1)

— (w57 (L) = (507 (£))
— (i)

14



(e) Cramér-Transformierte fiir zentrierte Binomialverteilungen::

Jetzt sind alle Vorbereitungen getroffen, die Cramér-Trafo der Binomialver-
teilung zu berechnen. Seien X7, ..., X, ~ Ber(p) unabhéngig.

= Y :=3", X; ~ Bin(n,p). Betrachte zentrierte Version Z :=Y —np =
Yo (Xs — E(X;)). Fir t € (0,n(1 — p)) gilt nach (d):

ut) =n-vi, (£) = ety (1),

wobei h;, die in (c) bereits eingefiihrte Kulback-Leibler-Divergenz zwischen
zwei Bernoulli-Verteilungen ist.
Wir erhalten insbesondere die Chernoff-Schranke:

P(Z > 1) < exp (—n-hp <:l+p)>.

— Guter Vorfaktor n fiir n — oo, aber wie schnell und wohin konvergiert h,,

fiir n = o0? — Noch zu untersuchen!

2.3. Sub-Gaufische Zufallsvariablen.
Gaufs-ZVen = gut umgéngliche Klasse von ZVen
Klasse von Verteilungen, die von Gauf-ZVen dominiert werden, sind dhnlich

gut umganglich.

Definition 2.4. Eine reellwertige, zentrierte ZVe X heifst sub-gaufisch mit
Varianzfaktor v, in Zeichen: Py € G(v), falls
)\2
VA ER: hx()) < 7”
Die Klasse aller solchen ZVen, bezeichnen wir (auch) mit G(v). Die Schranke
entspricht der KEF einer zentrierten Normalverteilung mit Varianz v. Wir
betrachten also die Klasse von Verteilungen, die durch gaufsche ZVen im

Sinne der KEF dominiert werden.

Bemerkung 2.5 (Eigenschaften sub-gaufischer Zufallsvariablen).

(a) Es folgt Var(X) < v, im Allg. gilt aber Var(X) # v. Die Unglei-
chung kann man durch eine Taylorentwicklung zeigen (Ubung). Sie
ist insbesondere scharf. Betrachte dazu Rademacher-verteilte ZVen.

(b) Fiir zentrierte normalverteilte ZVen X ~ N (0,v) gilt X € G(v).
15



(c) Z=Y -E(Y)eG(v) & vz <o auf R

(d) Vertraglichkeit mit der Faltung:
Sind X1, ..., X, unabhéngige ZVen mit X; € G(v;) fiir i = 1,...,n, so
gilt folgende Stabilitétseigenschaft fir Z = Y 1" | X; € GO i, vi).
Nachweis erfolgt z.B. mit dem Additionssatz der Varianz und der
Stabilitdt der KEF:

Yz = Z Yy, < Z UN(©Ov) = YN (0., i)
=1 =1

Definition 2.6. Ein messbares X: Q — {—1,1} mit P(X =1) = P(X =
-1) = % heifft Rademacher-Zufallsvariable.

Statt tiber Ungleichungen fiir KEF ¥ x kann man die Eigenschaft sub-gaufisch
auch tiber Ungleichungen fiir Momente oder iiber Ungleichungen von Abfall
bei co (engl. tail-probability) charakterisiert werden.

Bemerkung 2.7 (Aquivalente Charakterisierungen von sub-gaufsch). Sei X €
G(v). Chernoff liefert fiir ¢ > 0

2
max {P(X > t),P(X < —t)} < e .
Fir X € G(v) gilt nadmlich % (t) > YN o) (t) (Ubung) und damit
P(X >t) < e V%0 < ¢ Vhon® = ot/

Analoge Rechnung fiir P(—X > t) wegen —X € G(v) liefert Behauptung.

Satz 2.8.
Sei X € LY eine zentrierte Z Ve.
(a) Gibt es ein v > 0, sodass Vs > 0

2

max {P(X > s),P(X < —s)} < e =
gilt, so folgt ¥V q € N:
(%) E(X?7) < 2q!(2v)7 < q!(4v)".
(b) Existiert ein C' € (0,00) mit
YV qeN: E(X?%) < qlCY,
so gilt X € G(4C). Insbesondere folgt daraus

(xx) max {P(X >s),P(X < —s)} < 6_%.
16



Beweis. zu (a): Gilt X € G(v), soist Y = %X € G(1), denn

=i (5 () = (5 () o () = 52 -

Betrachte zunéchst den Fall v = 1 und beginne auf der linken Seite von (x):

oo
E (V) = / P(JY]* > z) da.
0
Erste Substitution mit y = xflq ergibt

o0
= 2q/ P(lY|>y) -y* ! dy.
0

Anwendung der Voraussetzung ermdglicht folgende Abschétzung:
e
< 4q ez -y“T dy.
0
Mit zweiter Substitution ¢t = % erhalten wir

= 4q / et (20)972 - (20)72 dt.
0

Diese Substitution ist niitzlich, da das Integral explizite Darstellung hat (vgl.
Bronstein):

E (Y?1) < 20Hql,
Fiir allgemeinere Varianzen v folgt:

E(X*) =E ((ﬁY)2q> =vIE (Y?) < 29H1y4g) < 290%g) = (4v)%g).

zu (b): Es gelte E (X27) < ¢! C?.
Sei X eine unabhingig, identisch verteilte Kopie von X.

= X — X ist symmetrisch verteilt, dh. P(X — X > s5) = P(X — X > s)
17



Vs € R. Die ungeraden Momente verschwinden:

E (eAX> B <€—AX> id. vert. o, (eAX> B <€—AX'> unabh. o, <e—,\(X—5<))

B A(X — X)% \2H(X - X))
=E| 2 [ 20 T (g1 ]

)\2q(X _ X)2q >\2q+1(X _ X)2q+1
E( (29)! >+E< (2¢ +1)!

q€No

-5

q€Ny

) ] (monotone Konvergenz)

=0 wegen Symmetrie

NH4E ((X - X) 2q>

29! VAeR

=2

q€Ny

Wegen Konvexitit von z + 224 = 2™ fiir m € 2N folgt (vgl. auch Abb. ?7):

(a_b)m < 2m71(am_bm) < 2m71(am_’_bm)

-~ B ((X _ X)2q) < 921 (E (X2q) +E(X2q)> id. yert. 52q (X%

\2E ((X - X)2Q)
(29)!

= F (e>‘X> - K (e_AX) = Z

q€Ny

A2
<) @22‘1 E (X%)

N
7€fo <q!C? nach Vorr.

|
< 22q/\2chL
%;O (29)!
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q q
=[Ja+i=][2=2"¢
j=1

=1

= F <e)‘X) -F (e_AX> SE' Z 22q)\2q0qq7!
(29)!

qeNp

N.R.
29\2qvq_—

< Z 27O 2‘]q'

q€Np

_ Z QQAQLIC’(] 620/\2,

q€No
= Fx(\)<FE (e ) -E (e*/\X) < 20V
—_———
>1

= Also: x(\) <20)\? = X € G(4v)

Der Nachweis von E(e %) > 1, falls E(X) = 0, ist Ubungsaufgabe (mit
Jensen-Ungleichung). O

Lemma 2.9. Die Momentenbedingung (2) ist dquivalent zur Bedingung (3):
(3) da > 0 sodass E (eO‘X2) <2.

Interpretation: Da exp(.) schnell wiichst, muss aX? schnell abfallen, falls (3)

gilt.
Bewets.
k:E X2k
>y 2EE)
keNp
ofE (X%)
o1y L
keN
2 4
= VkeNgit B(X) <a*k 22> xeg <>
o
Gegenrichtung;:

Satz 2.1
=

X €G(v) E (X?1) < Cq! mit C = 4v.
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oy — 1L 1
Setze: o = 50 =

8v
ax?) aE (X?9)
= E(e )— Z o
q€Np
1 \?C9! 1\
<X (50) G =X (1) =2
q€Ng q€Np

Ist X zentrierte ZVe in £' und a > 0 aus (3) <
X egGv)mitve [2,24].

Px durch {E(f(X)), f € F} charakterisiert, falls die Familie F grof ist.

Zeigen nun: Beschrénkte zentrierte ZVen sind sub-gaufssch:

Lemma 2.10 (Hoeffding).
Sei Y eine [a, bl-wertige (schreibe zukiinftig Y € [a,b]) zentrierte ZVe in L.
Sei Py (\) = In(E(eMY)).

= Yy () <

Beweis.

b
= Var(Y) = Var (Y — —;a)

< b—a\? _ (b— a,)2.
- 2 4
Letzte Abschétzung gilt wegen

2 2 2
[t e (5o (052
0 2 a2 2
Sei P = Py Verteilung von Y und Py(dx) = e~¥¥(®)e* Py (dy) Dichte. Sei
Z € R mit Verteilung Py. Fiir P; = P, gilt ebenso:

Var(Z) < <b2a>2.
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Direkte Rechnung ergibt:

d2
W) = S n(Fy ()

vV (y%AY) —e WY <E <Ye)‘y))2
2
— e / 2N APy (y) — (6_1”“) / ye dPY(y)>
R R

- [iarw - ([ varnw) =varz) < 3

Da Y zentriert: 1y (0) = 4 (0) = 0. Taylorentwicklung liefert:

VeR.

2
36 € [0,A] : ¥y (A) =1y (0) + Ay (0) + %ww)

2 o 2 - 2
§0+0+A(68a) N Y€Q<(b 4a)>

O

Beispiel: Ungleichung des Lemmas ist scharf: Fiihre sogenannte Rademacher-

Zufallsvariable X: Q — {—1,1} ein mit P(X = 1) = P(X = —1) = 1. Es

gilt X € [—1,1] mit a = —1 und b = 1 wie in Lemma 2.2.

(b—a)?
4

A = 0 einsetzen liefert: Var(X) < 1. Berechnen wir die Varianz explizit, so

gilt ebenso exakt Var(X) = 1, denn

= Yx(\) < =1YA>0

Var(X) = E (X?) = %(—1)2 - 5(—1)2 = 1.

— Ungleichung l&sst sich nicht mehr verbessern.

2.4. Sub-Gamma-Zufallsvariablen.
Einige wichtige Verteilungen haben Dichten, die schnell abfallen bei o0,
jedoch nicht ganz so schnell wie G(v). Daher fithren wir ein:

Definition 2.11. Sei X € £! mit F(X) = 0. X heift sub-T'-verteilt von
rechts mit Varianzfaktor v und Skalenparameter ¢ (in Symbolen X € T'; (v, ¢))

1 A2y
. — 1 < S
& Wae <0, C) gilt ¥x () < 2 —on
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Die Klasse I'_ (v, ¢) fiihren wir ein, indem wir setzen:

Xel_ (ve) & —Xel'y(v,0),
d.h.: X ist sub-I" von links mit Varianzfaktor v und Skalenparameter ¢ :<
—-Xel'i(v,e) & X el'_(v,c).
X heifst sub-I'-verteilt mit Varianzfaktor v und Skalenparameter ¢ < X €
I'y(v,e) NT_(v, ).

Das Konzept von sub-gamma findet im Kapitel 2.5 Verwendung, kann (dort)
aber auch weggelassen werden. Es soll ein alternatives, flexibleres Kriterium

zur sub-gauf-Eigenschaft bereitstellen.
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