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Dieses Skript ist aus einer vierstiindigen Vorlesung entstanden, dass ich
2017/2018 an der TU Dortmund hielt. Es orientierte sich im Wesentlichen
an dem Buch: Concentration Inequalities: A Nonasymptotic Theory of Inde-
pendence von Stéphane Boucheron, Gabor Lugosi und Pascal Massart.

Herr Malcherczyk war einer der Horer und hat im Anschluss ein sehr
detailliert ausgearbeitete Skript erstellt. Der vorliegende Text stellt einer
leichte Bearbeitung meinerseits dar.

Dortmund, Mérz 2021 Ivan Veseli¢
Die Stoffauswahl steht noch nicht endgiiltig im Detail fest, das angezeig-

te Inhaltsverzeichnis soll Thnen aber schon einen Einblick in den Stoff der
Vorlesung bieten.
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1. MOTIVATION

Zunichst sollen klassische Situationen als motivierendes Fundament vorge-

stellt werden, in denen man Konzentrationsungleichungen begegnen kann.

(A) Gesetz der grofien Zahlen:

Fiir unabhingig, identisch verteilte Zufallsvariablen X1, ..., X, in £1(Q, P),

dquivalent durch E|X| < oo ausgedruckt, gilt das Gesetz der grofien Zahlen:
1 n

i=1

Eine andere niitzliche Formulierung ist folgende

n—oo

=1

Letztere Schreibweise kann vor allem in Féllen niitzlich sein, in denen wir kei-
ne identisch verteilten Zufallsvariablen vorliegen haben. Man beachte aber,
dass in solchen Féllen nicht allgemein die Konvergenz (1.1) gelten muss.

Bisher haben wir offen gelassen, welche Art von Konvergenz hier vorliegt.

Typischerweise formuliert man das Gesetz der grofen Zahlen z.B. in

e fast sicherer Konvergenz (starkes Gesetz der grofen Zahlen),
e stochastischer Konvergenz (schwaches Gesetz der grofen Zahlen),
e der £2-Norm.

Ein wichtiger Aspekt bei der Anwendung von Grenzwertsitzen in der Sto-
chastik ist die Konvergenzgeschwindigkeit. Typischerweise fragt man sich,
wie grofs der Approximationsfehler fiir endliche n ist. Solche nicht asympto-
tische Fragestellungen sind in der Anwendung wichtig, um die Giite einer Ap-
proximation fiir den Erwartungswert von echten gegebenen Daten z1, ...,y
abzuschétzen.

Dabei werden Abschétzungen der folgenden Bauart angestrebt:

1 n

- Z (Xi — E(X3))

< P
n at >~ f(nv Xl)a

wobei f(n, Px,) eine obere Schranke ist, die von dem Stichprobenumfang n
und von der Verteilung Py, selbst abhingt. Wiinschenswert wére es, wenn
f(n, Px,) wenige Informationen iiber die Verteilung benétigte, um moglichst
allgemeine Aussagen zu erhalten. In der £2-Norm fiir unabhéingige, aber nicht

notwendigerweise identisch verteilte, quadrat-integrierbare Zufallsvariablen
1
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Dabei sind o; die Standardabweichungen der ZVen X; fiir i = 1,...,n.
Die hier vorliegende Abschétzung bildet im Fall von identisch verteilten Zu-

fallfxariablen sogar Gleichheit.
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In Abschnitt 2 wird u.a. die Frage untersucht, welche Schranken sich durch
Verwendung von héheren Momenten finden lassen.

(B) Rekonstruktion von Verteilungen in statistischer Lerntheorie
Wir betrachten den Datensatz x1, ..., , € R als Realisationen von unabhén-
gig, identisch verteilten ZVen X1, ..., X;, mit unbekannter Verteilung Py = p
Frage: Wie lésst sich aus geg. Daten die wahre Verteilung rekonstruieren?
Wir verwenden das sogenannte empirische Maf§

( ) "

& F * :f X"”xM
T1yeeey —l ~ M
fin = P - Z“ 5, - }4

mit 0., als das Punktmaf in z;. Das liefert eine intuitive Moglichkeit fiir ei-

ne Schétzung von p. Die empirische Verteilungsfunktion aus den Datensatz

1, ..., T, ist dabei zum empirischen Maf assoziiert.

Auch hier stellt man sich die Frage nach der Giite der Approximation von p,
zu p. In welchem Sinne kénnen wir hier iiberhaupt eine Konvergenz formulie-
ren? Ein elementarer Ansatz ist durch den Fundamentalsatz der Statistik von
Glivenko-Cantelli gegeben, durch den die Konvergenz der empirischen Vertei-
lungsfunktion gegen die wahren Verteilungsfunktion in der Supremumsnorm
geliefert wird.

Auf Ebene der Mafitheorie liegt eine schwache Konvergenz des empirischen

Mafes gegen das wahre Wahrscheinlichkeitsmaf fiir Mengen der Bauart
A= (—oo,z| firz € R

vor.
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Lasst sich die schwache Konvergenz fiir andere Klassen von Mengen formu-
lieren? Diese Frage wird in einem Exkurs zur statistischen Lerntheorie in

Abschnitt 3 untersucht. A

1Sl

(C) Irrfahrten auf Z?
Wir betrachten unabhéngig, identisch verteilte ZVen der Form

()0}

Die Werte der ZVen beschreiben dabei Bewegungsrichtungen im Z2-Gitter.
Die Wahrscheinlichkeit fiir alle Richtungen soll i betragen. Nun summieren

wir die ersten n Bewegungsschritte auf und erhalten eine neue ZVe

n
Z = ZXN.
i=1

Sie beschreibt fiir verschiedene Zeiten i = 1,...,n einen Pfad auf Z2. (Hier

evtl. noch eine Abbildung einfiigen.) Man nennt solche Prozesse Irrfahrten.

X}\b/xs
\
XY\ X7 ‘X‘f
2y By
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Wir fragen uns in diesem Kontext beispielsweise, wie sich der euklidische Ab-
stand || Z,,|| im Verlauf eines Pfades typischeweise verhélt. Es kann z.B. nach

einer oberen Schranke fiir max | Zi|| gefragt werden. Eine sehr einfache
i=1,....,n
Antwort wére
max | Z]| <n,
da jeder Schritt maximal Lénge 1 hat. Das ist allerdings eine grobe Abschét-
zung.

ok=1

«} (m, m
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Mit dem Zentralen Grenzwertsatz konnen wir oft Aussagen der folgenden

Bauart
‘max ||Z]| <C-vn
i=1,...,n

gewinnen. Die Frage, wann solche Abschétzungen gelten und wovon die Kon-
stante C' abhéngt, bleibt noch offen. Unklar bleibt auch, wie die Verteilungen
Px, in die Abschéitzung eingehen.

Optional (D) Brownsche Bewegung
Hier interssierun wir uns flir Suprema von stochastischen Prozessen. Ein

prominentes Beispiel dafiir ist die Brownsche Bewegung mit Zeithorizont T'
B:Qx[0,T] — R.

Mit einer funktionalen Version des zentralen Grenzwertsatzes gilt:

Irrfahrt ——— Brownsche Bewegung
Donsker

t — By, (t) ist f.s. nicht differenzierbare Trajektorie.
Ferner: Fiir jede Zeit ¢ > 0 gilt sup || B;(w)|| = oco. Aber es gilt wiederum:
we

sup ||Bs|| < CVT, C > 0.
te[0,T7]

Ziel: Prazisiere die Konstante C und die Wahrscheinlichkeit!

2. GRUNDLEGENDE UNGLEICHUNGEN

In diesem Kapitel wollen wir erste Beispiele von Konzentrationsungleichun-

gen kennenlernen.

2.1. Markov-Ungleichung und Co.

Sei X R-wertige ZVe auf Wahrscheinlichkeitsraum (€2, P) mit endlichem Er-
wartungswert F(X).

Frage: Um wie viel weicht X von seinem Erwartungswert E(X) ab?

Wir wollen obere Schranken fiir ¢ > 0 der folgenden Form finden:

P(X—E(X)>1t)<..
P(X—E(X)< —t)< ..

einfachste Antwort: Markov-Ungleichung
Sei Y > 0 eine ZVe mit E(Y) < co. Dann gilt fiir alle ¢ > 0:

Y- H{th} Z t- ]l{YZt} auf €
6



Integration liefert:
E(Y - Lyysy) >t-E(Lyysy) =t P(Y >1).
Weitere Abschitzung der linken Seite:
E(Y- ]l{th}) < E(Y).

Werte von Y

AN

°T- C'//_\ """
¢ > (—)\?2
[Y>e)

ABBILDUNG 1. Q auf der horizontalen Achse.

Falls die Dichtefunktion f von Y gegeben ist, ist es natiirlich, den Wertebe-
reich von Y auf die horizontale Achse aufzutragen.

f(t)at-f(t) oo
J Lf(t)dt
Dichte
von Y
— - :
€ te [0, 00)
Wertebereich von Y
J f(t)dt

ABBILDUNG 2. Wertebereich auf der horizontalen Achse.

Zusammenfassend: Fiir jede ZVe Y : Q — [0, 00) in £1(€2, P) gilt nach obigen
Ausfiihrungen fiir ¢ > 0 die Markov-Ungleichung:

(2.1) PY >1) < %E (Y - Lyyay) < E(Y).

Setze Y = |E(X) — X|. Das liefert eine erste Antwort:

PX-EX)2t)+P(X -E(X)<—t)=PY >t) < BY) _ E(X = EX)

t
7



Frage: Gibt es eine bessere Wahl von Y in (2.1)7

Hat X z.B. eine endliche Varianz Var(X), so gilt fiir ®(Y) mit ®(y) = y>
E@Y)=EY?*) =E(|X - E(X)]*) =Var(X) <oo = ®Y)ecLQP).
Wende nun fiir ¢ > 0 die Markov-Ungleichung an:

(2:2) .mm—Euﬂzsz@WﬂﬂﬁﬁfEggnzvig)

und erhalte damit die Markov-Cebysev-Ungleichung. Die Ungleichung (2.2)
gilt fiir simtliche monoton wachsende Funktionen ® : I — [0, 00) auf einem
Intervall I C R, sodass ®(t) > 0 ist. Fiir die Anwendbarkeit der Methode

braucht man
d(Y) = 0(|X — E(X)|) € LY, P).
Gilt fiir eine ZVe X: E|X?] < 0o V¢ € N, erhalten wir V¢,t > 0:
E(X - E(X)]7)
ta '
— schone Form, da linke Seite unabhéngig von ¢ ist (Optimierungsaspekt)

0 N HW—EWHZQSgﬂmX}?XWX

P(X - E(X)]) > 1) <

Erstes Fazit: Je mehr Informationen {iber eine ZVe vorliegen, desto breiter
das Spektrum an potentiellen Abschéatzungen und Methoden.

Warum spielt der Fall q = 2 eine zentrale Rolle?
Seien X1, ..., X;, unabhéngige ZVen mit endlichen Varianzen. Fir Z = " | X
gilt nach dem Additionssatz (Bienaymé):

Var(Z) = Z Var(X;).
i=1

— Formulierung einer Konzentrationsungleichung fiir gemittelte ZVen mit

Hilfe von Ungleichung (2.2):
< Var(Z) o2

P(izn:(Xi—E(Xi))’>t> :P<
=2z 2.

1=1
wobei 0% := 1 3™ | Var(X;) die gemittelte Varianz ist.

Z(Xi—E(XZ-))‘ >t-n>

=1

8



Bemerkung: In dieser Vorlesung spielt die Eigenschaft der Identischen Ver-
teilung eine weniger zentrale Rolle als die Unabhéangigkeit, da uns nicht der
explizite Wert des Limes interessiert, sondern gute Abschétzungen fiir end-
liches n (bzw. die Konvergenzordnung). Natiirlich vereinfachen sich viele
Aussagen, falls die ZVen identisch verteilt sind.

2.2. Cramér-Chernoff-Methode.

Idee: Wihle statt ®(t) = 2 nun ®(t) = e fiir A > 0.
Analog zu (2.2) mit ®(y) = e nach Anwendung der Markov-Ungleichung:

E (e)\X) ‘

(2.4) P(X>1)=P (e)‘X > e)‘t> <=5

— Schranke mit exponentiellem Abfall gewonnen.
Studiere nun die Schranken genauer. Die folgende Abbildung

F:R—[0,00], M(\) := E (e)‘X>

nennen wir die momentenerzeugenden Funktion von X (kurz: MEF von X).
Sie ist gegebenenfalls unendlich. Betrachte Z = """ | X; mit unabhéngigen
ZVen X, ..., X,,. Fiir die MEF von Z gilt dann

E <e>‘ Z?:1(Xi—E(Xi))> — ﬁE (e)‘(Xi_E(Xi))) ,
i=1

wegen der Unabhéngigkeit der X, ..., X,,. Sind (X; — E(X;)) zusétzlich iden-
tisch verteilt mit MEF My ()), so gilt mit (2.4):

n e/\tn eAtn

Vorgehensweise bisher:

- Gewinne Klassen von Ungleichungen fiir verschiedene A

- Schranke iiber den Parameter A optimieren (Minimierungsaufgabe)

- Losen der Optimierungsaufgabe liefert eine (hoffentlich) gute Ab-
schatzung

Bemerkungen:
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(a) Im Allg. liefern polynomielle Transformationen ®(t) = t¢ aus (2.3)
At

bessere Schranken als exponentielle Transformationen ®(t) = e** aus
(2.4). D.h.: fiir beliebige t > 0 und ZVe X > 0:
E(X1 E(e*X
inf M < inf M.
>0 4 A>0 e
Beweisidee: Taylorentwicklung der Exponentialfunktion (Ubung).
(b) Wir interessieren uns fiir die Wahrscheinlichkeit der Abweichungen
vom Mittelwert mit folgender Bauart:
P(|Z-E(Z)>t)=P(Z—-FE(Z)>t)+ P(Z—-E(Z) < —t) firt>0.

Wegen (b) geniigt es 0.B.d.A. die zentrierte Version der ZVe Z := (Z — E(Z))
zu betrachten und Abschétzungen fiir P (\Z | > t) herzuleiten.

s> PO1Z1%,4) = P( 12 -R2l> ¢

Die kumulantenerzeugenden Funktion und die Cramér-Transformierte

Sei Z ZVe mit MEF Mz()), d.h. (dquivalent zu (2.4)):
(2.4*) P(Z > t) < e—)\tM(/\) _ e—)\t-‘rln(M()\)).

Fasse die obere Schranke als Klasse von Funktionen auf, um sie dann zu
minimieren. Dazu definieren wir die kumulantenerzeugende Funktion 1)z (\)
(kurz: KEF):

¥z(A) = (M (X)) = In(E()).
Mo murke dopr 2V Xt B, E OO ROC)
VV‘)’( M"V"l’“ ) 0\‘0 SO‘QU‘L( Mo,m E[X”

OOQQ/F \/ku U Qm‘l‘efv h(M\}\IM‘“

\Jortam L \

simdl \KOK%I— I SM:& \m‘cuw? \J(} b O
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Betrachte dazu die sogenannte Cramér-Transformierte:
Yy (t) :==sup (At — z(A)) fir A > 0.
A>0

Bedeutung der Cramér-Transformierte:

Minimiere die Schranke von (2.4*) tiber A und betrachte nur noch den Ex-

ponenten. Beachte: Vorzeichenwechsel liefert Maximierungsproblem:

P(Z > 1) < inf e~ (M-IMO)) _ v,
7 T x>0

Untersuche nun den Definitions- und Wertebereich der Cramér-Trafo 7.
Zunéchst bemerkt man eine Eigenschaft der KEF fiir beliebige ZVen Z:

¥7(0) = In(1) = 0.

Dieser Zusammenhang ist niitzlich fiir Randwertuntersuchungen. Auf die

Cramér-Trafo iibertragt sich dies, wenn man fiir A = 0 setzt, wie folgt:
W5(t) = sup (M — $2(A)) > 0~ 0 =0,
A>0

Insbesondere wissen wir nun, dass der Wertebereich von 17, nichtnegativ ist.

Warum betrachten wir nicht A € R, sondern nur A > 0 im Supremum?
Falls fiir die ZV Z € L! gilt, so gilt nach der Jensen-Ungleichung

6)\E(Z) < E(e)\Z) _ M()\),

wobei der letzte Ausdruck auch unendlich sein kénnte. Logarithmieren dieser
Ungleichung ergibt

A-B(Z) < (M) = vz ().
Betrachte A < 0 und ¢ > F(Z) und schéitze die linke Seite ab
NEZ)>X-t
Insgesamt folgt aus beiden Ungleichungen fiir A < 0 und ¢ > E(Z):
At—1z(A) <0

Die Annahme ¢t > E(Z) lasst sich allgemein dadurch motivieren, dass wir
zentrierte ZVe Z mit E(Z) = 0 betrachten wollen.

Fazit: Obige Randbetrachtung fiir A = 0 das liefert, dass das Supremum
iiber A nicht im negativen Bereich angenommen wird, d.h.

(2.5) Wz(t) == sup (At —1pz(N)) = sup (At = ¥z(X)) = z(t) fir t > E(Z).

2 VL> A P<—2+ R2)<A)
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Falls

Wir nennen die Funktion 7 in (2.5) die Fenchel-Legendre-Transformierte
oder auch Fenchel-Legendre-Duale von 7.

Nicht jedes ¢ > 0 liefert brauchbare Chernoff-Schranken. Falls ¢%(t) = 0
ist, ergibt sich eine triviale Schranke e=%z(*) = 1. In welchen Féllen tritt dies
noch ein?

Einerseits ist der Fall ¢z (\) = oo fiir A > 0 problematisch. Dann folgt

P7(t) = sup (At —9pz(A)) = 0.
A>0
Andererseits ist der Fall ¢ < E(Z) problematisch wegen

M <AE(Z) < dz(\)  fiir A>0
= M—1%z(A) <0und =0 fir A\ =0.

Um diese Situation zu vermeiden, nehmen wir in diesem Kapitel an, dass ein
Ao > 0 existiert, sodass (e)‘oz ) < oo gilt. Mit der Hélder-Ungleichung lasst
sich zeigen, dass dann auch das exponentielle Moment fiir A < A\g existiert
(Ubung). Es gilt dann also:

fiir alle A € [0, A\g] : E(e*?) < oo.

Setze dazu die Zahl b := sup{\ > 0| E(e*?) < oo} € [0,00]. Da die Vor-
aussetzung E(e*) < oo fiir A = 0 immer erfiillt ist, geniigt es auch hier
statt A € R nur den Bereich A > 0 zu untersuchen. In den meisten Féllen ist
b € {0,00}. Dagegen ist fiir exponentialverteilte ZVen der Wert b gerade der
Parameter der Exponentialverteilung.

Eigenschaften der kumulantenerzeugenden Funktion
Folgende Eigenschaften werden sich fiir Optimierungsaufgaben als niitzlich
erweisen:
a) 1 = 1z ist konvex auf I := (0,b) (auch giiltig, falls b = 0o )
6 1 ist strikt konvex auf I, falls Z nicht fast sicher konstant
(c) ¥:I—RistC®
Fiir zentrierte Zufallsvariablen Z gilt dariiber hinaus:
(d) ¥z : [0,b) — Rist C'. Beachte: 0 ist zusdtzlich im Definitionsbereich.
w'Z(O) = 0 (zusiitzlich zu £(0) = 0)
(f) Es geniigt die Cramér-Trafo auf dem Intervall I zu bestimmen:

P7(t) = sup (M — ¢z(A)) = sup (M — ¢pz(X))

-c &S > UM -E et - o

¢ Nz L (N =% ¢ l > Ne st Kemvex

o\\;kr /w‘c,(\}t S\xﬂﬂl&(‘
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= (?:) =0 2 2 T ot

2 . J‘( -Xyﬂﬂ H:‘COLJ)%HZ
: Oﬂ% 3 ( | Woldded )

M ) = E (")
(am S \aﬂ) "({CO) = E(%\ =0
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Bestimmung des Supremums mittels der Ableitung
Ansatz:

- 1)y ist C!' — mittels Ableitung stationire Punkte berechnen
- strikte Konvexitét liefert Eindeutigkeit des Optimums auf I

d ,
0=\t =) =t=¢'(N)
& t=9'(N)

Sei A¢ eine Losung dieser Gleichung. Falls man den trivialen Fall einer fast

sicher konstanten Zufallsvariable ausschliefst, ist v strikt konvex.
= )\ ist eindeutig. L - N
! 5 q‘ L= (o\}ﬂ > (OlB> \XO‘&OM

Definition: Sei B := 9/, (b). Dann ist ¢, : I — (0, B) wegen strikter Mo-

notonie bijektiv mit strikt monotoner Inversen (%)~
Daher gilt fiir alle ¢ € (0, B) : A\ = (%)~ (¢).

Diese Formel kénnen wir nun nutzen, um fiir konkrete Verteilungen die

Cramér-Trafo auszurechnen.
Cramér-Transformierte verschiedener Verteilungsklassen

(a) Cramér-Transformierte fiir zentrierte Normalverteilungen:

Sei Z ~ N(0,0?) mit Varianz o?. Beachte, dass wir Zentriertheit

brauchen.
2 2

zunéchst berechne MEF: M () = e (Ubung)
. . _ A\2p2
MEF ergibt sofort die KEF 1z()\) = 25~.
- erste Ableitung ist 1/, (\) = Ao?
obige Formel ergibt A, = (¢/)7*(t) = % als Lésung der Optimie-

rungsaufgabe

V't > 0 besitzt die Cramér-Trafo also die folgende Gestalt

Yy (t) = Mt — Yz(N\y)
2 2

T o2 2071
.2

202"
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]//“/\/?f Yawa
L
z
Das liefert die Chernoff-Schranke fiir V¢ > 0: P(Z > t) < e 307

Wie gut ist diese Schranke? Kann man sie noch verbessern? Zur Beantwor-
tung dieser Fragen formuliere die Chernoff-Abschétzung um

+2

P(Z>t)-e2? <1.
Diese Abschétzung lésst sich aber verbessern.
2

Fiir alle ¢t > 0 gilt P(Z > 1) - e3o? < 5 (Ubung).

[

— globale Vorfaktor % wird verschenkt, Gréfsenordnung passt zumindest.
Zudem kann man zeigen, dass letztere Abschéitzung scharf ist:

sup (P(Z >1)- 620%) _1 (ebenfalls Ubung).

t>0 2

Unter Normalitdt sind Gewinnungen von Abschatzungen mittels anderer
Techniken noch einfach, wodurch wir einen Vergleich zwischen ihnen und
der Chernoff-Methode erhalten. In anderen Fillen ist dies nicht mehr so ein-
fach moglich.

(b) Cramér-Transformierte fiir zentrierte Poisson-Verteilungen:

Sei Y ~ Poi(v) fir ein
v > 0. Nach Definition der Poisson-Verteilung gilt

vk

VkeNy: P(Y =k)= -

= E(Y) = v. Wir arbeiten mit zentrierten ZVen und definieren daher
Z:=Y — E(Y) mit E(Z) = 0. Berechne im ersten Schritt die MEF:

—Av vk —v
Mz(\) = E(e*) =™ Z (eAk-k!>'e
keNg

A\ K
— 6—)\11—1/ § : (1/6 ) _ 6—()\—1—1)1/.61/6)‘

B
keNp

Logarithmieren liefert fiir A > 0 die KEF 1z. Berechne auferdem ¢,

ZDZ(A):V(e’\—)\—l),w’Z(/\):u<e’\—1>.

15
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Ansatz: t = 1)7,(\), um A als Lésung des Optimierungsproblems herzuleiten:

tzy<e’\t—1>

t
& e)‘t:——i—l
v

t
14

Der optimierende Parameter A; liefert nun die Gestalt der Cramér-Trafo:

Yz (t) =t — Pz(Ae)
:tln(t—i-l) —V(t—l—l—ln(t—i-l) —1)
v v v
t
=({t+v)-In (+1> —t
v
o)
v
wobei wir fir x > —1 die Funktion h einfiithren:

hz)=1+z)-In(1+2x)—=x.

Die ZVe —Z ist ebenfalls zentriert und analog folgt:

t
VvE,(t)=v-h (—V) , sofern t < v gilt.

16



