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Dieses Skript ist aus einer vierstündigen Vorlesung entstanden, dass ich
2017/2018 an der TU Dortmund hielt. Es orientierte sich im Wesentlichen
an dem Buch: Concentration Inequalities: A Nonasymptotic Theory of Inde-
pendence von Stéphane Boucheron, Gábor Lugosi und Pascal Massart.

Herr Malcherczyk war einer der Hörer und hat im Anschluss ein sehr
detailliert ausgearbeitete Skript erstellt. Der vorliegende Text stellt einer
leichte Bearbeitung meinerseits dar.

Dortmund, März 2021 Ivan Veselić

Die Stoffauswahl steht noch nicht endgültig im Detail fest, das angezeig-
te Inhaltsverzeichnis soll Ihnen aber schon einen Einblick in den Stoff der
Vorlesung bieten.

Inhaltsverzeichnis

1. Motivation 1
2. Grundlegende Ungleichungen 4
2.1. Markov-Ungleichung und Co. 4
2.2. Cramér-Chernoff-Methode 6
2.3. Sub-Gaußsche Zufallsvariablen 14
2.4. Sub-Gamma-Zufallsvariablen 20
2.5. Eine Maximal-Ungleichung 21
2.6. Hoeffding-Ungleichung 25
2.7. Bennett-Ungleichung 26
2.8. Bernstein-Ungleichung 27
2.9. Johnson-Lindenstrauss-Lemma 30
2.10. Assoziations- und Korrelationsungleichungen∗ 33
2.11. Minkowski-Ungleichung∗ 37
3. Schranken an die Varianz 39
3.1. Efron-Stein-Ungleichung 39
3.2. Funktionen mit beschränkter Differenz 43
3.3. Selbstbeschränkende Funktionen 46
3.4. Anwendungen: VC-Dimension und Perkolationen 50
3.5. Eine konvexe Poincaré-Ungleichung 54
3.6. Anwendung der Efron-Stein-Ungleichung auf Tail-Events 55



3.7. Gaußsche Poincaré-Ungleichung 61
3.8. Alternativer Beweis für die ES-Ungleichung 62
4. Entropie 63
4.1. Shannon-Entropie und relative Entropie 63
4.2. Entropie von Produkten und Kettenregel 65
4.3. Han-Ungleichung 66
4.4. Isoperimetrische Ungleichung auf BHC 67
4.5. Kombinatorische Entropien 71
4.6. Han-Ungleichung für relative Entropien 73
4.7. Sub-Additivität der Entropie 75
4.8. Entropie für allgemeine Zufallsvariablen 78
4.9. Dualität und Variationsformel 80
4.10. Transportkosten-Abschätzung 83
4.11. Pinsker-Ungleichung 83
4.12. Birgé-Ungleichung 83
4.13. Subadditivität der Entropie für allgemeine Zufallsvariablen 83
4.14. Brunn-Minkowski-Ungleichung 83
5. Logarithmische Sobolev-Ungleichung (LSU) 83
5.1. LSU für symmetrische Bernoulli-Verteilungen 84
5.2. Herbst-Argument 86
5.3. Gaußsche LSU 88
5.4. TSI-Konzentrationsungleichungen für Gauß-Zufallsvariablen 88
5.5. Konzentrationsungleichung für Suprema von Gauß-Prozessen 88
5.6. Zufällige Gaußsche Projektionen 88
5.7. Hyperkontraktivität 88
6. (evtl.) Ausblick 89
Literatur 90





1. Motivation

Zunächst sollen klassische Situationen als motivierendes Fundament vorge-
stellt werden, in denen man Konzentrationsungleichungen begegnen kann.

(A) Gesetz der großen Zahlen:
Für unabhängig, identisch verteilte Zufallsvariablen X1, ..., Xn in L1(Ω, P ),
äquivalent durch E|X1| <∞ ausgedruckt, gilt das Gesetz der großen Zahlen:

1

n

n∑
i=1

Xi −−−→
n→∞

E(X1).(1.1)

Eine andere nützliche Formulierung ist folgende

1

n

n∑
i=1

(
Xi − E(Xi)

)
−−−→
n→∞

0.

Letztere Schreibweise kann vor allem in Fällen nützlich sein, in denen wir kei-
ne identisch verteilten Zufallsvariablen vorliegen haben. Man beachte aber,
dass in solchen Fällen nicht allgemein die Konvergenz (1.1) gelten muss.
Bisher haben wir offen gelassen, welche Art von Konvergenz hier vorliegt.
Typischerweise formuliert man das Gesetz der großen Zahlen z.B. in

• fast sicherer Konvergenz (starkes Gesetz der großen Zahlen),
• stochastischer Konvergenz (schwaches Gesetz der großen Zahlen),
• der L2-Norm.

Ein wichtiger Aspekt bei der Anwendung von Grenzwertsätzen in der Sto-
chastik ist die Konvergenzgeschwindigkeit. Typischerweise fragt man sich,
wie groß der Approximationsfehler für endliche n ist. Solche nicht asympto-
tische Fragestellungen sind in der Anwendung wichtig, um die Güte einer Ap-
proximation für den Erwartungswert von echten gegebenen Daten x1, ..., xn

abzuschätzen.
Dabei werden Abschätzungen der folgenden Bauart angestrebt:∥∥∥∥∥ 1

n

n∑
i=1

(
Xi − E(Xi)

)∥∥∥∥∥ ≤ f(n, PX1),

wobei f(n, PX1) eine obere Schranke ist, die von dem Stichprobenumfang n
und von der Verteilung PX1 selbst abhängt. Wünschenswert wäre es, wenn
f(n, PX1) wenige Informationen über die Verteilung benötigte, um möglichst
allgemeine Aussagen zu erhalten. In der L2-Norm für unabhängige, aber nicht
notwendigerweise identisch verteilte, quadrat-integrierbare Zufallsvariablen
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können wir folgende Abschätzung angeben∥∥∥∥∥ 1

n

n∑
i=1

(
Xi − E(Xi)

)∥∥∥∥∥
L2(P )

≤
max
i=1,...,n

{σi}
√
n

.

Dabei sind σi die Standardabweichungen der ZVen Xi für i = 1, ..., n.
Die hier vorliegende Abschätzung bildet im Fall von identisch verteilten Zu-
fallsvariablen sogar Gleichheit.
In Abschnitt 2 wird u.a. die Frage untersucht, welche Schranken sich durch
Verwendung von höheren Momenten finden lassen.

(B) Rekonstruktion von Verteilungen in statistischer Lerntheorie
Wir betrachten den Datensatz x1, ..., xn ∈ R als Realisationen von unabhän-
gig, identisch verteilten ZVenX1, ..., Xn mit unbekannter Verteilung PX = µ.
Frage: Wie lässt sich aus geg. Daten die wahre Verteilung rekonstruieren?
Wir verwenden das sogenannte empirische Maß

µn = µx1,...,xnn =
1

n

n∑
i=1

δxi

mit δxi als das Punktmaß in xi. Das liefert eine intuitive Möglichkeit für ei-
ne Schätzung von µ. Die empirische Verteilungsfunktion aus den Datensatz
x1, ..., xn ist dabei zum empirischen Maß assoziiert.
Auch hier stellt man sich die Frage nach der Güte der Approximation von µn
zu µ. In welchem Sinne können wir hier überhaupt eine Konvergenz formulie-
ren? Ein elementarer Ansatz ist durch den Fundamentalsatz der Statistik von
Glivenko-Cantelli gegeben, durch den die Konvergenz der empirischen Vertei-
lungsfunktion gegen die wahren Verteilungsfunktion in der Supremumsnorm
geliefert wird.
Auf Ebene der Maßtheorie liegt eine schwache Konvergenz des empirischen
Maßes gegen das wahre Wahrscheinlichkeitsmaß für Mengen der Bauart

A = (−∞, x] für x ∈ R

vor. Lässt sich die schwache Konvergenz für andere Klassen von Mengen for-
mulieren? Diese Frage wird in einem Exkurs zur statistischen Lerntheorie in
Abschnitt 3 untersucht.

(C) Irrfahrten auf Z2
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Wir betrachten unabhängig, identisch verteilte ZVen der Form

X1, ..., Xn : Ω→

{(
1

0

)(
0

1

)(
−1

0

)(
0

−1

)}
.

Die Werte der ZVen beschreiben dabei Bewegungsrichtungen im Z2-Gitter.
Die Wahrscheinlichkeit für alle Richtungen soll 1

4 betragen. Nun summieren
wir die ersten n Bewegungsschritte auf und erhalten eine neue ZVe

Zn :=
n∑
i=1

Xn.

Sie beschreibt für verschiedene i = 1, ..., n einen Pfad auf Z2. (Hier evtl. noch
eine Abbildung einfügen.) Man nennt solche Prozesse Irrfahrten.
Wir fragen uns in diesem Kontext beispielsweise, wie sich der euklidische Ab-
stand ‖Zn‖ im Verlauf eines Pfades typischeweise verhält. Es kann z.B. nach
einer oberen Schranke für max

i=1,...,n
‖Zi‖ gefragt werden. Eine sehr einfache

Antwort wäre

max
i=1,...,n

‖Zi‖ ≤ n,

da jeder Schritt maximal Länge 1 hat. Das ist allerdings eine grobe Ab-
schätzung. Mit dem Zentralen Grenzwertsatz können wir oft Aussagen der
folgenden Bauart

max
i=1,...,n

‖Zi‖ ≤ C ·
√
n

gewinnen. Die Frage, wann solche Abschätzungen gelten und wovon die Kon-
stante C abhängt, bleibt noch offen. Unklar bleibt auch, wie die Verteilungen
PXi in die Abschätzung eingehen.

Optional (D) Brownsche Bewegung
Hier interssierun wir uns für Suprema von stochastischen Prozessen. Ein
prominentes Beispiel dafür ist die Brownsche Bewegung mit Zeithorizont T

B : Ω× [0, T ]→ R.

Mit einer funktionalen Version des zentralen Grenzwertsatzes gilt:

Irrfahrt −−−−−→
Donsker

Brownsche Bewegung
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t 7→ Bω(t) ist f.s. nicht differenzierbare Trajektorie.
Ferner: Für jede Zeit t > 0 gilt sup

ω∈Ω
‖Bt(ω)‖ =∞. Aber es gilt wiederum:

sup
t∈[0,T ]

‖Bt‖ ≤ C
√
T , C > 0.

Ziel: Präzisiere die Konstante C und die Wahrscheinlichkeit!

2. Grundlegende Ungleichungen

In diesem Kapitel wollen wir erste Beispiele von Konzentrationsungleichun-
gen kennenlernen.

2.1. Markov-Ungleichung und Co.
Sei X R-wertige ZVe auf Wahrscheinlichkeitsraum (Ω, P ) mit endlichem
Erwartungswert E(X). Um wie viel weicht X von seinem Erwartungswert
E(X) ab? Wir wollen obere Schranken für t > 0 der folgenden Form finden:

P (X − E(X) ≥ t) ≤ ...

P (X − E(X) ≤ −t) ≤ ...

einfachste Antwort: Markov-Ungleichung
Sei Y ≥ 0 eine ZVe mit E(Y ) <∞. Dann gilt für alle t ≥ 0:

Y · 1{Y≥t} ≥ t · 1{Y≥t} auf Ω

Integration liefert:

E
(
Y · 1{Y≥t}

)
≥ t · E

(
1{Y≥t}

)
= t · P (Y ≥ t).

Weitere Abschätzung der linken Seite:

E
(
Y · 1{Y≥t}

)
≤ E(Y ).

Zusammenfassend: Für jede ZVe Y : Ω→ [0,∞) in L1(Ω, P ) gilt nach obigen
Ausführungen für t > 0 die Markov-Ungleichung:

P (Y ≥ t) ≤ 1

t
E
(
Y · 1{Y≥t}

)
≤ E(Y ).(2.1)

Setze Y = |E(X)−X|. Das liefert eine erste Antwort:

P (X − E(X) ≥ t) + P (X − E(X) ≤ −t) = P (Y ≥ t) ≤ E(Y )

t
=
E(|X − E(X)|)

t
.

Frage: Gibt es eine bessere Wahl von Y in (2.1)?

Hat X z.B. eine endliche Varianz Var(X), so gilt für Φ(Y ) mit Φ(y) = y2

E(Φ(Y )) = E(Y 2) = E(|X − E(X)|2) = Var(X) <∞ ⇒ Φ(Y ) ∈ L1(Ω, P ).
4



Wende nun für t ≥ 0 die Markov-Ungleichung an:

P (|X − E(X)| ≥ t) = P (Φ(Y ) ≥ Φ(t)) ≤ E(Φ(Y ))

Φ(t)
=
V ar(X)

t2
(2.2)

und erhalte damit die Markov-Tschebyscheff-Ungleichung. Die Ungleichung
(2.2) gilt für sämtliche monoton wachsende Funktionen Φ : I → [0,∞) auf
einem Intervall I ⊂ R, sodass Φ(t) > 0 ist. Für die Anwendbarkeit der
Methode braucht man

Φ(Y ) = Φ(|X − E(X)|) ∈ L1(Ω, P ).

Gilt für eine ZVe X: E|Xq| <∞ ∀ q ∈ N, erhalten wir ∀ q, t ≥ 0:

P (|X − E(X)|) ≥ t) ≤ E(|X − E(X)|q)
tq

.

→ schöne Form, da linke Seite unabhängig von q ist (Optimierungsaspekt)

⇒ P (|X − E(X)|) ≥ t) ≤ inf
q>0

E(|X − E(X)|q)
tq

.(2.3)

Erstes Fazit: Je mehr Informationen über eine ZVe vorliegen, desto breiter
das Spektrum an potentiellen Abschätzungen und Methoden.

Warum spielt der Fall q = 2 eine zentrale Rolle?
SeienX1, ..., Xn unabhängige ZVen mit endlichen Varianzen. Für Z =

∑n
i=1Xi

gilt nach dem Additionssatz (Bienaymé):

Var(Z) =

n∑
i=1

Var(Xi).

→ Formulierung einer Konzentrationsungleichung für gemittelte ZVen mit
Hilfe von Ungleichung (2.2):

P

(∣∣∣∣ 1n
n∑
i=1

(Xi − E(Xi))

∣∣∣∣ > t

)
= P

(∣∣∣∣ n∑
i=1

(Xi − E(Xi))

∣∣∣∣ > t · n

)

≤ Var(Z)

t2 · n2
=

σ2

t2 · n
,

wobei σ2 := 1
n

∑n
i=1 Var(Xi) die gemittelte Varianz ist.

Bemerkung: In dieser Vorlesung spielt die Eigenschaft der Identischen Ver-
teilung eine weniger zentrale Rolle als die Unabhängigkeit, da uns nicht der
Wert des Limes interessiert, sondern gute Abschätzungen für endliches n
(bzw. die Konvergenzordnung). Natürlich vereinfachen sich viele Aussagen,
falls die ZVen identisch verteilt sind.
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2.2. Cramér-Chernoff-Methode.
Die Methoden dieses Kapitels werden in den nachfolgenden Kapitel 2.3 - 2.9
benötigt. Zusammenhänge zur Entropie werden in Kapitel 4.9 dargestellt. In
Kapitel 5.2, 5.4, 5.5 taucht sie ebenso auf.

Idee: Wähle statt Φ(t) = t2 nun Φ(t) = eλt für λ > 0.
Analog zu (2.2) mit Φ(y) = eλy nach Anwendung der Markov-Ungleichung:

P (X ≥ t) = P
(
eλX ≥ eλt

)
≤
E
(
eλX

)
eλt

.(2.4)

→ Schranke mit exponentiellem Abfall gewonnen.
Studiere nun die Schranken genauer. Die folgende Abbildung

F : R→ [0,∞], M(λ) := E
(
eλX

)
nennen wir die momentenerzeugenden Funktion von X (kurz: MEF von X).
Sie ist gegebenenfalls unendlich. Betrachte Z =

∑n
i=1Xi mit unabhängigen

ZVen X1, ..., Xn. Für die MEF von Z gilt dann

E
(
eλ
∑n
i=1(Xi−E(Xi))

)
=

n∏
i=1

E
(
eλ(Xi−E(Xi))

)
,

wegen der Unabhängigkeit derX1, ..., Xn. Sind (Xi − E(Xi)) zusätzlich iden-
tisch verteilt mit MEF FX(λ), so gilt mit (2.4):

P

(
1

n
(Z − E(Z)) ≥ t

)
≤
∏n
i=1 FX(λ)

eλtn
=

(FX(λ))n

eλtn
.

Vorgehensweise bisher:

- Gewinne Klassen von Ungleichungen für verschiedene λ
- Schranke über den Parameter λ optimieren (Minimierungsaufgabe)
- Lösen der Optimierungsaufgabe liefert eine (hoffentlich) gute Ab-
schätzung

Bemerkungen:

(a) Im Allg. liefern polynomielle Transformationen Φ(t) = tq aus (2.3)
bessere Schranken als exponentielle Transformationen Φ(t) = eλt aus
(2.4). D.h.: für beliebige t > 0 und ZVe X ≥ 0:

inf
q>0

E(Xq)

tq
≤ inf

λ>0

E(eλX)

eλt
.

Beweisidee: Taylorentwicklung der Exponentialfunktion (Übung).
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(b) Wir interessieren uns für die Wahrscheinlichkeit der Abweichungen
vom Mittelwert mit folgender Bauart:

P (|Z − E(Z)| ≥ t) = P (Z − E(Z) ≥ t) + P (Z − E(Z) ≤ −t) für t > 0.

Wegen (b) genügt es o.B.d.A. die zentrierte Version der ZVe Z̃ := (Z−E(Z))

zu betrachten und Abschätzungen für P
(
|Z̃| ≥ t

)
herzuleiten.

Die kumulantenerzeugenden Funktion und die Cramér-Transformierte

Sei Z ZVe mit MEF MZ(λ), d.h. (äquivalent zu (2.4)):

P (Z ≥ t) ≤ e−λtM(λ) = e−λt+ln(M(λ)).(2.4?)

Fasse die obere Schranke als Klasse von Funktionen auf, um sie dann zu
minimieren. Dazu definieren wir die kumulantenerzeugende Funktion ψZ(λ)

(kurz: KEF):

ψZ(λ) := ln(M(λ)) = ln(E(eλZ)).

Betrachte dazu die sogenannte Cramér-Transformierte:

ψ∗Z(t) := sup
λ≥0

(λt− ψZ(λ)) für λ ≥ 0.

Bedeutung der Cramér-Transformierte:
Minimiere die Schranke von (2.4?) über λ und betrachte nur noch den Ex-
ponenten. Beachte: Vorzeichenwechsel liefert Maximierungsproblem:

P (Z ≥ t) ≤ inf
λ≥0

e−
(
λt−ln(M(λ))

)
= e−ψ

∗
Z(λ).

Untersuche nun den Definitions- und Wertebereich der Cramér-Trafo ψ∗Z .

Zunächst bemerkt man eine Eigenschaft der KEF für beliebige ZVen Z:

ψZ(0) = ln(1) = 0.

Dieser Zusammenhang ist nützlich für Randwertuntersuchungen. Auf die
Cramér-Trafo überträgt sich dies, wenn man für λ = 0 setzt, wie folgt:

ψ∗Z(t) = sup
λ≥0

(λt− ψZ(λ)) ≥ 0− 0 = 0.

Insbesondere wissen wir nun, dass der Wertebereich von ψ∗Z nichtnegativ ist.

Warum betrachten wir nicht λ ∈ R, sondern nur λ ≥ 0 im Supremum?
Falls für die ZV Z ∈ L1 gilt, so gilt nach der Jensen-Ungleichung

eλE(Z) ≤ E(eλZ) = M(λ),
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wobei der letzte Ausdruck auch unendlich sein könnte. Logarithmieren dieser
Ungleichung ergibt

λ · E(Z) ≤ ln(M(λ)) = ψZ(λ).

Betrachte λ < 0 und t ≥ E(Z) und schätze die linke Seite ab

λ · E(Z) ≥ λ · t

Insgesamt folgt aus beiden Ungleichungen für λ < 0 und t ≥ E(Z):

λ · t− ψZ(λ) ≤ 0

Die Annahme t ≥ E(Z) lässt sich allgemein dadurch motivieren, dass wir
zentrierte ZVe Z mit E(Z) = 0 betrachten wollen.

Fazit: Obige Randbetrachtung für λ = 0 das liefert, dass das Supremum
über λ nicht im negativen Bereich angenommen wird, d.h.

ψ̃Z(t) := sup
λ∈R

(λt− ψZ(λ)) = sup
λ≥0

(λt− ψZ(λ)) = ψ∗Z(t) für t ≥ E(Z).(2.5)

Wir nennen die Funktion ψ̃Z in (2.5) die Fenchel-Legendre-Transformierte
oder auch Fenchel-Legendre-Duale von ψZ .

Nicht jedes t ≥ 0 liefert brauchbare Chernoff-Schranken. Falls ψ∗Z(t) = 0

ist, ergibt sich eine triviale Schranke e−ψ∗Z(t) = 1. In welchen Fällen tritt dies
noch ein?
Einerseits ist der Fall ψZ(λ) ≡ ∞ für λ > 0 problematisch. Dann folgt

ψ∗Z(t) = sup
λ≥0

(λt− ψZ(λ)) = 0.

Andererseits ist der Fall t ≤ E(Z) problematisch wegen

λt ≤ λE(Z) ≤ ψZ(λ) für λ ≥ 0

⇒ λt− ψZ(λ) ≤ 0 und = 0 für λ = 0.

Um diese Situation zu vermeiden, nehmen wir in diesem Kapitel an, dass ein
λ0 > 0 existiert, sodass E

(
eλ0Z

)
<∞ gilt. Mit der Hölder-Ungleichung lässt

sich zeigen, dass dann auch das exponentielle Moment für λ ≤ λ0 existiert
(Übung). Es gilt dann also:

für alle λ ∈ [0, λ0] : E(eλZ) <∞.

Setze dazu die Zahl b := sup{λ ≥ 0 | E(eλZ) <∞} ∈ [0,∞]. Da die Vor-
aussetzung E(eλZ) < ∞ für λ = 0 immer erfüllt ist, genügt es auch hier
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statt λ ∈ R nur den Bereich λ ≥ 0 zu untersuchen. In den meisten Fällen ist
b ∈ {0,∞}. Dagegen ist für exponentialverteilte ZVen der Wert b gerade der
Parameter der Exponentialverteilung.

Eigenschaften der kumulantenerzeugenden Funktion
Folgende Eigenschaften werden sich für Optimierungsaufgaben als nützlich
erweisen:

(a) ψ = ψZ ist konvex auf I := (0, b) (auch gültig, falls b =∞ )
(b) ψ ist strikt konvex auf I, falls Z nicht fast sicher konstant
(c) ψ : I → R ist C∞

Für zentrierte Zufallsvariablen Z gilt darüber hinaus:

(d) ψZ : [0, b)→ R ist C1. Beachte: 0 ist zusätzlich im Definitionsbereich.
(e) ψZ(0) = 0 und ψ′Z(0) = 0

(f) Es genügt die Cramér-Trafo auf dem Intervall I zu bestimmen:

ψ∗Z(t) = sup
λ≥0

(λt− ψZ(λ)) = sup
λ∈I

(λt− ψZ(λ))

Die Beweise von (a) - (f) werden als Übungsaufgaben gestellt.

Bestimmung des Supremums mittels der Ableitung
Ansatz:

- ψZ ist C1 → mittels Ableitung stationäre Punkte berechnen
- strikte Konvexität liefert Eindeutigkeit des Optimums auf I

0 =
d

dλ
(λt− ψ(λ)) = t− ψ′(λ)

⇔ t = ψ′(λ)

Sei λt eine Lösung dieser Gleichung. Falls man den trivialen Fall einer fast
sicher konstanten Zufallsvariable ausschließt, ist ψ strikt konvex.
⇒ λt ist eindeutig.

Definition: Sei B := ψ′Z(b). Dann ist ψ′Z : I → (0, B) wegen strikter Mo-
notonie bijektiv mit strikt monotoner Inversen (ψ′Z)−1.

Daher gilt für alle t ∈ (0, B) : λt = (ψ′Z)−1(t).
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