WiSe 2020/21 Analysis 1 Donnerstag, 04.02.2021

Musterlosung zum 3. Testat

Aufgabe 1
Die Funktion f ist auf ganz R differenzierbar mit erster und zweiter Ableitung
fl(x) = 2ze ™ + (22 = 3)e ™" (—1) = e “(—2* + 22 + 3)
und
f'(z) =e (1) (—2? + 22+ 3) + e %(—22+2) = e %(z? — 4z — 1).
Jedes lokale Extremum « von f erfiillt die notwendige Bedingung
fliz)=0 & 2°-2:-3=0 & (z+1)(z—-3)=0.

Damit sind die Kandidaten fiir lokale Extrema die Stellen 1 = —1 und x5 = 3. Einsetzen
in die zweite Ableitung liefert

(1) =4e>0 und f"(z2) = —4e 3 <0.

Damit liegen an der Stelle 1 = —1 ein lokales Minimum und an der Stelle o = 3 ein
lokales Maximum der Funktion f vor.

Aufgabe 2

Zunéchst setzen wir die Stelle zp = 0 in die Abschitzung aus der Aufgabenstellung ein
und erhalten dadurch

f(0) <0 = f(0)=0.

Division der selben Abschétzung durch |z| # 0 ergibt auflerdem
‘f(xiﬁ) —4‘ <clz| VzeR\{0},

also lim @ = 4. Daraus folgt sofort

z—0

£(0) = lim f@) =10 _ ), 1@

z—0 xz—0 z—=0 X

=4.

Also ist f an der Stelle 2o = 0 differenzierbar mit Ableitung f(0) = 4.
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Aufgabe 3

(a) Wir substituieren zuniichst u := 22 und 16sen dann mit partieller Integration:

VT ™ - T
/ 23 sin(z?) dz = 1/ usin(u) du = 1 <—u cos(u) +/ cos(u) du>
0 2 0 2 0 0 (3 Pkt-)

1 ™ ™ T
= (—ucos(u) . 0) =35

2

+ sin(u)

(b) Wir integrieren zwei mal partiell, um

/ e” cos(x) dx = e” sin(x)
0

Z _ /0 " % sin(x) dz
" (—em cos(z)|” - /07r —e” cos(z) dx) (2 Pkt.)

0

7r—/ e’ cos(x) dz
0 0

= e”sin(z)

0

= e”(sin(x) + cos(x))

zu erhalten. Umstellen der Gleichung liefert dann

i 1
/ e’ cos(x) dr = —e*(sin(z) + cos(z))| = — . (1 Pkt.)
0 2 0 2
Aufgabe 4
Da f als differenzierbare Funktion erst recht stetig ist, impliziert der Mittelwertsatz der
Integralrechnung
b
f(&)(b—a) :/ f(z)dx, firein & € [a, b]. (0.5 Pkt.)
Zuséitzlich liefert der Mittelwertsatz der Differentialrechnung die Existenz einer Stelle
& € (a,b), so dass
b) — f(a
f(;f() = f'(&). (0.5 Pkt.)
—a
Wir multiplizieren die beiden Gleichungen miteinander und erhalten dadurch
f) — fla ’
fe®—a)- =T ey [ pyan (2 Pkt.)

was, nach dem Kiirzen des Ausdrucks b — a, gerade die gewiinschte Gleichung ist.
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Aufgabe 5
(1 Pkt. pro Teilaufgabe.)
(a) f(z):= (x —1)? ist auf [1,4) streng monoton steigend mit f’(1) = 0.
(b) f(x) :=sin(z) ist nicht-konstant, stetig und beschrinkt und erfiillt zudem

/ sin(x) de = — cos(z) T —1-1=0

- -7

(¢) f(z):= /x ist auf [0, 1] stetig und auf (0,1) differenzierbar. AuBlerdem gilt

N s 1
Joy o) = gy = o0

und
1

1
2 2
/\/Ed;r:acg = - < 00.
0 3 0 3
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