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Aufgabe 1: (2+2+2+2+42+2=12 Punkte)

Alle nachfolgenden Aussagen sind falsch. Geben Sie jeweils ein Gegenbeispiel an.
(a) Jede stetige Funktion f: R — R ist in jedem Punkt differenzierbar.
(b) Jede partiell differenzierbare Funktion f : R? — R ist total differenzierbar.

(c) Jede total differenzierbare Funktion f : R? — R mit V f(0) = 0 und positiv semidefi-
niter Hessematrix Hess(0) hat in 0 ein lokales Minimum.

(d) Jeder differenzierbare Weg v : (0,1) — R? hat eine wohldefinierte Lénge L(vy) =
Jo W @) dt € R.

(e) Sei f € C'(R* R) und zy € S' := {z € R? | |z| = 1} sei ein globales Maximum von
f auf S'. Dann gilt V f(zq) = 0.

(f) Jede Lipschitz-stetige Funktion f : [0,1] — R ist differenzierbar.

Aufgabe 2: (4+4=8 Punkte)
Geben Sie (ohne Begriindung) fiir die angegebenen Mengen A C R? jeweils

A, 04, A

an. Geben Sie auferdem (mit einer kurzen Begriindung) an, welche der drei Mengen fiir
das jeweilige A kompakt sind.

(a) A=10,1) x {0}
(b) A= ([07 1) N Q) X (0’ 1)

Aufgabe 3: (4+4=8 Punkte)
Auf R? sind die New-York-Metrik d, und die euklidische Metrik dy wie folgt definiert:
dy(7,y) = |v1 — 3| + |22 — 1o
dy(x,y) = V/]x1 — p[? + |v2 — 2.

Zeigen Sie, dass es Konstanten ¢, C' > 0 gibt mit

cdy(z,y) < di(z,y) < Cdy(z,y)

fiir alle x,y € R2.

Aufgabe 4: (54+5=10 Punkte)
Es sei Q :=[0,1)> C R? und C(Q) der Raum der stetigen Funktionen f : Q — R.
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(a) Fur f,g € C(Q) betrachten wir zwei Abstandsbegriffe:

dr:(f, 9) iz/ / | f(21,22) — g(1, 22)| dzy dag
deo(f,g) = sup |f(z)—g(x)].

z€[0,1]2

Untersuchen Sie fiir fi, f € C(Q), definiert durch fi(x) == 2¥zo und f(z) = 0 fiir alle
x, ob dz1(fk, f) = 0 und ob deo(fi, f) — 0.

(b) Zeigen Sie, dass durch

1 llup = Sup!f( ), fed),

auf C'(€2) eine Norm definiert wird.

Aufgabe 5: (64+6=12 Punkte)
(a) Berechnen Sie fiir

xy + X9 + cosxy + (1 — 1) sinaxy

f($1,$2,$€3,134) = <

Ty — T1T9 + sinxg + (1 — x3) cos :1:4>

die Jakobimatrix Df(1, 1,7, 7). Nach welchen Koordinaten kénnen Sie die Gleichung
f = 0 mit dem Satz iiber implizite Funktionen lokal um den Punkt (1,1, 7, 7) herum
auflosen? Geben Sie alle Moglichkeiten an.

xr, + x3

die Jakobimatrix Dg(0). Kann man lokal um z = 0 den Satz tiber die Umkehrabbil-
dung anwenden? Kann man lokal um x = 0 die Abbildung ¢ invertieren?

(b) Berechnen Sie fiir

Aufgabe 6: (8 Punkte)

Berechnen Sie fur
fzy,x9) = (21 + xf) sin T

die Taylorreihe um 0 bis zu Termen dritter Ordnung (d. h. inklusive kubischer Terme in

Aufgabe T: (4+4+44=12 Punkte)

Bestimmen sie alle lokalen Minima und lokalen Maxima der folgenden Funktionen:

(a) f:R?2 =R, f(x1,22) = (sinzy)(sinay).



(b) f:(0,00) x R =R, f(x1,22) = (logxy)(cosxs).
(¢) f: E—=R, f(x1,22) = z125 flr die Ellipse

E = {(z1,20) | 32% + 513 = 8} .

Aufgabe 8: (4+4=8 Punkte)

Losen Sie die Differentialgleichungen
(a) ¥ =y’z, y(0) =2.

(b) v =y +3e”, y(0) = 2.

Aufgabe 9: (44-3+3=10 Punkte)

(a) Formulieren sie den Existenz- und Eindeutigkeitssatz von Picard-Lindel6f.

(b) Sei f : R™ — R" eine stetige Funktion. Geben Sie eine zu ' = f(y) und y(0) = ¢
aquivalente Integralgleichung an.

(c) Geben Sie die Fixpunktiteration aus dem Beweis von Picard-Lindel6f an.

Aufgabe 10: (64+6=12 Punkte)

Wir betrachten die Matrix A =

S O N

1
2
0

N = O

(a) Bestimmen Sie ein Fundamentalsystem fiir y' = Ay.

(b) Finden Sie die Lésung von

e3® 1
y=Ay+ 1| 0 |, y(0) =11
0 1



