Erste Klausur zur Analysis 2
28. Juli 2020

Aufgabe 1: (8x0,5+4x2=4+8=12 Punkte)

(a) Welche der folgenden Aussagen sind richtig? (ohne Begriindung)
(i) Jede differenzierbare Funktion f : R?\ {0} — R kann stetig auf R? fortgesetzt
werden.

(ii) Jede Lipschitz-stetige Funktion f : R*\ {0} — R kann stetig auf R? fortgesetzt
werden.

(iii) Jede Funktion f : [0,1] — R, die auf (0,1) differenzierbar ist, nimmt auf [0, 1]
ihr Maximum an.

(iv) Fiir jede total differenzierbare Funktion f : R" — R und jedes v € R" ist die
Abbildung g : R — R, t — f(tv) differenzierbar.

(v) Fiir jede partiell differenzierbare Funktion f : R” — R und jedes v € R" ist die
Abbildung g : R — R, t — f(tv) differenzierbar.

(vi) Fiir jede stetige Funktion f :[0,1] x R — R gilt: Fiir jedes x5 € R nimmt die
Funktion g : [0,1] = R, ¢ — f(t, z2) ihr Maximum an.

(vii) Fiir jede stetige Funktion f : [0,1] x R — R gilt: Fiir jedes x; € [0, 1] nimmt
die Funktion g : R — R, ¢ +— f(x1,t) ihr Maximum an.

(viii) Jede stetige Funktion f :[0,1] N Q — R nimmt ihr Maximum an.

(b) Geben Sie zu vier der Aussagen aus (a) ein Gegenbeispiel f an (ohne Beweis).

Aufgabe 2: (5+5=10 Punkte)
Geben Sie (ohne Begriindung) fiir die angegebenen Mengen A C R™ jeweils

A,0A, A, A, A\ A

an. Geben Sie auflerdem (mit einer kurzen Begriindung) an, welche der fiinf Mengen fiir
das jeweilige A kompakt sind.

(a) A=1[0,1] x [0,2)
(b) A=(QnI0,1]) x [0,2]

Aufgabe 3: (4+5=9 Punkte)
Sei A =[0,1]? und C°(A;R) der Raum der stetigen Funktionen auf A mit der Norm

[fllcoay = sup | f(2)].
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(a) Wir betrachten die Funktionen f(z) = xjz9 und g(z) = (1 — x1)(1 — x9) auf A.
Berechnen Sie || f — g|co(a)-

(b) Fiir f € C°(A;R) und k € N sei f;, definiert durch fi,(z) == ¢ f(z) fiir z € A. Zeigen
Sie, dass (fx)r eine Cauchy-Folge in CY(A;R) ist.

Aufgabe 4: (6+6=12 Punkte)

(a) Berechnen Sie fiir

flar, w0, 23) = <($1 + 1) log(z2 + 1))

X3 COSTo + X

die Jakobimatrix Df(0). Nach welchen Koordinaten kénnen Sie die Gleichung f =0
mit dem Satz iiber implizite Funktionen lokal um die 0 auflésen? Geben Sie alle
Moglichkeiten an.

(b) Berechnen Sie fiir

(1 + zo)wy + 23 + 23
g(x1, 29, 3) = To
(]_ —|— [EQ)CCl —|— T3

die Jakobimatrix Dg(0). Kann man lokal um z = 0 den Satz tiber die Umkehrabbil-
dung anwenden? Kann man lokal um z = 0 die Abbildung ¢ invertieren?

Aufgabe 5: (64+2+2=10 Punkte)

(a) Berechnen Sie fiir
f(x1, x9,x3) = (1 + 1) log(zy + 1) cos(z3)

die Taylorreihe um 0 bis zu Termen zweiter Ordnung (d.h. inklusive quadratischen
Termen in ).

(b) Uberpriifen Sie, ob die Abbildung

e’ cos s
¢:R* - R> (s,t) > | elsins
t

eine Immersion ist (die Jakobimatrix von ¢ also iiberall maximalen Rang hat). Ist
#(R?*) =: U eine Untermannigfaltigkeit? (ohne Beweis)
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(c) Uberpriifen Sie, ob die Abbildung

et cos s
Y :R* - R*,  (s,t) — | esin(2s)
t

eine Immersion ist. Ist ¥/(R?) =: V eine Untermannigfaltigkeit? (ohne Beweis)

Aufgabe 6: (3+2+2+3=10 Punkte)

(a) Essei f:RxR" = R" (z,y) — f(z,y). Formulieren Sie die Bedingung fiir: f ist
Lipschitz-stetig in y (so wie im Satz von Picard-Lindelof gefordert).

(b) Geben Sie eine Funktion f : R — R an, die differenzierbar ist, aber nicht global
Lipschitz-stetig.

(c) Geben Sie eine Funktion f : R — R an, die global Lipschitz-stetig ist, aber nicht
differenzierbar.

(d) Beweisen Sie, dass jede stetig differenzierbare Funktion f : R — R lokal Lipschitz-
stetig ist.

Aufgabe T: (5+3+3=11 Punkte)

(a) Formulieren sie den Existenz- und Eindeutigkeitssatz von Picard-Lindel6f.

(b) Sei f : R™ — R" eine stetige Funktion. Geben Sie eine zu ' = f(y) und y(0) = ¢
daquivalente Integralgleichung an.

(c) Geben Sie die Fixpunktiteration aus dem Beweis von Picard-Lindel6f an.

Aufgabe 8: (7 Punkte)
Lésen Sie die Differentialgleichung

"=eYsinz, y(0) =1.
Aufgabe 9: (6-+6=12 Punkte)
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(a) Bestimmen Sie ein Fundamentalsystem fiir y' = Ay.
(b) Finden Sie die Losung von

641‘

1
y=Ay+ 1| 0 |, y(0)=10
0 0

Aufgabe 10: (4+3=7 Punkte)

(a) Geben Sie ein reelles Fundamentalsystem fiir die Differentialgleichung

1

y' = —wly = 2y
an. Bedenken Sie dabei alle Félle w > 0 und p € R.
(b) Geben Sie die Losung von
y' = —wy+sinz, y0)=1, 3(0)=0,

fiir w # 1 an.



