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Anmerkung: Alle Aufgaben auf diesem Blatt sind Bonusaufgaben und gehoren entsprechend
nicht mehr zum Pflichtteil. Die Lésungen werden nicht besprochen.

Aufgabe 53) (Anwendungen der Sylvester-Gleichung) (4 Bonuspunkte)
Seien A € L(H) und B € L(K) mit o(A) No(B) = &, und sei C € L(K,H).

a) Zeigen Sie, dass die Blockmatrizen 4c und 40 als Operatoren aus L(H &K
0 B 0 B

ahnlich zueinander sind.

Tipp: Man lasse sich von Aufgabe 8 (a) inspirieren.

(b) Sei speziell H = K. Zeigen Sie: Kommutiert C' mit A + B und AB, so kommutiert C
auch mit A und B.

Aufgabe 54) (Die Lyapunov-Gleichung) (4 Bonuspunkte)

Sei A € L£(H) normal mit Re A < 0 fiir alle A € o(A).
Zeigen Sie: Die sogenannte Lyapunov-Gleichung AX + X A* = —I hat eine eindeutige Losung

X € L(H), und diese stellt einen positiven Operator dar (d.h. X ist hermitesch mit A\ > 0 fiir
alle A € 0(X)).

Aufgabe 55) (Die Sylvester-Gleichung fiir unitire Oper.) (4 Bonuspunkte)

Seien A € L(H) und B € L(K) unitdr mit o(A) No(B) = . Sei ferner (ax)rez eine Folge
komplexer Zahlen mit > ;2 |ax| < co und

1
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fiir alle § € (—n, 7] mit el € (0(A))"' - o (B) := {u/\: A € 0(A), u € o(B)}.
Zeigen Sie: Fiir alle Y € L(K,H) ist die Losung X der Sylvester-Gleichung AX — XB =Y
gegeben durch

o
X = Z ap A~y BF.

k=—o00

bitte wenden



Aufgabe 56) (Normabschitzungen fiir Losungen der Sylvester-Gleichung)
(4 Bonuspunkte)

Seien A, B € L(H) normal mit 0(A)No(B) = &. Seien ferner X, Y € L(H) mit AX—XB =Y.
(a) Esgebe p,d > 0mit o(B) C B,(0) und o(A) C C\B,5(0). Folgern Sie aus der Identitét
X = A7Y(Y + X B) die Normabschiitzung
1
X< <Yl

fiir alle unitér invarianten Normen |||-||| auf £(H).

(b) Seien K4, Kp C C konvex mit 0(A) C K4, o(B) C Kp und dist(K4, Kp) > ¢ fiir ein
0 > 0. Zeigen Sie, dass
1
X < =Y.
X1 < 51Vl

Tipp: Man wihle normierte Links- und Rechtssinguldrvektoren u bzw. v von X zum
Singuldrwert s1(X) = || X|| und betrachte (u,Yv).

Abgabe bis Mittwoch, den 10. Juli 2019, um 14 Uhr in den Ubungskasten.



