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Aufgabe 41) (Die Bogenlinge) (4 Punkte)
Sei v: [a,b] — L(H) mit a,b € R, a < b. Zeigen Sie:

(a) Die Bogenlédnge ist additiv, d.h. fiir alle r € [a, b] gilt

B0 = 4 ) + 4y Ol e)-

(b) Ist v rektifizierbar, so ist die Abbildung [a,b] > 7 + [||(V|(e,) stetig und monoton
wachsend.

Aufgabe 42) (Differenzierbare Kurven und Bogenlinge) (4 Punkte)

Sei v: [a,b] = L(H) mit a,b € R, a < b. Wir nennen die Kurve ~ differenzierbar in t € [a, b],
wenn es ein T € L(H) gibt mit
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Wir schreiben dann +/(t) bzw. %y(t) statt T'. Der Begriff der (stiickweise) stetigen Differen-
zierbarkeit wird dann analog zum Fall von vektorwertigen Kurven eingefiihrt.

Zeigen Sie:
(a) FirY € L(H) ist t — exp(tY) in jedem Punkt differenzierbar mit
d
T exp(tY) = Y exp(tY) = exp(tY)Y.
(b) Fiir jede (stiickweise) stetig differenzierbare Kurve v: [a,b] — L(H) gilt

b
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Tipp: Fir x,y € H betrachte man ¢ — (y,y(t)x).

(c) Jede (stiickweise) stetig differenzierbare Kurve v: [a,b] — L(H) ist rektifizierbar mit

b
l||~||(7)=/a v/ (£)] dt.

bitte wenden



Aufgabe 43) (Spektralvariation fiir normale Operatoren) (4 Punkte)
Seien A, B € L(H) normal. Zeigen Sie:

(a) Die Differenz A — B ist genau dann normal, wenn (1 —t)A+¢B fiir alle ¢ € (0, 1) normal
ist.

(b) Sind die Eigenwerte von A und B in zwei parallelen Geraden L4, Lp C C enthalten,
also 0(A) C Ly und o(B) C Lp, so gilt

d([AM(A)], MB)]) < [|A = B].
Tipp: Satz 5.22 der Vorlesung.

(c) Sind die Eigenwerte von A und B in zwei konzentrischen Kreisen K 4, Kp C C enthalten,
also 0(A) C K4 und o(B) C Kp, so gilt

d(AA)] MB)]) < |4 - Bl

Aufgabe 44) (Zum Satz von Hofman-Wielandt; Bonusaufgabe) (4 Punkte)
Seien A € L£(H) hermitesch und B € L(H).

(a) Uber Schurzerlegung von B schreiben wir Q* BQ = D+ R mit @ unitéir, D = diag(A\(B))
Diagonalmatrix und R strikte obere Dreiecksmatrix.

Zeigen Sie:
) m(A — B)[l3 = [lm(D)[|3 + 5| Rll3;
i) A~ QRe(D)Q*[l5 < [[Re(A = Bl + 5| Bll.

(b) Seien mit A;(A) > -+ > A\, (A) und Re(A1(B)) > --- > Re(An(B)) Anordnungen der
Eigenwerte von A und B gegeben.

Zeigen Sie mit Hilfe von (a) und des Satzes von Hofman-Wielandt, dass dann

(S - nB)R) " < vaja - By,
j=1

Abgabe bis Mittwoch, den 19. Juni 2019, um 14 Uhr in den Ubungskasten.



