
Dr. Albrecht Seelmann Dr. Michela Egidi
11. Übungsblatt zur Vorlesung

Matrixanalysis
im Sommersemester 2019

Aufgabe 41) (Die Bogenlänge) (4 Punkte)

Sei γ : [a, b]→ L(H) mit a, b ∈ R, a < b. Zeigen Sie:

(a) Die Bogenlänge ist additiv, d.h. für alle r ∈ [a, b] gilt

l‖·‖(γ) = l‖·‖(γ|[a,r]) + l‖·‖(γ|[r,b]).

(b) Ist γ rektifizierbar, so ist die Abbildung [a, b] 3 r 7→ l‖·‖(γ|[a,r]) stetig und monoton
wachsend.

Aufgabe 42) (Differenzierbare Kurven und Bogenlänge) (4 Punkte)

Sei γ : [a, b]→ L(H) mit a, b ∈ R, a < b. Wir nennen die Kurve γ differenzierbar in t ∈ [a, b],
wenn es ein T ∈ L(H) gibt mit

lim
h→0

t+h∈[a,b]

∥∥∥∥γ(t+ h)− γ(t)
h

− T
∥∥∥∥ = 0.

Wir schreiben dann γ′(t) bzw. d
dtγ(t) statt T . Der Begriff der (stückweise) stetigen Differen-

zierbarkeit wird dann analog zum Fall von vektorwertigen Kurven eingeführt.

Zeigen Sie:

(a) Für Y ∈ L(H) ist t 7→ exp(tY ) in jedem Punkt differenzierbar mit

d

dt
exp(tY ) = Y exp(tY ) = exp(tY )Y.

(b) Für jede (stückweise) stetig differenzierbare Kurve γ : [a, b]→ L(H) gilt

‖γ(b)− γ(a)‖ ≤
∫ b

a
‖γ′(t)‖ dt.

Tipp: Für x, y ∈ H betrachte man t 7→ 〈y, γ(t)x〉.

(c) Jede (stückweise) stetig differenzierbare Kurve γ : [a, b]→ L(H) ist rektifizierbar mit

l‖·‖(γ) =

∫ b

a
‖γ′(t)‖dt.

bitte wenden



Aufgabe 43) (Spektralvariation für normale Operatoren) (4 Punkte)

Seien A,B ∈ L(H) normal. Zeigen Sie:

(a) Die Differenz A−B ist genau dann normal, wenn (1− t)A+ tB für alle t ∈ (0, 1) normal
ist.

(b) Sind die Eigenwerte von A und B in zwei parallelen Geraden LA, LB ⊂ C enthalten,
also σ(A) ⊂ LA und σ(B) ⊂ LB, so gilt

d([λ(A)], [λ(B)]) ≤ ‖A−B‖.

Tipp: Satz 5.22 der Vorlesung.

(c) Sind die Eigenwerte von A und B in zwei konzentrischen KreisenKA,KB ⊂ C enthalten,
also σ(A) ⊂ KA und σ(B) ⊂ KB, so gilt

d([λ(A)], [λ(B)]) ≤ ‖A−B‖.

Aufgabe 44) (Zum Satz von Hofman-Wielandt; Bonusaufgabe) (4 Punkte)

Seien A ∈ L(H) hermitesch und B ∈ L(H).

(a) Über Schurzerlegung von B schreiben wir Q∗BQ = D+R mit Q unitär, D = diag(λ(B))
Diagonalmatrix und R strikte obere Dreiecksmatrix.

Zeigen Sie:

i) ‖Im(A−B)‖22 = ‖Im(D)‖22 +
1
2‖R‖

2
2;

ii) ‖A−QRe(D)Q∗‖2 ≤ ‖Re(A−B)‖2 +
1√
2
‖R‖2.

(b) Seien mit λ1(A) ≥ · · · ≥ λn(A) und Re(λ1(B)) ≥ · · · ≥ Re(λn(B)) Anordnungen der
Eigenwerte von A und B gegeben.

Zeigen Sie mit Hilfe von (a) und des Satzes von Hofman-Wielandt, dass dann

( n∑
j=1

|λj(A)− λj(B)|2
)1/2

≤
√
2‖A−B‖2.

Abgabe bis Mittwoch, den 19. Juni 2019, um 14 Uhr in den Übungskasten.


