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Notation: Für A ∈ L(H) und M ⊂ C bezeichne mA(M) die Anzahl der Eigenwerte von A,
die in M liegen (mit Vielfachheiten gezählt).

Aufgabe 37) (Weyl’s Störungssatz für unitäre Matrizen) (4 Punkte)

(a) Seien A,B ∈ L(H) normal undK,L ⊂ C konvex mitmA(K) ≤ k undmB(L) ≥ n−k+1
für ein 1 ≤ k ≤ n. Zeigen Sie, dass dann dist(K,L) ≤ ‖A−B‖ gilt.

(b) Seien A,B ∈ L(H) unitär, deren Eigenwerte sämtlich in einem Halbkreis des komplexen
Einheitskreises liegen. Wir nehmen an, dass die Eigenwerte λj(A) und λj(B) jeweils
gegen den Uhrzeigersinn angeordnet sind. Zeigen Sie:

max
1≤j≤n

|λj(A)− λj(B)| ≤ ‖A−B‖.

Bemerkung: Insbesondere gilt also d([λ(A)], [λ(B)]) ≤ ‖A−B‖.

Aufgabe 38) (Eigenwerte unitärer Operatoren) (4 Punkte)

Sei S der komplexe Einheitskreis und I ⊂ S ein abgeschlossener Kreisbogen in S. Für ε > 0
sei ferner Iε ⊂ S der Kreisbogen {z ∈ S | : |z − w| ≤ ε für ein w ∈ I}.
Seien A,B ∈ L(H) unitär. Wir wollen

mA(I) ≤ mB(Iε)

mit ε = ‖A−B‖ zeigen. Unterscheiden Sie dazu die beiden folgenden Fälle für die Bogenlängen
l(I) und l(S \ Iε) von I bzw. S \ Iε:

(a) l(I) 6= l(S \ Iε).
Tipp: Man zeichne ein Bild!

(b) l(I) = l(S \ Iε).
Tipp: Man kann dies als Grenzfall von (a) auffassen.

Aufgabe 39) (Determinanten) (4 Punkte)

(a) Seien A ∈ L(H) hermitesch und B ∈ L(H) schief-hermitesch mit Eigenwerten λj bzw. µj
angeordnet nach

|λ1| ≥ · · · ≥ |λn| und |µ1| ≥ · · · ≥ |µn|.

Zeigen Sie: |det(A+B)| ≤
∏n

j=1|λj + µn−j+1|.

(b) Seien A ∈ L(H) nichtnegativ und B ∈ L(H) schief-hermitesch. Zeigen Sie:

|det(A+B)| = det(A)
n∏

j=1

(
1 + sj(A

−1/2BA−1/2)2
)1/2 ≥ det(A).

bitte wenden



Aufgabe 40) (Weyl’s Störungssatz für hermit. und normale Operatoren;
Bonusaufgabe) (4 Punkte)

Seien A,B ∈ L(H) normal.

(a) Zeigen Sie mit Hilfe des Satzes von Hoffman-Wielandt:

d([λ(A)], [λ(B)]) ≤
√
n ‖A−B‖, wobei n = dimH.

Bemerkung: Wir werden später sogar d([λ(A)], [λ(B)]) ≤ c ‖A−B‖ mit einer dimen-
sionsunabhängigen Konstanten c < 3 zeigen.

(b) Sei A ∈ L(H) zusätzlich hermitesch, und seien die Eigenwerte von A und B angeordnet
nach λ1(A) ≥ · · · ≥ λn(A) bzw. Reλ1(B) ≥ · · · ≥ Reλn(B). Zeigen Sie:

max
1≤j≤n

|λj(A)− λj(B)| ≤
√
2‖A−B‖.

Bemerkung: Insbesondere gilt also d([λ(A)], [λ(B)]) ≤
√
2‖A−B‖.

Abgabe bis Mittwoch, den 12. Juni 2019, um 14 Uhr in den Übungskasten.


