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Notation: Fiir A € L(H) schreiben wir EigM(A) fiir eine n x n Diagonalmatrix, deren Dia-
gonaleintrage die nach Betrag absteigend sortierten Eigenwerte von A sind, d.h. Eiglu(A) =
diag(A(A)) mit [A;(A)] > --- > [\ (A)|. Entsprechend bezeichnet EiglTl(A) eine n x n Diago-
nalmatrix mit den nach Betrag aufsteigend sortierten Eigenwerten von A.

Aufgabe 33) (Verallgemeinerungen von Weyl’s Storungssatz I) (4 Punkte)

Sei A € L(H) ein hermitescher Operator mit Eigenwerten «, ..., ay, so, dass |a1| > |ag| >
. > |ap|, und sei B € L(H) schief-hermitescher Operator mit Eigenwerten f,..., [, so,

dass |B1| > |B2]| > ... > |Bn|. Seien ferner Q, W: C™ — H unitér.

Zeigen Sie: Fiir jede unitér invariante Norm |||-||| auf £(H) gilt

(a) [IW(Eigh(4) - Eigh(B)Q*[Il < 2|4 - BJ|.
Tipp: Man beachte die Bemerkung zu Satz 3.17 der Vorlesung.

(b) |4 - Bl < v2[|W (Eigh!(4) - Eigl"(B))Q"].
Tipp: Aufgabe 11 (c).

Aufgabe 34) (Verallgemeinerungen von Weyl’s Stérungssatz IT) (4 Punkte)

Sei A € L(H) ein hermitescher Operator mit Eigenwerten ay, ..., a, so, dass |a1| > |ag| >
. > |apl|, und sei B € L(H) schief-hermitescher Operator mit Eigenwerten fi,..., [, so,

dass |B1] > |Ba| > ... > |Bnl.
Zeigen Sie: Fiir 2 < p < oo gilt

(a) 14— Bl < 2" || Eigh'(4) - Big(B)]],
(b) || Eighl(4) - EigM(B)ll, <2277 (1A - B,

Tipp: Gehen Sie dhnlich wie im Beweis von Satz 5.11 vor, der am kommenden Mittwoch in
der Vorlesung besprochen wird.

Aufgabe 35) (Komplementidre Minkowski-Ungl. fiir p < 1; Bonusaufgabe)
(4 Punkte)

(a) Zeigen Sie: Fiir 0 < p < 1 und jede symmetrische Eichfunktion ® gilt
1 14 1 1 n
|z +yP)r <207 (2(2[P)? + 2(|y")?) Y,y e R
Tipp: Zeige zuerst (a + b)P < aP + VP fiir 0 < p < 1 und fiir alle a,b € [0, 00)

(b) Zeigen Sie: Fiir 0 < p < 1, alle A, B € L(H), und jede unitér invariante Norm |||-|| auf
L(H) gilt
FE A S ot .
1A+ BPlI> < 22 (APl + [l BIllI7)-

bitte wenden



Aufgabe 36) (Der Hausdorff-Abstand) (4 Punkte)

Fiir abgeschlossene Mengen L, M C C setzen wir

s(L, M) :=supdist(A, M) = sup inf |A — y|
el el neM

und definieren
h(L, M) := max{s(L,M),s(M,L)}.
Wir nennen h(L, M) den Hausdorff-Abstand zwischen L und M.
(a) Zeigen Sie, dass s(L, M) = 0 genau dann erfiillt ist, wenn L C M gilt. Schliefen Sie

damit, dass der Hausdorff-Abstand eine Metrik auf dem System der abgeschlossenen
Teilmengen von C definiert.

Wir betrachten nun speziell L := J;_;{\;} und M := [J;_,{} fiir zwei gegebene ungeord-
nete Tupel [A1, ..., An], [11,- -+, pin] € Cgpy-
Zeigen Sie:

(b) Es gilt stets h(L, M) < d([A1,..., ], [11s- -, ttn]), wobei d den in der Vorlesung einge-
flihrten Optimalen Matching Abstand bezeichnet.

(c¢) Im Spezialfall n = 2 gilt stets h(L, M) = d([A,. .., A, [11,- -5 ln))-

Abgabe bis Mittwoch, den 5. Juni 2019, um 14 Uhr in den Ubungskasten.



