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Bemerkung: Ab diesem Blatt ist die Abgabe Mittwoch, 14 Uhr.

Aufgabe 29) (Verallg. Holder-Ungl. fiir unitar inv. Normen) (4 Punkte)

Sei |||-]|| eine unitar invariante Norm auf L(H).
a) Seien p,q,r € (0,00) mit 1/p+ 1/q = 1/r. Zeigen Sie, dass
(a)
BTN < AP - B
fiir alle A, B € L(H) gilt.
(b) Folgern Sie aus Teil (a) noch einmal die Ungleichung
IIABI| < [lA=A)l"2 - 1B B

aus der Bemerkung zu Satz 4.15 der Vorlesung.

Aufgabe 30) (Weyl’s Storungssatz fiir die Frobeniusnorm; Bonusaufgabe)
(4 Punkte)

(a) Zeigen Sie: Fiir A, B € £L(H) nichtnegativ gilt
M(A) - N(B) < AM(AB) < AHA) - AY(B).
Tipp: Folgerung 3.16 der Vorlesung im Fall, dass B invertierbar ist.
(b) Zeigen Sie mit Hilfe von (a), dass
NHA), N (B)) e < Spur(AB) < (X(A), \(B)) o

fiir alle hermiteschen A, B € L(H) gilt, wobei (-, -)gn das Standardskalarprodukt im R"
bezeichnet.
Tipp: Man betrachte Spur((A + tI)(B + tI)) fiir geeignetes ¢ > 0.

(c) Verwenden Sie Teil (b), um
IW (Eig*(A) — Eig"(B))Q*|l, < |4 - Bll, < |W (Eig"(4) - Eig'(B)) Q"I

fiir alle hermiteschen A, B € L(#) und alle unitéren @, W: C" — H zu zeigen. Hierbei
sei wie iiblich Eigt(A) := diag(A(A)) und Eig'(A) := diag(AT(A)).

Bemerkung: Dies ist also ein alternativer Beweis fiir die Aussage aus Beispiel 4.11 (a) der
Vorlesung im Spezialfall der Hilbert-Schmidt-Norm.

bitte wenden



Aufgabe 31) (Zum Spektralradius) (4 Punkte)

Zeigen Sie Satz 4.20 der Vorlesung: Fiir A € L(#H) und jede unitér invariante Norm |||-||| auf
L(H) gilt
. k
spr(A4) = lim [|A¥|["* < [|A]),
—00

wobei spr(A4) = max{|A|: A ist Eigenwert von A} wie tiblich den Spektralradius von A be-
zeichnet.

Tipp: Zeigen Sie zunéchst spr(A) < [||A]| fir alle A € L(H). Man beachte aufferdem Lem-
ma 4.19 der Vorlesung.

Aufgabe 32) (Eine subadditive Funktion auf £(#)) (4 Punkte)

Sei f: [0,00) — [0, 00) konkav und monoton wachsend.

(a) Sei F': L(H) — [0,00) definiert durch F'(A) := >, f(s;(A)) fir A € L(H). Zeigen
Sie, dass F' subadditiv ist, d.h.

F(A+ B) < F(A)+ F(B) firalle A,Be€L(H).

Tipp: Man betrachte zuerst den Fall, dass A und B nichtnegativ sind. Hier kénnen
Satz 4.17 und Folgerung 2.13 der Vorlesung hilfreich sein. Fiir den allgemeinen Fall
beachte man Satz 3.19 der Vorlesung.

(b) Zeigen Sie mit Hilfe von (a) die Ungleichung
det(I + |A+ B|) < det(I + |A|) det(I + |B|)

fiir A, B € L(H).

Abgabe bis Mittwoch, den 22. Mai 2019, um 14 Uhr in den Ubungskasten.



