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Aufgabe 21) (Singuldrwerte von Summen und Produkten) (4 Punkte)
Seien A, B € L(H) und j,k € {1,...,n} mit j +k < n + 1. Zeigen Sie:

8j+k_1(A + B) < Sj(A) + Sk(B) und Sj+k_1(AB) < SJ(A)Sk(B)

Aufgabe 22) (Ky Fan Maximumprinzip fiir Singuldrwerte) (4 Punkte)
Sei A € L(H). Zeigen Sie fir 1 <k <mn:

k
> si(4)

k
Z xj, UAxj)|,
=1 j=1

wobei das Maximum {iber alle k-Tupel (z1,...,z) orthonormaler Vektoren iiber H und alle
unitdren Operatoren U € L(H) gebildet wird.

Tipp: Unter anderem Weyl’s Majorantensatz.

Bemerkung: Eine offensichtlich dquivalente Formulierung der obigen Identitét ist

k
Z yj, Azj)|,

wobei das Maximum iiber alle k-Tupel (z1,...,zx) und (y1,...,yx) orthonormaler Vektoren
iiber ‘H gebildet wird.

Aufgabe 23) (Majorisierung fiir Singuldrwerte) (4 Punkte)
Seien A, B € L(H). Zeigen Sie, dass
|s(A) — s(B)| <w s(A— B)

gilt.

Aufgabe 24) (Singuldrwerte von Produkten; Bonusaufgabe) (4 Punkte)

Seien A, B € L(H). Zeigen Sie, dass fiir alle Wahlen von Indizes 1 < j; < -+ < jx < n,

1 < k < n, die Ungleichung
k

k
Hs]l AB) < Hsl )s;, (B
=1 =1

gilt, wobei Gleichheit fiir kK = n auftritt.

Tipp: Man betrachte zunéchst den Fall, dass A und B invertierbar sind. Hier adaptiere man
den Beweis des Satzes von Lidskii aus der Vorlesung unter Verwendung einer Singuldrwert-
zerlegung.

Abgabe bis Dienstag, den 14. Mai 2019, um 14 Uhr in den Ubungskasten.




