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Aufgabe 13) (Submajorisierung) (4 Punkte)

(a) Sei A € R™ ™. Zeigen Sie, dass A genau dann doppelt-substochastisch ist, wenn fiir alle
x € [0,00)" sowohl Az € [0,00)" als auch Az <, z gilt.

(b) Zeigen Sie Teil (b) aus Satz 2.11 der Vorlesung: Fiir z,y € R" gilt * <, y genau
dann, wenn Spur f(z) < Spur f(y) fiir alle konvexen, monoton wachsenden Funktionen
f: R — R erfiillt ist.

Aufgabe 14) (Isotone Funktionen) (4 Punkte)

(a) Fiithren Sie den Beweis von Folgerung 2.14 der Vorlesung: Seien z,y € [0,00)" mit
H?Zl mﬁ < H?Zl yj fir alle 1 < k < n. Dann gilt f(z) <, f(y) fir alle monoton
wachsenden Funktionen f: [0,00) — R, fiir die R 3 ¢ — f(e!) konvex ist.

(b) Sei ¥: R™ — R konvex und ®: R"™ — R gegeben durch ®(z) := maxpe,, V(Pz),
wobei o, die Menge der n x n Permutationsmatrizen bezeichnet. Zeigen Sie, dass ®
Schur-konvex ist, und sogar stark isoton, falls ¥ zusétzlich monoton wachsend ist.

(c) Seien f: R — R konvex und 1 < k < n. Die Funktion fx: R™ — R sei gegeben durch
r(r) = max, ]?: ZTy(7)), wobei das Maximum iiber alle Permutationen o der Menge
j=1 )
1,...,n} gebildet wird. Zeigen Sie, dass f; Schur-konvex ist, und sogar stark isoton,
{L,...,n} g g : g
falls f zusétzlich monoton wachsend ist.

Aufgabe 15) (Majorisierungen fiir Summen; Bonusaufgabe) (4 Punkte)
Zeigen Sie:

(a) Fiir z,y € R™ gilt 2+ +y" <2 +y < 2% + ¢

(b) Es gilt
—log(zt +y") <u —log(z +y) < —log(zt +y*)  fir z,y € (0,00)"
und . . .
[ +u) <[l +v) <[[@5+yD)  fir 2y €0,00)™
J=1 j=1 j=1

bitte wenden



Aufgabe 16) (Symmetrische Eichfunktionen) (4 Punkte)
Sei &: R™ — [0, 00) gegeben mit den folgenden Eigenschaften:

1) ® ist eine Norm auf R";

(1)
(2) @ ist permutationsinvariant, d.h. es gilt ®(Pz) = ®(z) fiir alle z € R™ und alle P € oy,;
(3) @ ist absolut, d.h. es gilt ®(z1,...,z,) = ®(|z1],...,|zy|) fiir alle z € R™;

(4) @ ist normiert, d.h. es gilt ®(1,0,...,0) = 1.

Man nennt ® eine symmetrische Eichfunktion. Bekannte Beispiele solcher Funktionen sind
Dy(z) = (Xj=ylzi") VP fiir 1 < p < 0o und P () = maxi<j<n|z;|.

Zeigen Sie:

(a) Fir z,y € R" mit |z| < |y| (d.h. |z;| < |y;| fir 1 < j < n) gilt (x) < P(y).
Tipp: Tteration iiber die Koordinaten. Man betrachte hierbei geeignete Konvexkombi-
nationen.

(b) Fiir z,y € [0,00)" mit 2 <, y gilt D(z) < P(y).

Bemerkung: Symmetrische Eichfunktionen werden im spédteren Verlauf der Vorlesung noch
eine grofse Rolle spielen.

Abgabe bis Dienstag, den 30. April 2019, um 14 Uhr in den Ubungskasten.



