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Aufgabe 9) (Doppelt-stochastische Matrizen) (4 Punkte)

(a) Zeigen Sie, dass die doppelt-stochastischen n x n Matrizen eine konvexe Menge bilden,
die abgeschlossen unter Multiplikation und Adjungieren ist (d.h. sind A, B doppelt-
stochastische n x n Matrizen, so auch AB und A*). Zeigen Sie ferner, dass diese Menge
keine Gruppe bzgl. der Matrixmultiplikation darstellt.

(b) Sei A doppelt-stochastisch. Zeigen Sie, dass spr(A4) = 1 = || A|| gilt, wobei spr(A) wie
iiblich den Spektralradius von A bezeichnet (d.h. den Betrag des betragsméfig grofsten
Eigenwerts).

Notation: Fiir A € £(H) bezeichne s(A) = (s1(A),...,s,(A))T den Vektor der absteigend
sortierten Singuldrwerte von A und A(A) = (A1(A),..., A\ (A4))T den Vektor der Eigenwerte
von A (in irgendeiner Reihenfolge). Ist A € C™*™, so sei schlieklich diag(A) € C™ die Diagonale
von A.

Aufgabe 10) (Satz von Schur) (4 Punkte)

(a) Sei U = (uj) € C™*™ unitér. Zeigen Sie, dass die Matrix (]ujk|2) doppelt-stochastisch
ist.

Bemerkung: Man nennt (Juji|?) unitir-stochastisch (bzw. orthostochastisch, falls U
reell orthogonal ist).

(b) (Satz von Schur) Sei A € C™*" hermitesch. Zeigen Sie, dass
diag(A4) < A(A).

Tipp: Spektralsatz.
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Aufgabe 11) (Ky Fan’s Maximumprinzip) (4 Punkte)

(a) (Ky Fan’s Maximumprinzip) Sei A € £(#) hermitesch. Zeigen Sie mit Hilfe von Aufga-
be 10), dass fiir alle 1 < k < n die Identitét

k k
Z )\j(A) = maxZ(:cj, Ax;)
j=1

j=1

gilt, wobei das Maximum {iber alle k-Tupel (x1,...,x;) orthonormaler Vektoren iiber

‘H gebildet wird.

(b) Zeigen Sie: Fiir hermitesche A, B € L(H) und 1 < k < n gilt
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(c) Zeigen Sie: Fiir A, B € L(H) und 1 < k <n gilt

k

Zs,A—i—B)S —1—23]
Jj=1 J

Tipp: Man beachte Satz 1.5 der Vorlesung.
Bemerkung: Dies zeigt, dass die Groe [ Alf ;) := Z§:1 s;j(A) fur A € L(H) eine Norm
auf £(H) definiert, die sogenannte Ky Fan k-norm.

Aufgabe 12) (Pinchings von Operatoren; Bonusaufgabe) (4 Punkte)

A A
Agr A
Ay 0

C(A) = < 0 A22>' Zeigen Sie:
(a) s(C(A)) <w s(A).
(b) A(C(A)) < A(A), falls A hermitesch.

Sei H=M@&N und A = ( ) € L(H). Wir definieren dazu C(A) € L(H) durch

Tipp: Man schreibe C(A) in der Form C(A) = (A + UAU*) mit geeignetem U.
Bemerkung: Man nennt C(A) ein Pinching von A.

Abgabe bis Mittwoch, den 24. April 2019, um 14 Uhr in den Ubungskasten.



