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Aufgabe 11) (Die Lebesgueräume)

Sei X ⊂ Rd Lebesgue-messbar. Zeigen Sie:

(a) Falls µ(X) <∞, so gilt Lq(X,C) ⊂ Lp(X,C) für 1 ≤ p < q <∞ mit

‖f‖p ≤ µ(X)1/p−1/q · ‖f‖q für alle f ∈ Lq(X,C) .

Bemerkung: Falls µ(X) = ∞, so muss hier weder die Inklusion Lq(X,C) ⊂ Lp(X,C)
noch Lp(X,C) ⊂ Lq(X,C) gelten, siehe Vortrag 11).

(b) Für 1 ≤ p0 < p < p1 < ∞ mit 1
p = 1−θ

p0
+ θ

p1
für ein θ ∈ (0, 1) gilt die Inklusion

Lp0(X,C) ∩ Lp1(X,C) ⊂ Lp(X,C) mit

‖f‖p ≤ ‖f‖
1−θ
p0
· ‖f‖θp1 für alle f ∈ Lp0(X,C) ∩ Lp1(X,C) .

Tipp: Höldersche Ungleichung.

Aufgabe 12) (Die Fouriertransformation)

Für f ∈ L1(Rd,C) definieren wir die sogenannte Fouriertransformation f̂ : Rd → C von f
durch

f̂(ξ) :=

∫
Rd

f(x)e−iξ·x µ(dx) ,

wobei ξ ·x das euklidische Skalarprodukt der beiden Vektoren x und ξ bezeichnet. Zeigen Sie:

(a) f̂ ist gleichmäßig stetig und beschränkt mit supξ∈Rd |f̂(ξ)| ≤ ‖f‖1.

(b) Ist für alle j ∈ {1, . . . , d} die durch x = (x1, . . . , xd) 7→ xjf(x) gegebene Funktion
Lebesgue-integrierbar auf Rd, so ist f̂ stetig partiell differenzierbar mit

∂j f̂(ξ) = −i

∫
Rd

xjf(x)e−iξ·x µ(dx) .

(c) Ist speziell d = 1 und f ∈ Ck(R,C) ∩ L1(R,C), k ∈ N, mit f (j) ∈ L1(R,C) für alle
j = 1, . . . , k, so gilt

f̂ (j)(ξ) = (iξ)j f̂(ξ) , ξ ∈ R , j = 1, . . . , k .

Insbesondere gibt es dann eine Konstante C > 0 mit

|f̂(ξ)| ≤ C

1 + |ξ|k
für alle ξ ∈ R .

Tipp: Partielle Integration. Dafür zeige man zunächst, dass lim|x|→∞ f(x) = 0 gilt.

Bemerkungen: (i) f ∈ Ck(R,C) ∩ L1(R,C) meint hier, dass es einen Vertreter in der
Äquivalenzklasse von f gibt, der in Ck(R,C) liegt.
(ii) Teil (c) gilt entsprechend auch allgemeiner für d ∈ N, der Beweis benötigt allerdings
ein paar technische Modifikationen (Satz von Fubini).

bitte wenden



Vortragsthemen für die Übungen am 21. bzw. 22. November 2018:

Vortrag 11) (Integrierbarkeit)

Untersuchen Sie, für welche α ∈ R die Funktion f : (0,∞)→ R mit f(x) = xα für x > 0 auf

• (0, 1)

• (1,∞)

• (0,∞)

Lebesgue-integrierbar ist.
Zeigen Sie damit: Für 1 ≤ p < q < ∞ gilt weder Lq((0,∞),C) ⊂ Lp((0,∞),C) noch
Lp((0,∞),C) ⊂ Lq((0,∞),C).

Vortrag 12) (Die Gammafunktion)

Es bezeichne Γ: (0,∞)→ R mit

Γ(t) =

∫ ∞
0

xt−1e−x dx , t > 0 ,

die in der Vorlesung eingeführte Gammafunktion. Zeigen Sie:

(a) Für alle t > 0 gilt Γ(t+ 1) = tΓ(t).

(b) Für alle n ∈ N gilt Γ(n) = (n− 1)!.

(c) Für alle t > 0 gilt die Gaußsche Produktformel

Γ(t) = lim
n→∞

n!nt

t(t+ 1) · · · · · (t+ n)
.

Abgabe bis Montag, den 19. November 2018, um 14 Uhr in die Übungskästen.


