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Blatt 1

Aufgabe 1) (Volumenberechnung mit Ausschopfungen)

(a) Es sei D C R? das durch die Punkte (0,0)7, (4,0)” und (3,1)7 gegebene Dreieck. Wir
wollen den Fliacheninhalt von D durch Ausschopfung mit Quadraten bestimmen:

Wir scheiben @, := [a1,a1 +27%] x [a2,az + 27*] fiir k € N und a = (a1,a2)T € R?
mit 25a € Z2 und setzen D, = {Qak | Qar C D}. Berechnen Sie nun das Volumen
Vol(D) iiber den Grenzwert

Vol(D) = lim Y Vol(Qa,r)-

k—o0
Qa, k€DK

Vergleichen Sie Ihr Ergebnis mit dem tatséchlichen Flacheninhalt des Dreiecks (Formel
aus der Schule).

(b) Wie bekommt man aus (a) den Flicheninhalt des von den Vektoren u = (4,0)7 und
v = (3,1)T aufgespannten Parallelogramms P?

(c) Vergleichen Sie Thr Ergebnis aus (b) mit der Formel
Vol(P) = det(u,v),

wobei (u,v) die aus den Spalten u und v gebildete 2 x 2-Matrix bezeichnet.

Loésung: Zu (a): Zuerst wollen wir bestimmen, wie viele Quadrate Qg in dem Dreieck D
liegen. Dafiir bestimmen wir alle moglichen Koordinaten fiir die Punkte a, deren Quadrate
Qq % in dem Quader [0,4] x [0, 1] liegen und danach schranken wir die Koordinaten so ein,
dass wir nur noch Quadrate aus D haben.

Fiir a = (a1,a2)’ € R? mit 2%a € Z? und Q. C [0,4] x [0, 1] gilt

ar=j-2"Ffirj=0,...,4.-28—1,
ap=1-2"Ffir1=0,...,2F - 1.
Nun wollen wir nur noch Quadrate in D betrachten:
Qa,kCD®a2+2_k§ % &a2+2_k§4—(a1+2_k)
<:>3(a2—|—2_k) <a §4—a2—2-2_k

s31+1)<j<4-2—1-2

Die ersten beiden Ungleichungen resultieren dabei aus den Schriagen von D, die die linke bzw.
rechte obere Ecke der Quadrate beschrinken. Man beachte, dass es fiir [ = 2¥ — 1 kein j gibt,
fiir das die zuletzt erhaltenen beidseitige Ungleichung erfiillt ist. Nun kénnen wir die Anzahl



der Elemente in Dj bestimmen:

2k 2
#Dp =Y (4-2F—1-2-3(+1)+1)
=0
2k 2
=4-) (@F—1-1)=4-(2" 12"
=0

Das Volumen eines einzelnen Quadrats ist offensichtlich Vol(Q, %) = 272k Insgesamt ergibt
sich

Vol(D) = lim > Vol(Qax) = Jim 4Dy, 92k
Qa,k €Dy
= lim2-(1-27% =2
k—o0

Mit der Formel aus der Schule erhilt man

g-h 4-1

=2,
2 2

wobei g die Lénge der Grundseite und h die Hohe des Dreiecks bezeichnet. Also stimmen die
beiden Ergebnisse iiberein.

Zu (b) & (c): Das Parallelogramm l&sst sich aufteilen in das Dreieck D und in ein zweites
Dreieck D, wobei D aus D durch eine Rotation und Translation ist D entsteht. Die beiden
Dreiecke haben also gleiches Volumen, so dass gilt

Vol(P) = 2Vol(D) = 4 = det <§ ‘I’) .

Die Determinantenformel liefert also dasselbe Ergebnis wie (b).

Aufgabe 2) (Folgen von Mengen)
Sei (Ag)ren eine Folge von Teilmengen von R™. Wir definieren lim inf Ay und lim sup Ay, durch
limi = j i = i
1krgl£fAk U m Aj, hiisogpAk m U Aj;
kelN j>k keN j>k
(a) Zeigen Sie: liminfy ;oo Ag C limsupy_,. Ag.

Im Falle der Gleichheit in (a) sagen wir, dass die Folge (Aj)i konvergiert und definieren ihren
Grenzwert durch limy_,o Ay := limsupy,_, ., 4.

(b) Zeigen Sie: Gilt Ay C Agyq fir alle k bzw. Ay D Agyq fiir alle k, so existiert der
Grenzwert limy_, ., Ar gemif obiger Definition mit

i A = Uy A b Jim = A



(c) Zeigen Sie, dass punktweise

lim inf XA, = Xliminf Ay, und lim SUp XA, = Xlimsup Ay,
k—o0 k—o00

gilt. Hierbei bezeichne yj; die sogenannte charakteristische Funktion der Menge M,
d.h. xar(x) =1 fiir € M und xp(z) = 0 sonst.

(d) Wir betrachten nun speziell A := (—00,a;) C R fiir eine nach oben beschrinkte Folge
(ar)ken reeller Zahlen.

Zeigen Sie: (—o0,a) C limsupy,_,o, A C (—00,a] mit a := limsup,,_, ., ak.
Losung: Zu (a):

reliminfAy < 3k: 2 € A;Vj >k
= Vk3j>k: xeA
< 1z € limsup 4

Zu (b) Fall A, C Ak+1Vk:

(4 = A = liminf Ay = | ] A,

i>k keN
U4 =] A4k = limsup 4, = | 4.
i>k jEN keN

Der Beweis von dem Fall Ay D Ay41VEk verlauft analog.
Zu (c): Zeige

X |] A, = SUD X4 und x O 4, = inf xa
kgzv oken " kQN FokenTTF

fiir N € IN. Wir formen dabei folgendermafien um:

XU A4@)=l=1xc€ UAk<:>EIkEN: x € Ay

ReN keN
<= 3JdkeN: xa.(z)=1<= supxa,(r) =1,
keN
XN ap@)=l=ae ()| dh<=aeAVkeN
keEN kEN

<= xa,(x) =1Vk € N<:>kin]fvx,4k(:c) =1.
S

Dabei wird jeweils bei der letzten dquivalenz ausgenutzt, dass nur die Werte 0 und 1 auftreten.
Zu (d): Wir zeigen zuerst die erste Inklusion:

r <a=inf supap = x <supap Yk = Vk Jj > k:x <a;, dh. zc A,
keN j>k i>k



Daraus folgt « € limsup Ay, also die erste Inklusion.
Nun zur zweiten Inklusion:

x €limsup Ay, = VkIj>k: v <a; = x <supa; Vk
Jjzk

= z < inf supaj =a = z € (—o0,al.
EEN >k

Damit ist auch die zweite Inklusion gezeigt.

Aufgabe 3) (Kardinalitdt von Vereinigungen)

Sei X eine nichtleere Menge. Zeigen Sie: Sind Aq,...,A,, n € IN, endliche Teilmengen von

X, so gilt
# (U::l Aj) = D (VT (ﬂjeJ Aj) '

Jc{1,...,n}
J#0

Hierbei bezeichnet #A die Kardinalitidt (d.h. die Anzahl der Elemente) einer Menge A.
Tipp: Induktion.

Losung: Beweis per Induktion:
(IA) n = 1: Klar.
Wir zeigen nun auch den Fall n = 2, da dies den Induktionsschritt deutlich einfacher macht:

#(A1U Ag) = #(A1\A2) + #(A2\ A1) + #(A1 N A2)
= (#A1 — #(A1 N A)) + (#A2 — #(A1 N Az)) + #(A1 N Ag)
= #A; +#A; — #(A1 N As).

(IS) n—>n+1:

n+1

# UAj = #An11 +# UAj —# An+1ﬁUAj
= j=1 J=1

=#Au+# | U4 | - U Ans1 N Aj)
j=1 j=1
=#An+ > (D) 4
Jc{1,...,n } jeJ
J£0
= Y (=D (V(Ana N A4))
Jc{1,..n} jeJ

T4



= #Aun+ D>, DRI 4] - > F0FEIN A4
JA{1,...,n} jeJ JcA{1,...,n+1} jeJ

J#0 n+leJ

|7]=2

= > R N4+ Y CFFR N4

Jc{1,...,n} jedJ Jc{1,...n+1} jeJ
JH#D ntleJ

- Y (N

Jc{1,...,n+1} jeJ
J#0D

Dabei wurde in der ersten Gleichheit der Fall n = 2 genutzt und in der dritten Gleichheit die
Induktionsvoraussetzung.
Aufgabe 4) (Riemann-Integrale)

Finden Sie eine Folge (f,,) Riemann-integrierbarer Funktionen auf [0, 1] mit folgenden Eigen-
schaften:

(i) (fn) konvergiert punktweise gegen eine nicht Riemann-integrierbare Funktion.
Tipp: Aufgabe 2.

(ii) Die Folge der Integrale fol fn(x) dz konvergiert.
Losung: Sei (gy)n eine Folge in Q mit [0,1] N Q = {g,|n € IN} (Q abzéhlbar) und setze

Ap = {qxlk < n}. Dann gilt A, C A,11 Vn und [0,1] N Q = U, An- Betrachte f,, :== xa,,.
Jede Funktion f,, ist Riemann-integrierbar mit

1 1

/fn(ﬂ&)dﬂ@zOVn, insb. /fn(gg)d;g - 0,

n—00
0 0

womit Eigenschaft (ii) erfiillt ist. Allerdings gilt ILm In 42 X[01n@ =: f und f ist nicht
Riemann-integrierbar (bekannt aus Analysis I), womit auch Eigenschaft (i) erfiillt ist.
Blatt 3

Aufgabe 5) (o-Algebren)

(a) Sei X =[0,1] C R. Bestimmen Sie die vom Mengensystem
5 :=1{0,{0},[0,1),{1/3}} C P(X)

erzeugte o-Algebra A(S) auf X.



Sei nun X eine beliebige nichtleere Menge. Zeigen Sie:

(b) Ist A eine o-Algebra auf X und ) # B C X, so ist das Mengensystem
{BNA|Ae A}

eine o-Algebra auf B.

Bemerkung: Man nennt dies die Spur von A in B und schreibt dafiir symbolisch auch
BNA.

(c) Ist X' eine weitere nichtleere Menge und f: X — X’ eine Abbildung, so ist das Men-
gensystem

A ={AcXx'|fY4)eA
eine o-Algebra auf X'.

Losung: Zu (a): Wir bilden zunéchst ein Mengensystem, welches abgeschlossen unter
Komplementbildung und Vereinigungen ist und zeigen dann, dass dieses Mengensystem be-
reits die gesuchte o-Algebra ist. Sei

wi={0.x.401, 0.1, 0.0 1) {3} o {5
1100 {o.gh 0 {5 {5 L oo {5}

ot 21}

wobei die erste Zeile den Mengen aus S und deren Komplementen entspricht, die zweite Zeile
den Vereinigungen und deren Komplementen von zwei Mengen der ersten Zeile und die dritte
Zeile den Vereinigungen und deren Komplementen von zwei Mengen der ersten beiden Zeilen
entspricht.

Wir miissen noch zeigen, dass M = A(S). Es gilt natiirlich S ¢ M C A(S). Aulerdem ist M
nach Konstruktion abgeschlossen unter Komplementbildung und paarweisen Vereinigungen.
Damit ist M eine Algebra. Da M ein endliches Mengensystem ist, handelt es sich sogar um
eine o-Algebra (denn jede Vereinigung von Elementen aus M ist eine endliche Vereinigung).
Es gilt also insgesamt M = A(9).

Zu (b): Esgilt B=BNX e {BNAAec A} == M, da X € A Sei M € M, dann gibt es
ein A € A mit M = BN A. Wir zeigen, dass B\ M € M ist. Wegen X \ A € A und

B\M=Bn(X\M)=Bn(X\ (BN A)
= BN((X\B)U(X\A)=0UBN(X\A)=Bn(X\A)

gilt B\ M € M. Seien nun M; € M fiir alle j € IN. Dann existieren A; € M mit M; = BNA;

fiir alle j € IN. Da A eine o-Algebra ist, gilt (J;cy 4; € A und wir erhalten

U M, = U(BﬂAj):Bﬂ<U Aj> € M.

JjeN JEN jeEN



Damit ist M eine o-Algebra.
Zu (c): BEs gilt f~}(X’) = X € A und damit X' € A’. Sei A’ € A', also f~1(4’) € A. Dann
gilt

XA =X\ (A)eA

und damit X'\ A" € A". Sei nun A} € A’ fiir alle j € IN. Dann ist

(Ua)=U s

jEN jEN

also |J A’ € A" und damit ist A’ eine o-Algebra.
JeEN

Aufgabe 6) (Eigenschaften des Lebesgueschen Mafles)
Seien A, B, A, € R?, k € N, Lebesgue-messbar. Zeigen Sie:

(a) Es gilt p(AUB) + u(ANB) = u(A) + p(B).
(b) Falls B C A und pu(B) < oo, so gilt u(A\ B) = u(A) — u(B).

(
(

)
)

c) Gilt Ay C Ag4q fiir alle &k € IN, so ,u(Uk 1 Ak) = limg o0 p(Ag).

d) Gilt A D Apq fiir alle k € N und p1(A;) < 00, so p((Naey Ak) = limpo0 u(A).
)

(e) In (d) kann auf die Voraussetzung pi(A;) < oo im Allgemeinen nicht verzichtet werden.

Losung: Zu (a): Wir schreiben AUB = AU (B\ A) und B = (B\ A) U (AN B) als
disjunkte Vereinigungen. Damit gilt

H(AU B) + u(AN B) = p(AU (B \ A)) + (AN B) = u(A) + (B \ A) + u(A N B)
= p(A) + (B A)U (AN B)) = u(4) + u(B).

Zu (b): Wir kénnen A = B U (A \ B) als disjunkte Vereinigung schreiben und erhalten
p(A) = u(BU (A\ B)) = u(B) + u(A\ B). Wegen u(B) < oo kénnen wir das umformen zu
n(A\ B) = p(A) — u(B).

Zu (c): Da die Additivitat von g nur fiir (paarweise) disjunkte Vereinigungen gilt, schreiben
wir Aj als disjunkte Vereinigung. Wir definieren By := A; und Byyi = Agyq \ Ap fur
alle k& € IN. Damit sind die By, k € N, disjunkt. AuBlerdem gilt ;o Ax = Upey Br und
Ui, Br = Ay, fiir alle m € IN. Wir rechnen

() () S nrs()

k=1

= lim p(An).

m— 00



Zu (d): Wir setzen By := Ay \ Aj. Dann gilt By, C By fiir alle k € N und (J,—, By =
Ai\ (N2, Ag). Ferner gilt wegen Ay C Ay, fiir alle k € IN auch p (N2 Ax) < p(A1) < oo
und p(Ag) < u(Aq) < oo fiir alle k € IN. Wir erhalten insgesamt

()21 e

© u(Ar) - lim p(Ay)
k—o0

und wegen u(A;) < oo folgt daraus die Behauptung.

Zu (e): Wir wihlen By := (k,00) fiir alle & € IN. Diese Mengen sind alle offen und damit
messbar. Es gilt By1 C By, fiir alle k € IN und (,—; Br = 0, also p (=, Br) = 0.

ABER: Es ist u(By) = oo fiir alle £ € IN und damit gilt limg_,o p(Bj) = co. Damit kann auf
die Voraussetzung (A1) < oo in (d) im Allgemeinen nicht verzichtet werden.

Aufgabe 7) (Nullmengen)
Zeigen Sie:
(a) Ist A C R? eine Menge mit einem inneren Punkt, d.h. A° # (), so ist A keine Nullmenge.

(b) Die Umkehrung von (a) gilt nicht, d.h. eine Menge A C R, die keine Nullmenge ist,
muss keinen inneren Punkt besitzen.

(c) Fiir Q = (a,b] mit a,b € RY, a < b, ist Q \ Q° eine Nullmenge in R?, wobei Q = [a, b]
und Q° = (a,b) den (topologischen) Abschluss bzw. das Innere von @ bezeichnen.

(d) Ist N C R? eine Nullmenge, so ist N x R¥ fiir alle k¥ € IN eine Nullmenge in R4**.
Losung: Zu (a): Wegen A° # () existiert ein x € A und ein ¢ > 0 mit B.(z) C A.

Damit finden wir einen halboffenen Quader @ C B.(x) C A (wihle z.B. @ = (a,b] mit
a=x— ﬁ(l, DT und b=z + 2\[(1 ,1)T). Wir haben also insgesamt

QcA
0<pu(@)=piQ) < p(A)

und damit ist A keine Nullmenge.
Zu (b): Wir betrachten A := (0,1]¢\ Q%. Dann ist A° = (), da Q¢ dicht in R? ist, aber

0 < (0, 1]%) = p*(A) + p*((0, 11N Q) = p*(4),

wobei 11*((0,1]2N Q%) = 0, da Q¢ abziihlbar ist.
Zu (c): Es gilt Q = [a,b] = yen(ak, b] mit aj :=a — £(1,...,1)”. Damit erhalten wir

d
H(Q) = (ﬂ (ak,b]> " lim p((ap. b)) = Jim H 0+ ) =T[5~ a) = @

keN j=1
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Andererseits bekommen wir Q° = (a,b) = Uy (@, b] mit by := b — £(1,...,1)” und damit

d
w@Q°) =p (U (mbk]) © Jim p((a, b)) = lim [T —a; - %) =14 —aj) = w(@).
j=1

kelN

Insgesamt erhalten wir damit
p(Q%) = u(@) = Q) = ((Q\Q)UQ°) = p(Q\ Q°) + p(Q°)

und wegen u(Q°) = u(Q) < oo folgt daraus die Behauptung.

Zu (d): Wir zeigen, dass N x (—1, I]¥ eine Nullmenge fiir alle I € IN ist. Dann ist auch N x R¥ =
N x (Uen(=L10%) = Uen (N x (=1,1]%) als abzéhlbare Vereinigung von Nullmengen eine
Nullmenge.

Es sei I € IN und € > 0. Dann finden wir halboffene Quader @; fiir alle j € IN mit N C
Ujen @j und 3~ cy 1a(Q;) < ﬁ wegen der Definition von p*; hierbei haben wir zur besseren

U:bersicht ausnahmsweise die Dimension als Index beim Mafl mitgefiihrt. Damit sind aber auch
Qj = Qj x (=1, 1]F C R fiir alle j € N halboffene Quader mit N x (—1,]* C J;c @; und

> (@) = Y (@ (—LUF) = @)F D na(@) < e

JEN JEN JjeN

Da € > 0 beliebig gewihlt war, muss N x (—I,1]* eine Nullmenge fiir alle | € IN sein. Daraus
folgt die Behauptung.

Aufgabe 8) (Graphen als Nullmengen)
Seien D C R? offen und f: D — R stetig.

(a) Sei D die Menge aller halboffenen Quader der Form (a,b] mit a,b € Q¢, a < b, deren
Abschluss [a,b] (vgl. Aufgabe 7c) in D enthalten ist. Zeigen Sie, dass

p=Jo=Je@.

QeD QeD
(b) Zeigen Sie mit Hilfe von (a), dass der Graph
G(f) = {(z. f(@))" | = € D} c R

von f eine Nullmenge ist.

Losung: Zu (a): Zunéichst gilt natiirlich

JeclUa“enp

QeD QeD
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Zu zeigen bleibt daher nur noch

pc |Ja.

QeD

Sei dazu = = (x1,...,24)"7 € D. Da D offen ist, existiert ein ¢ > 0 mit B.(z) C D. Wir wihlen
a=(ay,....,a5)" € Q¥ und b= (by,...,b5)" € Q¢ mit

€ €
ﬁ<aj<xj<bj<xj+ﬁ
fiir alle j = 1,...,d. Damit ist [a,b] C B.(#) C D und demnach auch z € (a,b] € D. Wir
erhalten insgesamt x € UQ cp @ und damit ist die Behauptung gezeigt.

Zu (b): EsseiQ € Dunde > 0. Da @ kompakt und f stetig aqu ist, ist f sogar gleichméfig
stetig auf Q. Das heift es existiert ein § > 0 mit |f(x) — f(y)| < &* Ty fur alle z,y € Q
mit |z — y| < §. Wir unterteilen @ in m ,kleinere* halboffene Quader Q1, ..., Qm, die jeweils
einen Durchmesser haben, der kleiner als ¢ ist. Wir erhalten also Q@ = |}, Q, wobei die
Qr (paarweise) disjunkt sind. Nun wéhlen wir ¢ € f(Qy) fir alle & = 1,...,m. Dann gilt
f(Qr) C (cx — €*, ek + €*], weil wir den Durchmesser der @ passend gewihlt haben. Wir
setzen Q := Q. X (¢, —e*, ¢ + €*]. Diese Q. sind wieder halboffene Quader und es gilt

a:j—

pa1 (Qr) = pa(Qr) ((ck — £, ek + %)) = pa(Qr)2e™,
sowie G(flg) € U, Qk. Damit erhalten wir mit der Subadditivitt
ta+1 (G(flQ)) < pat <U Qk) > pac1(Qp) = 2 Z,Ud Qr) = 2" pa(Q) =
k=1 k=1

Da ¢ > 0 beliebig war, folgt p44+1 (G(f|g)) = 0. Mithilfe von Aufgabenteil (a) gilt G(f) =

Ugep G(flg)- Damit und der Abzéhlbarkeit von D (denn Q% x Q? ist abzéhlbar) folgt die
Behauptung.

Blatt 5
Aufgabe 9) (Messbare Abbildungen)
Sei X C R? Lebesgue-messbar. Zeigen Sie:

(a) Eine Abbildung f: X — R ist genau dann Lebesgue-messbar, wenn fiir alle a € R die
Menge {z € X | f(z) > a} C R? Lebesgue-messbar ist bzw. wenn fiir alle ¢ € R die
Menge {z € X | f(z) > a} C R? Lebesgue-messbar ist.

(b) Ist f: X — R stetig, so ist f Lebesgue-messbar.

(c) Eine Teilmenge A C X ist genau dann Lebesgue-messbar, wenn die charakteristische
Funktion x4: R? — R (vgl. Aufgabe 2 auf Blatt 1) Lebesgue-messbar ist.
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Losung: Zu (a): Ist zunichst f Lebesgue-messbar, so sind {z € X | f(z) > a} =
f*((a,00)) und {x € X | f(x) > a} = f~(]a,o0)) fiir alle a € R nach Definition Lebesgue-
messbar, da (a,00) und [a,o0) offen bzw. abgeschlossen und damit Borelmengen sind.

Sind umgekehrt alle Urbilder f~!((a,00)) Lebesgue-messbar, so sind wegen der Gleichung
(a,b] = (a,00) \ (b,o0) auch alle Urbilder f~((a,b]) = f~1((a,00)) \ f~1((b,00)) fiir a < b
Lebesgue-messbar. Da die halboffenen Intervalle (a,b] die o-Algebra der Borelschen Mengen
erzeugen (vgl. Vortrag 6), folgt aus Aufgabe 5c¢), dass f~1(A) fiir alle A € A(H) = B(R)
Lebesgue-messbar ist, d.h. f ist Lebesgue-messbar.

Sind schlieBlich alle Urbilder f~!([a,00)) Lebesgue-messbar, so sind wegen der Gleichung
(a,00) = Upenla + 1/k, 00) auch alle Urbilder f~*((a,00)) = Upen /' ([a + 1/k, 00)) schon
Lebesgue-messbar. Nach dem zuvor Gezeigten ist f dann Lebesgue-messbar.

Zu (b): Da f stetig ist, ist fiir alle A € T das Urbild f~!(A) offen, insbesondere Lebesgue-
messbar. Mit Aufgabe 5c¢) folgt, dass f~1(A) fiir alle A € A(T) = B(R) Lebesgue-messbar
ist, d.h. f ist Lebesgue-messbar.

Zu (c): Fiir a € R gilt

0, a>1,
Xa'((@,00) =49 A, acl0,1),
RY, a<O0,

und mit Teil (a) folgt die Behauptung.

Aufgabe 10) (Konvergenz von Integralen)

Seien f, fi: R* — R, k € N, Lebesgue-messbare Funktionen mit limy_, fr = f punktweise
fast {iberall. Zeigen Sie:

(a) Falls limy_yo0 [galfrldp = [galfldp < oo, so gilt

lim/fkduz/fdu
k—o0 E E

fir alle Lebesgue-messbaren Mengen E C R,

(b) Falls supye [gal fr? dp < oo, so gilt

lim/ fkng:/ fgdu
k—oo JRd R

fiir jede Lebesgue-messbare Funktion g mit [p.]g|* du < co.

Tipp: Man verwende einen Konvergenzsatz aus der Vorlesung fir gx := |fx| + |f| — |fx — flxE
in () baw. g := (|fi — f] — llg)% L € IN, in (b).
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Losung: Zu (a): Betrachte gi := |fx| + |f| — |fx — flxg = 0 mit limg_, o gr = 2|f|. Das
Lemma von Fatou liefert dann

2 [ Ufldu= [ tmintordp <tmin [ gedu=2 [ !f!du—hmsup/ F — flmdn,
Rd Rd k—oo k—oo JRd R4

also 0 < limsupy_, f]Rd|fk’ — flxedu <0, d.h. limg_, fRd|fk‘ — flxe dp = 0. SchlieBlich
folgt

‘/ fidu - fdu‘ 1= fldu 0.
Zu (b): Nach Voraussetzung gibt es ein M > 0 mit [pa|fx]* du < M fiir alle k € N. Mit dem
Lemma von Fatou gilt dann auch f]Rd| fl?dpu < M, denn

/|f2du:/ liminf]fk|2du§1iminf/ | fel?dp < M.
Rd Rd k—oo k—oo JRd

Mit der bekannten Ungleichung 2ab < a? + b? fiir a,b € R gilt |fr — f|* < 2|fe|? + 2|f|? und
somit

[ = P anr.

Betrachte fiir [ € IN die Funktionenfolge gx, := (|fx — f| — llg])? > 0 mit limy_,00 gr = [*|g|?.
Das Lemma von Fatou liefert dann

l2/ ]deu:/ liminfgkd,ugliminf/ gk dp
Rd Rd k—oo k—
< 4M+l2/Rd\g|2du—2lhmsup/ |fe = fllgldu,

also

. 4M
OSthUP/ |fie = fllgldp < —+ o T
k—oo JRA

Da [ beliebig war, erhalten wir im Grenziibergang I — oo, dass limy o0 [galft — fl|g|dp = 0.
Schliellich folgt

‘/mdfkgd”_/mfgd”' 5/]Rd|fk—f||g|dumo.

Blatt 6

Aufgabe 11) (Die Lebesguerdume)
Sei X C R? Lebesgue-messbar. Zeigen Sie:
(a) Falls u(X) < oo, so gilt LY(X,C) C LP(X,C) fiir 1 < p < ¢ < oo mit
1l < (XM7Y g, firalle  f e L9(X,0).

Bemerkung: Falls ;(X) = oo, so muss hier weder die Inklusion L?(X,C) C LP(X,C)
noch LP(X,C) C LY(X,C) gelten, sieche Vortrag 11).
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(b) Fiir 1 < pp < p < p1 < 0o mit % = 1p;09 + pil fiir ein 6 € (0,1) gilt die Inklusion
LPo(X,C)N LP(X,C) C LP(X,C) mit

Al < 1l £l fiir alle  f € L™ (X, €) N LPH(X, ©).
Tipp: Holdersche Ungleichung.

Losung: Zu (a): Setzep’ := % >1lund ¢ = ﬁ > 1, so dass
gilt dann |f|P € L¥' (X, C), also

I = [ 107 vutan) " ([ 4y’ wan)

=|fle

5 +2 =1.Fir f € LY(X,C)

(for)

=u(X)

[~

Y e

_b
— |12 () < .

Mit der p-ten Wurzel folgt dann die Behauptung.
Zu (b): Wir schreiben

1=1-02+ o2 |
Po P1
—— ~—~
::i<l ::$<1

Fir f € LP(X,C) N LP' (X, C) gilt dann

Holder / P
1915 = [ g ) "< ([ (1100w) )

([ ()" i)’
a-0)p Op

_ ( / Ifl”ou(dx))po - ( Jui u(da:>)“ — I OPI A1 < oo
X X

Daraus folgt die Behauptung.

[~
‘)—‘

~|
~|

Aufgabe 12) (Die Fouriertransformation)

Fir f € L'(R? C) definieren wir die sogenannte Fouriertransformation f:RY = C von f
durch

A

f&) = | fla)e™* u(dz),
R4
wobei & -z das euklidische Skalarprodukt der beiden Vektoren z und £ bezeichnet. Zeigen Sie:
(a) f ist gleichmiiBig stetig und beschrinkt mit supEeRd]f(ﬁ)] <|Ifl1-
(b) Ist fur alle j € {1,...,d} die durch = (x1,...,2q) — z;f(z) gegebene Funktion

Lebesgue-integrierbar auf R?, so ist f stetig partiell differenzierbar mit

0,59 == [ ayf (@) o).
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(¢) Ist speziell d = 1 und f € C*(R,C) N LY(R,C), k € N, mit fU) ¢ LY(R,C) fiir alle
j=1,...,k, so gilt

fO©) = (6 f(€), €eR, j=1,...k.

Insbesondere gibt es dann eine Konstante C' > 0 mit

1f)] < fiir alle &€ R.

14 ¢

Tipp: Partielle Integration. Dafiir zeige man zunéchst, dass lim|,|_,o f(7) = 0 gilt.

Bemerkungen: (i) f € C*(R,C) N L'(RR, C) meint hier, dass es einen Vertreter in der
Aquivalenzklasse von f gibt, der in C*(R, C) liegt.

(ii) Teil (c) gilt entsprechend auch allgemeiner fiir d € IN, der Beweis benétigt allerdings
ein paar technische Modifikationen (Satz von Fubini).

Losung: Zu (a): f beschrinkt:

=1
—~

f©) =1 / fl@)e S p(da)| < / F@)|u(d) = [l ¥ € RY.
R4 R4
f gleichmiBig stetig: Es gilt

e+ m)— f©) =/

(7€M e — e7i6) f(a) p(dw),
]Rd

-~

:e—ig.z(e—ih-x,l)

also

<2

~ ~ —_—
fe+n) = FO1< [ e lf@)] uds) 0
R’ WO vV

nach majorisierter Konvergenz, unabhéngig von &.

Zu (b): Die partiellen Ableitungen O, (f(z)e €)= —iz; f(z)e ¢ existieren fiir alle (z,&)
und alle j. Da |—iz; f(2)e™"¢| = |2;]|f(z)| und [galz;||f(z)|u(dz) < 0o Vj nach Voraus-
setzung, ist nun fiir jedes j die durch g(z) := |z;||f(z)| gegebene Funktion eine integrierbare
Majorante fiir die partielle Ableitung nach dem j-ten Argument.

Da fiir alle komplexwertigen Funktionen h: R? — C sowohl |[Re(h(z))| < |h(z)| als auch
Im(h(x))| < |h(z)| gilt, sind die Bedingungen aus Folgerung 5.16 fiir den Real- und Ima-
gindirteil von f(z)e %€ separat erfiillt. Somit sind die Integrale des Real- und Imaginirteils
(= Re(f) und Im(f)) separat partiell differenzierbar und folglich auch f mit den geforderten
partiellen Ableitungen. Mit Teil (a) folgt, dass diese partiellen Ableitungen auch stetig sind.



16
Zu (c): Zunéchst gilt lim |, f(z) = 0, denn

f@) — f0) " / £t £(t) p(dt)

.’174)00 (0,00)

nach majorisierter Konvergenz. Somit existiert ¢ := lim,_,~ f(x), und da f integrierbar ist
muss ¢ = 0 gelten. Analog folgt lim, o f(x) = 0.
Fiir jedes R > 0 gilt nun mit partieller Integration

R .
/ f(2)e 6% u(dz) = F(R)eEF — f(—R)eiST + i / fla az).
-R

Die ersten beiden Summanden auf der rechten Seite gehen hierbei fiir R — oo gegen 0. Mit
majorisierter Konvergenz erhalten wir daher

/]R () () = Jim. / F(@)e 6% p(da) = i€ / fa dz),

d.h. f/(g) = 1§f(£) Uber Iteration ergibt sich

fO©) = (€Y f(€) VEj=1,...k.

Insbesondere:

~ ~ — a)
L+ KFDIFOI=1FOI+ FPEOI < IfIh + 1P = C VEeR.
=[(i6)*|

Blatt 7

Aufgabe 13) (Cavalieri)

(a) Sei A C RY Lebesgue-messbar und p = (p/, h)? € R% x R = R mit h > 0 gegeben.
Der Kegel K(A) von A sei nun definiert durch

K(A):={tp+ (1 -t)(a,0)" |a € A, t[0,1]} c RI*.
Wir nehmen an, dass K (A) Lebesgue-messbar ist. Zeigen Sie mit Hilfe des Prinzips von
Cavalieri, dass

o (K(4) =

wobei jig und pg41 das Lebesguema auf R? bzw. R bezeichnet.

Md(A) )

(b) Zu R > 0 betrachten wir die Mengen

Z:={(z,y,2)T €eR® |22 +y>* <R?, —R<z2<R} (Zylinder)
K :={(z,y,2)l e R} |2 +9?> < 2%, —-R<2<R} (Kegel
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B:={(z,y,2)" € R’ |2® +y* + 22 <R’} (Kugel)
Zeigen Sie mit Hilfe des Prinzips von Cavalieri, dass

w(Z) = p(K) + p(B),

und folgern Sie mit Hilfe von Teil (a) noch einmal, dass u(B) = 47 R3/3.

Losung: Zu (a): Es gilt

KA ={t@,h)T+ 1 -t)(a,0)T |ac A tel0,1]}
={(tp +(1 —t)a,\tiL_/)T\a € Atelo,1]}

=T

_ {(%p’+ (1-%) a,a:)T la € A,z €[0,h]}.

Dalfiir definieren wir

Ko(A) = {y e BY| (y,2)T € K(A)} = { é%p’ +(1—%)alac A} ;Cois[c(.)’h]

Damit gilt

x x\d
Ha(Ka(4) = pa({(1 -7 ) alae A} = (1= 2)" pa(4),
mit Hilfe der Translationsinvarianz des Lebesgueschen Mafles und seines Verhaltens unter

lineare Abbildungen (Vortriige 7 und 8). Das Prinzip von Cavalieri liefert

T

h
s (K(A)) = /{O A ld) = ) | (=) a0 = )

h

d+1
Zu (b): Wir definieren

{(z,9)T € R? |22 +y2 < R?} z€[-R,R]

sonst ’

]
{(z,y)T e R?*|2? +y? <2’} z€[-R,R]
0

sonst ’

{ {(z,y)T e R? |22 +y? < R? - 2%} 2€[-R,R]
0

sonst

Dann, uz(B,) = m(R? — 72%) = us(Z.) — pe(K,) fiir alle z € [~R, R]. Das Prinzip von
Cavalieri liefert

ys(B) =2 /[0 NECSTOCEE /

o(Z:)u(dz) — 2 / 2 (B pu(d2) = ps(Z) — ia(KC).
[0,R]

[0, ]

Da p3(Z) = 2rR? und p3(K) = 2R (bei Anwendung des Teils (a)), gilt p3(B) = 2nR® —
27rR3 = 47R3
3 3w
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Aufgabe 14) (Faltung)
Seien f,g € L'(RY, C). Zeigen Sie:
(a) Die Zuordnung (x,y) — f(z — y)g(y) liefert eine auf R? x RY integrierbare Funktion.

(b) Es gibt eine integrierbare Funktion f * g € L'(R?, C) mit

/ flx—y)gy) p(dy) fir zeR? L,

und es gilt
1 glly < WAl llglly -
Bemerkung: Man nennt f x g die Faltung von f und g.

(c) Es gilt m = f - §, wobei © die aus Aufgabe 12) bekannte Fouriertransformation be-
zeichnet.

Losung: Zu (a): Die Funktionen (z,y) — f(z) und (x,y) — g(y) sind messbar und somit

auch (z,y) — f(z)g(y) und
/ / 2)|lg()|u(dy)u(dz) = [lgll | fll1 < oo.

Dann ist (x,y) — |f(x)||g(y)| integrierbar, und nach der Transformationsformel gilt auch,
dass (z,y) — f(z —y)g(y) integrierbar ist.

Zu (b): Nach Fubini ist (z,y) — f(z — y)g(y) doppelintegrierbar, womit die Existenz von
f = g folgt. Nun

£ 2ol = [ 1 =o)@lutan) < [ [ 15— n)llowlntnuts) = gl

Zu (c): Nach dem Satz von Fubini und der Transformationsformel gilt
@) = [ (rra@e @ nan = [ [ = ame unuts)
= [t = e e uange ey = f@a) ve e B

Blatt 8

Aufgabe 15) (Reihenwerte)

Berechnen Sie mit Hilfe der Substitution x = u—v und y = u+v das Integral fo 12 Tozg xy d(z,y)
und folgern Sie damit den Reihenwert

[e.9]

1
PRE

k=1

Tipp: Satz von Fubini und geschickte eindimensionale Substitution.
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Losung: Es gilt

| ) =[S ) )

(0,1)2 (0,1)2 k=0

k=
/ () u(d(z, )

071)2

(=]

’

~
M

mon. Konv.

M8

e
i

0

—~

Fugini i kdm
k=0
> (7

k=0

=~

o—
8

—|—H

2 >
1) =2 k2
Nun wir betrachten die Abbildung 7" : R? — R? mit

1 1
o= (120 =) (=07 B (E 7))
U+ v (% % ﬁ v
Damit beschreibt 7' eine Drehstreckung mit Skalierungsfaktor v/2 und Drehwinkel 45°. Au-
Berdem ist 7' bijektiv mit 771 (z,y) = (L3¢ u)T. Dementsprechend beschreibt 7! eine

2 0 2
Drehstreckung mit Skalierungsfaktor % und Drehwinkel —45°. Es gilt

[y

| det (DT (u, v))| = | det G _11> =2

und mit dem Transformationssatz erhalten wir

| ) = [ r—antdto)

(0,1)2 M

mit M :=T-1((0,1)?). Aus Symmetriegriinden und wegen Fubini gilt

% u 1 1-u
2 1 1
Tm gt =4 ] [ imprpdvdutd | ] oo gpded
M 0 0 % 0
% u 1 1—u
1 1 1 1
= / 1 5 / ——dvdu + 4/ 1 3 / ——dvdu

1 U
=4 | ——arctan [ —— | du
O/\/l—u2 <\/1—u2>
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1
+4/ ! t ( L —u )d
— arctan | —— u.
/ V1—u? V1—u?
2

Im ersten Integral substituieren wir u = sin(yp) und im zweiten Integral substituieren wir
u = cos(¢p) und vereinfachen die Integrale mit 1 = sin?(¢) + cos?(¢) und Additionstheoremen
zu

/ 1 lxyu(d(x,y)) = 40/2 \/11_7 arctan (\/iﬁ) du

(011)2
1
+4/ ! £ (1_“ >d
—— arctan E——— u
/ V1 —u? V1 —u?
2

arctan (sm(ga)) dep

1 — sin?(yp)

o3

cos(

%)
)V 1 — sin?(yp)

3 .
+4 sin(p) arctan <1COE(@)> dep

)V 1 — sin?(yp) 1 —sin?(yp)

s s

/ sin(y) f 2sin*(%)
= t d 4 t —— 27 |4
/ a“<cos<so>> o 0/ a“<2sin<§>cos<§>> 7

=4

Aufgabe 16) (Flicheninhalte)

Seien a,b,p,qg € R mit 0 < a < b und 0 < p < q. Durch die Menge
M = {(z,y)" € R?\ {(0,0)"} | pz < y* < gz, ay < a* < by}

wird ein krummlinig berandetes Viereck M C R* x R™ beschrieben. Skizzieren Sie M und
berechnen Sie seinen Fldcheninhalt mittels einer geeigneten Transformation.

Losung: Wir betrachten die Menge
= (7)€ RA(O.07) e <02 <0 ay <o <o

Z{@)G]RQ\{(QO)T}\PS?JQS%GS QSb}

T
x )



21

und definieren v := y; sowie u = x—; Wenn wir das umformen erhalten wir z = vu2v
und y = Vuw?. Wir definieren nun die Abbildung T' : (0,00)%? — (0,00)? mit T(u,v) =
(\3/ v, V uvz). T ist ein Diffeomorphismus mit 77! (z,y) = (‘%2 , %) und T'([a, b] x [p, q]) =
M. Mit

237 %Q/E 2\2  /1\? 1
|det DT (u,v)| = | det LofiE 2w ]:(3) _(3> =3
3 u 3 [

und dem Transformationssatz gilt

(M) = / st (@ y)uld(z, )
(0,00)2

Trafo. / (xar © T) (1, v)| det DT (w, v)| p(d(u, v))

(0,00)2

1
5 [ e o v)

(0,00)2
b ¢

ini 1
Fubi 3 / 1 dvdu

a p

= 36-a)a-»)

Blatt 9

Aufgabe 17) (Integrale)

Berechnen Sie die folgenden Integrale:
() [ /160 + 992 u(d(, y) mit B := {(z,5)" € R? | 22/9 +42/16 < 1}.
(i) fpe @) u(d(e,y)) mit F o= {(@,y)7 € R? | 22/4+y* < 1}.

(i) [, x? p(d(z,y,2)) mit G := {(z,y,2)" € R?| 92% + 4y* + 2* < 36}.
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Losung: Zu (i): Wir haben E = ¢(B ( )) mit dem Diffeomorphismus g: R? — R?,
g(u,v) = (3u,4v)T, mit det Dg(u,v) = 12. Mit der Transformationsformel folgt dann

/ 1622 + 9y2 p(d(z, y) —/ V16 - (3u2) + 9 - (4v)2 - 12 p(d(u, v))

= 144/ u? + v? p(d(u,v))

B1(0)
= 144/ Vr2 e p(d(r, @)

(0,1)x(0,27)

1
:M4a@/r%w:%m
0

wobeil wir fiir die dritte Gleichheit auf Polarkoordinaten transformiert und fiir die vierte
Gleichheit Fubini angewendet haben.

Zu (ii): Hier gilt F = g(B1(0)) fiir g: R? — R2, g(u,v) = (2u,v)T, mit det Dg(u,v) = 12.
Ahnlich wir fiir (i) berechnen wir dann

[ @) = [ 10 2w 0)
F B1(0)

:2/‘ e p(d(r, )
(0,1)x (0,27)

=2.27 /1 re 4" dr = 7%(1 —e)
0 2 '

Zu (iii): Diesmal haben wir G = g(B1(0)) fiir g: R3 — R3?, g(u,v,w) = (2u, 3v,6w)T, mit

det Dg(u,v,w) = 36. Mit der Transformationsformel, Kugelkoordinaten und Fubini berechnen
wir wie zuvor

/Gx2 w(d(z,y,2)) = / 4u? - 36 pu(d(u,v))

B1(0)
= 144/ 2 cos® pcos? 0 - % cos O p(d(r, ¢, 0))
(0,1)x(—m,m)x(—m/2,m/2)

1 s /2 192
:144/ r4dr-/ coszgodcp-/ cosgﬁdez%.
0

-7 —7/2
Aufgabe 18) (Mannigfaltigkeiten)

Zeigen Sie die folgende Charakterisierung fiir Mannigfaltigkeiten: Eine Teilmenge M C R" ist
genau dann eine C*-Mannigfaltigkeit der Dimension d, wenn es fiir jeden Punkt p € M eine
offene Menge W C R™ mit p € W und eine C*-Abbildung F': W — R"¢ gibt derart, dass

WnM=F'{0})

gilt und DF(p): R™ — R"~ % Rang n — d hat.
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Lésung: ,=“:Seip € M. Nach Voraussetzung gibt es eine C*-Karte ¢: U — U’ mit U € M
offen, p € M, U’ C R? offen. Das Begradigungslemma liefert dann einen Diffeomorphismus
O: W — W mit W C R*offen, pe W, WNM c U, W C U x R"% offen und ®(x) =
(¢(z),0)7 fiir alle x € WNM. Dem Beweis des Begradigungslemmas folgend hat ®~1 dabei die
Form @~ Y(y, 21,...,2n_q) = ¢ ' (y)+2101+- -+ 2,_qUn_q mit gewissen Vektoren vy, ..., v,_q.
Insbesondere ist @1 eine C*-Abbildung, also ® ein C*-Diffeomorphismus.

Ferner gilt ®(W N M) = W' N (U’ x {0}). Die Inklusion ,,C*“ folgt dabei direkt aus dem
Begradigungslemma und fiir die Inklusion ,,D“ beobachten wir fiir (y,0)” € W’ mit y € U’,
dass @ 1(y,0) = p Yy) e WNU C WN M.

Setzen wir also F' := II o ®, wobei II die Projektion auf die letzten n — d Komponenten
bezeichne, so weist F' die geforderten Eigenschaften auf.

,<%“: Sei p € M und F wie angegeben. Gemif Satz 9.7 ist dann W N M = F~1({0}) eine
Ck-Mannigfaltigkeit der Dimension d. Damit gibt es eine C¥-Karte ¢: U — U’ von W N M,
wobei U’ € R? offen und U eine in W N M offene Umgebung des Punktes p ist. Da W offen
in R"™ ist, ist U auch offen in M, so dass ¢ sogar eine Karte von M ist. Da p € M beliebig
war, ist M damit eine C*-Mannigfaltigkeit der Dimension d.

Blatt 10

Aufgabe 19) (Lokale Parametrisierungen)

Sei M C R™ eine C*-Mannigfaltigkeit der Dimension d, U C R? offen und ¢: U — M eine
injektive C*-Abbildung derart, dass Dt (z) hat fiir alle z € U Rang d hat.

(a) Zeigen Sie, dass ¥(U) = SN M fiir eine offene Menge S C R" gilt und v~ 1: ¢(U) — U
stetig ist.

Tipp: Zeigen Sie zunichst, dass (U) offen in M ist. Hierfiir konnen das Begradigungs-
lemma und der lokale Umkehrsatz aus Analysis II hilfreich sein.

Bemerkung: Damit ist 1~! eine Karte von M und ¢ entsprechend eine lokale Para-
metrisierung von M.

(b) Muss ¥~ 1: ¥(U) — U noch stetig sein, wenn auf die Voraussetzung verzichtet wird,
dass M eine Mannigfaltigkeit ist?

Losung: Zu (a): Es geniigt zu zeigen, dass ¢(U) offen in M ist. Analog ist dann fiir alle
offenen U’ C U auch ¥ (U’) offen in M (U durch U’ ersetzen) und ¢~': ¢(U) — U somit
wegen 1) = (p~1) 7! stetig, vgl. Vortrag 2.

Sei also p = ¢¥(q) € ¥(U) mit ¢ € U. Da M nach Voraussetzung eine Mannigfaltigkeit ist,
gibt es eine CF-Karte o: M NW — (W N M) C R? mit einer offenen Umgebung W c R®
von p. Das Begradigungslemma liefert dann einen Diffeomorphismus ®: W — W’ mit offenen
Mengen W, W' C R™ mit p € W € W und ®(z) = (¢(z),0)7 fiir alle z € W N M. Da 1
stetig ist, ist nun U := d)_l(V~V N M) C U eine offene Umgebung von ¢. Mit der Projektion
II: R® — R? auf die ersten d Komponenten ist schlieBlich o := po)|g =Modor|y: U — R
eine injektive CF-Abbildung.
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Wir zeigen, dass Da(q): R? — R bijektiv ist. Dazu beobachten wir, dass das Bild von Dv(q)
nach Voraussetzung Dimension d hat. Da ® ein Diffeomorphismus ist, hat dann auch das Bild
von D(® 01)(q) Dimension d. Nun ist das Bild von D(® o 1)(q) nach Wahl von ® aber eine
Teilmenge von R? x {0}, stimmt aus Dimensionsgriinden also mit R% x {0} iiberein. Fiir o
bedeutet das, dass das Bild von Da(qg) mit R? {ibereinstimmt. Damit ist Da(q) surjektiv,
also auch bijektiv. R

Nach dem lokalen Umkehrsatz (siehe Analysis IT) gibt es nun offene Umgebungen U c U von
qund V C R? von a(q) derart, dass o & — V ein Diffeomorphismus ist. Insbesondere ist dann
Y(U) = o= 1(V) offen in M mit p € ¥(U) € (U), d.h. ¥(U) ist in M offene Umgebungen
von p in ¥(U). Da p € ¥(U) beliebig war, ist also ¢(U) offen in M. Dies schliefit den Beweis
ab.

Zu (b): Ohne die Voraussetzung, dass M eine Mannigfaltigkeit ist, muss ¢~': (U) — U
nicht stetig sein. Betrachte dazu zum Beispiel die Abbildung v: (—1,27) — R? mit

B (to)T’ te (—170]7
v {(sint, 1—cost)’, te€(0,2m).

Es ist leicht nachzupriifen, dass 1 eine injektive C!-Abbildung ist, fiir die D1 iiberall Rang
1 hat. Die Umkehrabbildung ¢~!: ¢((—1,27)) — (—1,27) ist jedoch nicht stetig, denn fiir
jede offene Umgebung W C R? von (0,0)7 = (0) enthiilt =1 (W N M) sowohl Punkte in der
Nihe von 0, als auch Punkte in der Nihe von 27 (Skizze!). Tatséchlich ist M := ¢ ((—1,27))
auch keine Mannigfaltigkeit, wie man mit einer dhnlichen Beobachtung sieht.

Aufgabe 20) (Antisymmetrische Bilinearformen)

Fiir v € R3\{0} sei E, := {u € R? | u-v = 0} die Menge aller Vektoren in R?, die senkrecht auf
v stehen. Ferner sei IT,,: R? — E, mit 1T, (u) = u— (u-v/|v|)v/|v| die orthogonale Projektion
auf F,. Hierbei stehen - und |-| fiir das euklidische Skalarprodukt und die zugehorige Norm
in R3.
Wir definieren nun die alternierende 2-Form B, : R3 x R3 — R durch
B, (u,w) := det(v, I, (u), II, (w)).
(a) Veranschaulichen Sie | B, (u,w)| als Volumen einer geeigneten Menge P C R3.

(b) Zeigen Sie, dass

B, (u,w) = det(v,u,w) fiir alle u,w € R3.
(c) Bestimmen Sie eine Matrix A, € R3*3 mit

B,(u,w) = u- (A,w) fiir alle w,w€R>.

(d) Verifizieren Sie, dass €1 A €2 = Be,, €1 A €3 = —B,, und €3 A €3 = Be,, wobei e, €9, €3
die Standardbasis von R? und ey, €2, €3 die duale Basis von (R3)* bezeichnen. Stellen
Sie damit B, als Linearkombination der Formen €1 A €2, €1 A €3 und e A €3 dar.

(e) Schreiben Sie B, in der Form B, = w; A we mit 1-Formen w; und wo.
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Losung: Zu (a): |By(u,w)| entspricht dem Volumen des von den Vektoren v, II,(u) und
I, (w) aufgespannten Spats P. Dazu betrachten wir die lineare Abbildung a: R* — R? mit
e = v, eg — I, (u) und e3 + II,(w). Dann gilt P = a(Q) mit Q = (0,1)3 und somit
us(P) = |det a|us(Q) = |deta| = |By(u,w)|. Dies entspricht zudem dem um die Lénge
von v skalierten Flicheninhalt des von den Vektoren II,(u) und IT, (w) in E, aufgespannten
Parallelogramms.

Zu (b): Wegen u = IT,(u) + (u-v/|v|[*)v und w = I, (w) + (w-v/|v|*)v folgt mit Rechenregeln
fiir Determinanten

By, w) = det(v, T (u), 1y (w)) = det (1,11, (u) + (%)u I, (w) + (%)u)

= det(v, u,w).

Zu (c): Mit Hilfe von Teil (b) berechnet man leicht B, (e1, e2) = det(v, e1, e2) = v3 und analog

By (e1,e3) = —vo und B, (ea,e3) = v1, wobei v = (v1,v9,v3)T. Damit ergibt sich A, € R3*3
zu
0 Vs —U9
A,/ = —U3 0 %41
V9 —11 0

Zu (d): Mit der Definition des Dachprodukts erhalten wir

0 uyp Wi
(e1 A €2)(u, w) = det <Zl Zl> =det [0 uy wa| = Bey(u,w).
2 2 1 us ws

Die anderen beiden Identitéten (e; A €3)(u,w) = —Be,(u, w) und (€2 A €3)(u, w) = Be, (u, w)
sieht man analog. Da v +— B, nach Teil (b) linear ist, erhalten wir so

B, =v1Be, + 128, +v3B., = v1€2 N\ €3 — 12€1 N €3 + 1361 N €g.

Zu (e): Wir ergéinzen v zu einer Basis (f1, fo, ) von R? mit det(v, f1, f2) = 1. Sei (w1, w2,n)
die zugehorige duale Basis von (R3)*. Dann gilt B, = w; A ws. Da beide Seiten multilinear
und alternierend sind, geniigt es dies auf einer Basis nachzuweisen. Zum Beispiel

(w1 Awa)(f1, f2) = det <(1) (1)> =1 =det(v, f1, f2) = B,(f1, f2)

und

(w1 Aw2)(f1,v) = det <(1] 8) =0 = det(v, f1,v) = B,(f1,v).

Fiir die anderen Kombinationen (fa2,v), (f1, f1), (f2, f2) und (v, v) verschwinden beide Seiten
analog.
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Aufgabe 21) (Rechnen mit Differentialformen)

(a) Sei wy = dxg Adxs, we = x1dzs A drg und wy = dag A dr? mit 72 = 2% + 23 + 2. Seien
ferner p = (2,0,0)T, ¢ = (1,1,1)" und n = (1,2,3)T. Berechnen Sie

w;(p)(&,m)
fiir j = 1,2, 3.
(b) Sei wy = 222dx1 + (71 +22)dzs und we = 23dx) +22w3dws — (% +2%+23)d23. Berechnen

Sie die d&uBleren Ableitungen dwy, dws und d(wq Awsg) und verifizieren Sie so die Identitét
d(w1 A WQ) = (dwl) ANwo — w1 A (dWQ).

Losung: Zu (a): Es gilt

wy = das Ad(z? 4 23 + 23) = —2(z1dzy 4 zodzs) A dzs.

Damit erhalten wir

w1 (p)(€,17) = (s A darg) (€, 77) = det G 3) _

ap)(6.1) = 2y Adaz) o) = 24 (] 5) = =2

w3(p)(§,n) = —(2(2dx1 + 0dz2) Adx3)(€,n) = —4(dw1 A dxs)(§,m) = —4det G ;) — _8.

Zu (b): Wir erhalten die Ableitungen
dw = d(2x%dx1 + (1 + x2)dxs) = dzy A dxy
dwy = zodzg A dxg — (221dxy + 2x9dxs) A dzg = —221d2y A dog — 3zedze A dxs.
Mit
w1 Awy = (223dxy + (21 + 29)dxs) A (23day + zoxszday — (22 + 23 + 23)das)
= (2232013 — 23 (21 + x2))dxy A dxo — 227 (23 + 23 + 23)dzy A das
— (z1 4 o) (2?3 + 23 + 23)dxs A da3

ergibt sich

d(wi Awe) = 2x%x2dx3 Adxy Adxy — 4x%:c2d:1;2 Adzy A dxs
— (21 + 23 + 25 + 221 (21 + 22))dzy Adzg Adas

= (6%‘%.%2 — 333% — x% — CL‘% — 2x129)dxy A dxe A ds.
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Betrachte nun
(dwl) N wy = (d{L‘l AN dl’g) N wo = —(SL‘% + IL‘% + l’g)dl‘l Adzo A dxs
und

w1 A (dwe) = (Qx%dxl + (21 + x2)dze) A (—2x1dz1 A dzg — 3xodas A das)
= —6z3xodxy A dag A drs — 221 (21 + 22)dws A dzy A das
= (76:5%3:2 + 2x1 (21 + z2))dz A dag A dzs.

Die gewiinschte Identitét folgt nun sofort durch vergleichen der beiden Seiten.

Aufgabe 22) (Geschlossene und exakte Differentialformen)

(a) Untersuchen Sie, ob die 1-Form dz; + 2zodzy + 3x§dx3 exakt ist.
(b) Finden Sie fiir die 3-Form w = 12222325 dz1 A dog A dzg eine 2-Form ¢ mit w = dé¢.

(c) Finden Sie eine 1-Form ¢ mit d¢ = x3dx; A dzg + dag A dzs.

Losung: Zu (a): Suche ein f : R® — R mit gradf(z1,z2,23) = (1,222,323, 2.B.
f(z1,29,23) = 21 + 23 + x3. Dann gilt df = w, also ist w exakt.
Zu (b): Ansatz:
¢ = udxy A dxg + vdx; A des + wdzy A dzs
Dann ergibt sich
d¢ = Ozudxs A dxq A deg + dovdas A day A dag + dywday A daes A dog
= (O3u — Ov + Dyw)dxy A dze A dxs L w,

also 12x3x3x4 = div(w, —v,u)T, zB. u=v =0 und w = [ 1223 23z3dz.
Also z.B. ¢ = 4r3x3ridag A dzs.
Zu (c): Betrachte

do ; r3dxr1 Adzs + dxs Adzg = (.ngaﬁ + dZL‘g) ANdzs = d(.rgl‘l + xg) Adzg

mit ¢ = (1‘3:(}1 + 372)(1.%'3.

Blatt 12

Aufgabe 23) (Diffeomorphismen von Mannigfaltigkeiten)

Sei M C R" eine C*-Mannigfaltigkeit der Dimension d und g: R* — R" ein C*-Diffeomor-
phismus. Zeigen Sie, dass dann g(M) ebenfalls eine C¥-Mannigfaltigkeit der Dimension d ist.
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Losung: Seip = g(q) € g(M) mit ¢ € M. Da M eine Mannigfaltigkeit ist, existiert eine
Ck-Karte o: WNM — U’ ¢ R* mit ¢ € W C R" offen und U’ offen. Setze W := g(W) mit
pE W und W offen, da g ein Diffeomorphismus und somit auch ein Homdomorphismus ist.
Definiere dann ¢ := goog_l\wmg(M): WNg(M) = U'. Wegen p~' = gop~1: U — Wng(M)
und da g ein C*-Diffeomorphismus und ¢ eine C*-Karte ist, ist dann ¢ eine C*-Karte von
g(M) um p, wobei D@~ ! in allen Punkten von U’ wieder Rang d hat. Da p € g(M) beliebig
gewithlt war, ist g(M) somit eine C*-Mannigfaltigkeit der Dimension d.

Aufgabe 24) (Das Mdobiusband)
Sei f: R? — R definiert durch

cos(ip) (14 rcos(%))
f(r,@) := | sin(e) (1 +rcos(%))

rsin(¥%)

Das Mobiusband M C R? ist dann gegeben durch

M = {f(r,go) ‘ re (—32) goE]R}.

(a) Zeigen Sie durch Angabe von lokalen Parametrisierungen, dass M eine C*-Mannigfal-
tigkeit der Dimension 2 ist. Begriinden Sie insbesondere die Stetigkeit der jeweiligen
Inversen!

(b) Sei M := f({0} x (0,27)) C M. Bestimmen Sie eine von p € M abhiingige Basis
(egp ), egp )) des Tangentialraums T),(M).

(c¢) Durch
®) o @)

v: M — R3, v(p) ::%
lex” x ey

ist in jedem Punkt p € M ein auf T, »(M) senkrechter Vektor gegeben.
Zeigen Sie, dass v nicht zu einem stetigen Einheitsnormalenvektorfeld von M im Sinne
von Definition 12.19 des Skriptes fortgesetzt werden kann.

(d) Folgern Sie aus (c) noch einmal, dass M nicht orientierbar ist. Verwenden Sie hierfiir,
dass es in einer orientierbaren Mannigfaltigkeit ein stetiges Einheitsnormalenvektorfeld
gibt, vgl. Satz 12.23 des Skriptes.

Losung: Zu (a): Betrachte die Parametrisierungen

cos (1 +rcos )
ViU = RE, ahi(r, ) i= sing(l+rcos¥) | €M, j=1,2,

in®
TSlIl2
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mit U7 = (—1/2,1/2) x (0,27) und Uy = (=1/2,1/2) x (=, 7). Dann gilt ¢; € C* und
wegen f(r,0) = (1+7,0,0)7, f(r,27) = (1 = 7,0,0)", f(r,m) = (=1,0,r)" und f(r,—7) =
(=1,0, —r)" gilt
, 13 r
Bild iy = M\ ([2 2] < {0} x {0}) ,

pid g =30\ (1-1hx 0 [-2.2])

so dass beide Bilder offen in M sind und M = Bild ¢; U Bild ¢ gilt.
Mit diesen Parametrisierungen gilt

cos p cos § —sinp(1 +rcos %) — L cos psin ¥ Ar, )
Dij(r,p) = | singpcos § cosp(l+rcos ) — Esingsing | =: ( © ’r(’p ¢>
sin £ L cos ¥ Sty 26087
mit
detA(r, ¢) = cos? @ cos g(l + rcos %) = gsinnpcoscpsin % cosg
+ sin? ¢ cos g(l + rcosg) + %singpcoscpsin%cos%

= cosg(l + cosg) # 0 falls p # .
>0

Auflerdem ist
0 3
Diy(r,m) =10 -1
1 0

Somit hat D1;(r, ¢) stets Rang 2.
Wir zeigen jetzt, dass v; injektiv ist. Sei dazu (11, 1) = 1;(ra, ¢2). Fiir 22 +y? auf beiden
Seiten gilt dann (1+ 71 cos 5-)? = (1473 cos %2)?, und da das innere beider Quadrate positiv

ist, folgt daraus 1 4 rjcos 5 = 14 rycos £2. Somit sind die zweiten Faktoren der x und
y-Koordinaten auf beiden Seiten gleich, und es folgt cosp; = cos s sowie sin ¢ = sin o.
Aus der Eindeutigkeit der Polarkoordinaten folgt dann ¢; = (o und iiber 1 + r; cos% =

1 + rocos 2 somit auch ry = ro.

Jetzt zu den Inversen der Parametrisierungen:
Zu p = (z,y,2)T € ¢;(U;) gibt es genau ein ¢ € (0,27) bzw. ¢ € (—m,7) mit cosp =
\/z;Cer? = Hrﬁos% und singp = 4 — = Y Dabei hingt ¢ stetig von z und y ab,

2 +y2 1+rcos & °
was aus der Stetigkeit der Umkehrabbildung fiir Polarkoordinaten folgt.
r =r(x,y,z) ldsst sich nun wie folgt bestimmen:
j=1: sin £ # 0 und somit ist r = siIf% stetig in (x,y, 2), da ¢ = p(z,y) stetig ist.
z24+y2—1
cos &

j=2: cos § # 0 und somit ist r = stetig in (z,y, 2).

Insgesamt ist somit w;l stetig.
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Zu (b): M liegt in Bild ¢;. Ferner gilt (0, ) = (cos ¢, sin ¢, 0)” und

cos @ cos 7 —sing
D1(0,p) = | sinpcos § Cos
sin £ 0

Also bilden fiir p = (cos ¢, sing, 0)” € M mit ¢ € (0,2r) die Vektoren

cos p cos & —singp
) — | sinpcos & e — | cos
1= ¥ 3] € = Y
sin £ 0

eine Basis von T, M. Um die Basis in Abhéingigkeit von (z,y, z) zu schreiben, muss cos § in
Abhiingigkeit von 2 = cos ¢ und y = sin ¢ berechnet werden. Es gilt cos® £= %(2 + 2cos ),

und fiir ¢ € (0,27) gilt cos § > 0 genau dann wenn sing > 0. Damit besteht die Basis fiir
p = (x,y,0) € M aus den Vektoren

5(£V2 + 22) —y
W= | 5(EV2+22) | W | o

\/1-3(1+2) 0

wobei die ”+”-Version fiir y > 0 und die ”—"-Version fiir y < 0 gilt.
Zu (c): Der Vektor

—sin £ cos ¢
®) o (P) _ ; in &
e;’ X ey = | —singsing
cos &
hat Norm 1, somit ist v(p) = egp) X egp).
Es gilt

imv = T D7 = lim v
;\0 (wl(ov(p)) (0,0, 1) 7é (0707 1) 4)01/(2” (%(07 90))7

aber

lim 1 (0, 0) = (1,0,0)" = lim 11(0, ¢),
@\Owl( ¢) = ( ) W%wl( ©)

und somit folgt die Behauptung.

Zu (d): Angenommen, M wire orientierbar. Nach der Vorlesung existiert dann ein C*~1-
Einheitsnormalenvektorfeld p auf M. Da dim T,M = 2 gilt, v und p stetig sind und v(p)
und p(p) beide fiir alle p € M senkrecht auf T,M stehen, muss v = pl g oder v = —p|;
gelten. Da £y, aber offensichtlich stetig auf A fortsetzbar ist, namlich zu dpu, ist dies ein
Widerspruch zu (c).
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Aufgabe 25) (Das Tangentialbiindel)

Sei M C R™ eine C*-Mannigfaltigkeit der Dimension d. Das Tangentialbiindel TM von M ist
definiert durch
TM = | J {p} x T,M C R*".
peEM
Zeigen Sie, dass TM eine C*~1-Mannigfaltigkeit der Dimension 2d ist.
Tipp: Man konstruiere aus Karten von M entsprechende Karten von T'M.

Bemerkung: Ebenso kann man zeigen, dass das Kotangentialbiindel

T°M = | J{p} x T; M
peEM

eine C*~!-Mannigfaltigkeit der Dimension 2d ist.

Losung: Sei (p,v)T € TM. Dann gibt es eine Ck-Karte o: W N M — U’ C R? mit W
offen und p € W und eine C*-Abbildung F: W — R? mit F|wnar = @lwran (Fortsetzung der
Karte ¢; dazu im Zweifel W verkleinern).

Wir definieren ¢: (W x R") N TM — R? x R? = R?? durch ¢(q,u) := (p(q), w)” mit

w = (Typ)(u) = (DF(q))(u), also (Dp™ (p(q)))(w) = u.
Dabei gilt (W x R") NTM = U, cwrnia} x TyM, also

(W xRYNTM)= | ] o({a} xT,M)= [J {e(@)} xR =0’ xR,
qgEWNM qgEWNM

wobei die vorletzte Gleichung gilt, da Typ: TyM — R? ein Isomorphismus ist.

Ferner: ¢: (W x R)NTM — U’ x R ist bijektiv mit ¢~1(p/,v") = (o~ (p'), Do~ (p')(v')T.
Offenbar ist ¢ stetig und ¢—': U’ x R — (W x R*) NTM eine C*¥~1-Abbildung, da ¢! eine
Ck-Abbildung ist. AuBerdem hat

—1/. 7 1\ _ DQ@_l(p,) 0
D¢~ (p',v') = < « D(pfl(p/) >

Rang 2d, da Dy ~!(p’) Rang d hat. Also ist ¢ eine C*~'-Karte von TM um (p,v).

Aufgabe 26) (Zuriickziehen von Differentialformen)
Seien U,V C R” offen und ®: U — V stetig differenzierbar. Dann gilt
O*(dzy A -+ Adxy) = (det DP)dxy A -+ A day,.

Fiihren Sie den Beweis dieser Aussage aus dem Skript (Lemma 12.11) aus mit einer ausfiihr-
lichen Begriindung der einzelnen Schritte. Erstellen Sie eine Liste der verwendeten Objekte
und geben Sie an, wo diese definiert sind.
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Losung: Seien @ = (®1,...,9,): R*">U -V CR", pc U und ey,...,e, € R" mit
ej = (0,...,0,1,0,...,0)T, wobei 1 an j-te Stelle steht. Sei ferner ey, ...,&, € (R")* die zu
e1,...ep duale Basis, d.h. gj(e;) = ;1.
Nun ist D®(p): R" — R" die Ableitung von ® in p mit Jabobi-Matrix (0;®x(p)),;. Ferner
seien
o*: (V= A"(R"M*) —» (U — A"(R™)Y),

(D®(p))* : A"(R™)* = A" (Top) V)" — A"(R")" = A"(T,U)",
und sei dzy A ... Adzy: U/V — A"(R™)* die Top-Form auf U bzw. V.
Es gilt

(@ day A -~ Adan)(p)(er, - en) "2 ((DB(p))*(day A .. Adan)(@(D)))(ers - -, en)

= ((D2(p))*(e1 A ... Nen)) (€1, en)

Def. von:(D‘?(p))* ELA ... A En(DCI)(p)el, R 7D(I>(p)6n)

= A Aen(D10(p), ..., 0, (p))

81@1(}?) e 8n<131(p)
Def von Dachprod. . X
= det

NPn(p) ... OnPn(p)
= det((9;Pk(p))k,;) = det D (p) - 1

= (det D®)(p)er A--- ANepler, ..., en)

= ((det D®)dzy A --- Adzy)(p)(et, ... en).

Dann folgt die Behauptung aus der Eigenschaft, dass die Formen multilinear und alternierend
sind.

Blatt 14

Aufgabe 27) (Rotationskorper)

Sei f:[1,00) — (0,00) stetig differenzierbar. Es bezeichne V; € R? die Menge, die durch
Rotation des Subgraphen

Iy ={(z,y,2)" €eR® |z € (1,00),y=0,0< z < f(z)}

um die z-Achse entsteht. Ferner bezeichne M; = 0V} \ ({1} x R?) die zugehérige Mantelfliche,
vgl. Vortrag 18 von Blatt 9.

(a) Bestimmen Sie ein Einheitsnormalenvektorfeld v auf M;. Zeigen Sie ferner, dass V;
endliches Volumen hat, wenn das Integral

/Mf det(v, -, )

einen endlichen Wert hat.
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Bemerkung: Das obige Integral kann als (orientierter) Flicheninhalt der Mantelfldiche
M interpretiert werden. Damit hat der oben beschriebene Rotationskérper V also
endliches Volumen, wenn seine Oberfléche endlich ist.

(b) Sei speziell f(z) = 1/x fir x > 1. Zeigen Sie, dass V} endliches Volumen hat, aber das
Integral aus (a) keinen endlichen Wert hat.

Losung: Zu (a): Analog zu Vortrag 18: My = F~'({0}) mit F: (1,00) x R* — R,
F(z,y,2) = y* + 22 — f(x)% Ferner gilt VF(z,y,2) = (=2f(x)f'(z), 2y, 22)T mit

IVE(z,y, 2)|I” = 4(y* + 2% + f(2)*f'(2)?) = 4f(2)*(1 + f'(2)?) fir (z,y,2)" € My. Damit
erhalten wir das Einheitsnormalenvektorfeld

_ VF(x,y,z) _(_ f(x) y z !
IVE(z,y,2)| VI+ (@2 fla)/I+ f(@)? fa)y/1+f()?)

Betrachte nun die lokalen Parametrisierungen

v(z,y,2)

Y U; — R3, iz, ) = (z, f(x) cos g, f(x) sinap)T
mit U; = (1,00) x (0,27), Uz = (1,00) x (—m, ). Hierbei gilt

Bups (2, 9) X Dotpr(,0) = ... = (f(&) (), — (2) cosig, — () sin )T
= —[|O11 (2, 0) X Dop1(, )| - v o1 (x, p).

Nun ist 1, ' (M \ Bild¢1) = (1,00) x {0} eine Nullmenge in R?, und wir erhalten

/ det(v, ) = / det(v, ) = [ wi(det(v, "))
My 1 (Ur) Ux
:/ <VO¢1(‘T790)781¢1($790) X 821#1(56,(,0)) d($7g0)
(1,00) x(0,27)
- 1011 (2, 0) X Batin () | Az, )
(1,00) x(0,27)
-/ F@VIT Faldwe) = -2n [ fa)V/TT PP,
(1,00) x(0,27) 1
Hierbei haben wir Vortrag 25 bzw. 26 und in der letzten Gleichheit Fubini benutzt. Nun gilt
X d X
2= 107 = | [ grwra < [l
< 2/ FOVTF P2 dt = —1/ det(v,-,-) < oo,
1 s

My

also

c:= sup f(z)<oo.
z€(1,00)
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Daraus folgt mit dem Prinzip von Cavalieri, dass

[ i goonte=s [ wtae <re [~ rras

;-277/1 f(x)\/1+f’(x)2dx:—2/ det(v,-,-) < oo,

My

ps(Vy)

IN

womit die Behauptung gezeigt ist.
Zu (b): Dem Beweis von (a) folgend gilt pu3(Vy) = 7 [ = Ldr = 7 < oo, und mit f'(z) = —-L

ferner
*1 1 *1
- det(v,-, ) =2m —\/1+ —dz>27 —dz =00
Mf 1 xT e 1 xT

Aufgabe 28) (Die Gramsche Determinante)

Sei M C R™ eine C*-Mannigfaltigkeit der Dimension d. Fiir eine lokale Parametrisierung
Y: U — M von M heifit die Funktion gy : U — R mit

9y (q) = det((Dv(q))" Dv(q)) = det(((9;4(q), Oeto(a))) k)

die zu ¢ gehorige Gramsche Determinante.

(a) Zeigen Sie im Fall n = 3 und d = 2, dass gy(q) = ||01¢(q) x 929(q)||* gilt.

U c R? offen und f: U — R eine C*-Abbildung. Sei ferner
€ U} ¢ R**! die zugehorige Graphenfliche mit globaler Para-
M

, ¥(q) = (q, f(q))T. Zeigen Sie:

(b) (Graphenﬂachen) Sei
= {(g, f(@)" | ¢

metrisierung P: U —

96(q) =1+ IV ().

Tipp: Man zeige zundichst det(Eyp + uu’) = 1+ v’ fir u € R mit der k x k-
Einheitsmatrix Fj. Dazu schreibe man

Ek 0 Ek+UuT u Ek 0 o Ek u
ul 1 0 1/ \=u? 1)~ \o0o 1+4%u/)”

(c) (Rotationsflichen) Sei M die Mantelfliche aus Aufgabe 27a). Bestimmen Sie die Gram-
sche Determinante zu einer von Ihnen gewihlten lokalen Parametrisierung von M.

Bemerkung: Die Gramsche Determinante spielt eine zentrale Rolle bei der Integration auf
Mannigfaltigkeiten.
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Losung: Zu (a): Berechne

T 2 T
= (SR o ) - (SO O

= [019(@) 71620 () |1 = (219(9) T B20(0))? = [|919(q) x Dot (q)[|*.
Dabei wurde in der letzten Gleichheit die Identitiit ||ul/?||v]|? — (ufv)? = |lu x v|? benutzt.
Diese lésst sich leicht durch Ausschreiben beider Seiten verifizieren.
Zu (b): Die Matrixgleichung aus dem Tipp folgt durch direktes Nachrechnen. Anwenden der

Determinante auf beide Seiten dieser Gleichung liefert die Identitst det(Ey, +uu’) = 1+ulu,
da det By = 1 ist. Nun gilt

also

Ey
V)T

Die obige Identitit mit u = V f(q) liefert dann

D) D) = (Bx V(a)) ( ) — B+ V@V (@)

ge(@) =1+ [IVF(g)ll,

also die zu zeigende Behauptung.
Zu (c): Fiir ¢ aus Aufgabe 27a) folgt mit Teil (a), dass

(@) = [0191(a) x D1 (@)|* = f(2)* (1 + f'(2)?).

Hierbei haben wir die Identitét [|0141(q) X 9201 (q)|| = f(2)\/1 + f'(z)? aus den Berechnun-
gen zu Aufgabe 27 (a) verwendet.



