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Kapitel 1

Newtonsche Mechanik und
Grundbegriffe der
Mechanik

1.1 Allgemeine Vorbemerkungen

Das Thema des ersten Teiles der Vorlesung ist die theoretische klassische, nicht-
relativistische Mechanik.

Klassisch bedeutet hier im Gegensatz zur Quantenmechanik, d. h. wir beschéaftigen
uns mit makroskopischen Teilchen mit grolen Abstinden x verglichen mit ato-
maren Groéfenordnungen, die beispielsweise durch den Bohrschen Atomradius
ag gekennzeichnet sind.

x> ap,
h 1.
ap = =5-10""m=-A.
MeCO 2

Die zur Charakterisierung atomarer Gréfien iiblicherweise verwendeten Einhei-
ten sind das Nanometer bzw. das Angstrom:

1A =10""m,

1nm = 10""m.

Sichtbares Licht beispielsweise hat Wellenldngen im Bereich von 380 nmm—750 nm.

Nichtrelativistisch bedeutet, dass die typischen Geschwindigkeiten deutlich
kleiner sind als die Lichtgeschwindigkeit: v < ¢ = 3 - 10®m/s = 300000 km/s.
Die hier besprochene Mechanik ist der Grenzfall der relativistischen Mechanik,
die wir am Ende der Vorlesung in Teil III behandeln werden. Die Physik bei klei-
nen Abstinden wird im n#chsten Semester in der Quantenmechanikvorlesung
besprochen.

Was bedeutet nun theoretische Mechanik? Ganz allgemein gesagt versucht
man in der theoretischen Physik ausgehend von wenigen fundamentalen An-
nahmen Phiénomene zu erkldren bzw. Vorhersagen iiber den Ausgang von Ex-
perimenten zu machen. Man spricht in diesem Zusammenhang von deduktivem
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At

A

At Al=AZ
Al
Sonne

FPlanet

Abbildung 1.1: Das zweite Keplersche Gesetz.!

Vorgehen. (Eine Diskussion, wann ein Gesetz fundamental ist und weitere wis-
senschaftstheoretische Uberlegungen finden sich beispielsweise in [7].)

Ein Standardbeispiel in der Mechanik, das verdeutlicht, was gemeint ist,
ist die Planetenbewegung. Johannes Kepler (1571—1630) hatte aufgrund der
Messungen von Tycho Brahe (1546-1601) die Keplerschen Gesetze aufgestellt,
die die Bewegung der Planeten im Sonnensystem beschreiben:

1. Planeten bewegen sich auf Ellipsenbahnen, in deren einem Brennpunkt
sich die Sonne befindet.

2. Der Strahl von der Sonne zu einem Planeten iiberstreicht in gleichen Zeiten
gleiche Flichen (Konstanz der Flichengeschwindigkeit).

3. Die Quadrate der Umlaufzeiten verhalten sich wie die Kuben der grofien
Halbachsen:

T1,T5 ... Umlaufzeiten
ai,as . ..groBe Halbachsen

2 3
Ty _a

T2 — 3
T3 az

Da die Keplerschen Gesetze aber aus dem 2. Newtonschen Gesetz F= ﬁ und
dem Gravitationsgesetz hergeleitet werden kénnen, sagt man, dass die Newton-
schen Gesetze fundamentaler als die Keplerschen Gesetze sind, zumal es die
Newtonschen Gesetze erlauben, die Bewegung von beliebigen Koérpern in der
Mechanik zu berechnen.

1.2 Die Newtonschen Axiome
Die Grundlage der klassischen Mechanik sind die Axiome von Isaac Newton

(1643—1727). Die Newtonschen Axiome erlauben es die Bewegungen von Koérpern
in der Mechanik zu berechnen.

1Bildquelle: http://www.einstein-website.de/images/Kepler-2G.gif
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Abbildung 1.2: N Kérper mit Ortsvektoren

Ar
r(t)

r(t+At)

Abbildung 1.3: Zur Definition der Geschwindigkeit

Um die Newtonschen Axiome zu formulieren, betrachten wir N Korper (vgl.
Abb. 1.2), deren Lage im Raum durch die zeitabhéngigen Ortsvektoren

beschrieben wird. Wir gehen hier davon aus, dass wir Kérper betrachten, deren
Ausdehnung keine Rolle spielt. Man spricht auch von Massenpunkten. Inwieweit
eine solche Ndherung erlaubt ist, hiangt vom Problem ab. Fiir die Berechung der
Planetenbahnen ist es beispielsweise ausreichend die Sonne und die Planeten
als Massenpunkte zu betrachten, fiir eine Beschreibung der Phdnomene auf der
Erdoberflache, wie Ebbe und Flut ist dies natiirlich nicht der Fall.
Die Geschwindigkeit ¥;(t) des i-ten Korpers ist dann definiert als die Ablei-
tung der Ortsvektoren 7;(¢) nach der Zeit
A (1)

Ti(t) = = =7i0).

Der Geschwindigkeitsvektor ist stets tangential zur Bahn des Teilchens (Abb. 1.2).
Man sieht dies leicht ein, wenn man die Geschwindigkeit als Differenzenquotient
schreibt und dann den Limes At — 0 bildet:



1.2. DIE NEWTONSCHEN AXIOME 9

AT+ 7(t) = 7t + At)

Jedes Teilchen (jeder Korper) ist auflerdem charakterisiert durch eine skalare
Konstante, seine trédge Masse m;,¢ = 1... N. Wir wollen hier zuerst den intuiti-
ven Begriff der Masse verwenden, und spéter auf eine Bestimmung der Massen
eingehen. D.h. wir gehen von dem naiven Begriff der tréigen Masse aus, die ein
Ma# fiir den Widerstand ist, den ein Korper einer Bewegung entgegensetzt.

Der Impuls p;(t) des i-ten Teilchens wird definiert als

Der zentrale Punkt dieses Abschnitts ist die Bewegungsgleichung, die angibt,
wie sich der Kérper mit der Zeit bewegt, das 2. Newtonsche Axiom

. —
—

pi:F’La

wobei F; die gesamte Kraft ist, die auf den Korper wirkt. Bei konstanter Masse
ist dies aquivalent zu

—

mry(t) = F.

Die Newtonschen Gleichungen sind Differentialgleichungen 2. Ordnung. Das
Ziel ist, diese Differentialgleichungen zu 16sen, d.h. 7;(¢) zu bestimmen. Gelingt
dies, so haben wir die Koordinaten des Teilchens als Funktion der Zeit bestimmt.

Welche Krifte treten nun in der Mechanik auf? Ein wichtiges Beispiel, mit
dem wir es immer zu tun haben werden, ist die Gravitationskraft. Weitere Bei-
spiele sind Federkrifte und Reibungskréfte.

Wenn man ganz allgemein davon ausgeht, dass N Massenpunkte iiber Krifte,
deren Natur wir nicht spezifizieren, miteinander in Wechselwirkung stehen, dann
ist die Gesamtkraft auf das i-te Teilchen die Summe der Krifte, die von allen
anderen Teilchen auf dieses i-te Teilchen einwirken

Fom Fat oot Fix
=2 By
Ji#]
Fiir die Gravitationskraft gilt beispielsweise, dass sich zwei Massen m,; und
m; aufgrund der Graviation anziehen. Die Kraft auf die i-te Masse ist

- mim;
Fij = _GW('IH - T'j)a

N 2
wobei G = 6,67 -1071! kI—r; die Gravitationskonstante ist.
g
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Das 3. Newtonsche Axiom lautet

D.h. die Kraft, die der ite Korper auf den jten ausiibt ist betragsméssig gleich
der Kraft welche der jte Korper auf den iten ausiibt, zeigt aber in die entge-
gengesetzte Richtung. Das 3.Newtonsche Axiom ist auch unter dem Schlagwort
Lactio = reactio® bekannt. Das 3. Newtonsche Axiom gilt nicht fiir alle Kréfte,
Ein Beispiel fiir eine Kraft, fiir welche es nicht gilt, ist die Kraft zwischen zwei
bewegten Ladungen in der Elektrodynamik.
In der Mechanik untersuchen wir aber nur Systeme, fiir die das 3. Newtonsche
Axiom gilt. Wir betrachten als Beispiel die Gravitationskraft:
ﬁij = ﬁiej = Gmlm]

T

F‘ij ist die Kraft, die das j-te Teilchen auf das i-Teilchen ausiibt. Betrachten

wir umgehrt die Kraft ﬁji, die das j-te Teilchen auf das i-te Teilchen ausiibt,
so finden wir

Gmym; =

Fji = Fjei = (75 —7%) = —Fi;.

-l
Damit haben wir gezeigt,dass fiir die Gravitationskraft das 3. Newtonsche Axi-
om gilt..

Das 1. Newtonsches Axiom lautet: Wenn die Gesamtkraft auf das i-te

—

Teilchen Null ist (F; = 0), dann bleibt der Impuls erhalten.
F, = 7 =0=p héngt nicht von der Zeit ab.

Dies ist das erste Beispiel eines Erhaltungssatzes, der Impulserhaltung. Bereits
vor Newton wurde dieses sog. ,, Trigheitsprinzip“ von Galilei formuliert:

Ein bewegtes Objekt, auf das keine dufleren Krifte wirken, bewegt
sich mit konstanter Geschwindigkeit auf einer geraden Linie. Ein
ruhendes Objekt bleibt ruhend.

Bemerkungen und Beispiele

1. Das freie Teilchen. Das einfachste Beispiel fiir die Anwendung des 2. New-
tonschen Gesetzes ist das freie Teilchen. Frei heifit, dass keine Kraft wirkt, also
den Fall des 1. Newtonschen Axioms; aulerdem betrachten wir nur eine Teilchen
und lassen den Index an der Kraft weg, also

F=0

Aus

el

I
3

I
3
Sy

I
3
=
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folgt

0z (1) Z(t)
0=m | 0y(t) | =m [ #(¢)

0-(t) Z(t)

Dies sind drei Differentialgleichungen 2. Ordnung fiir 7#(¢). Fiir die erste Kom-
ponente ergibt sich
d?z  dv,
MW=3 =@
#(t) =v? Konstante

z(t) = 00t 4 22,
fiir die anderen Komponenten analog, also zusammengefasst
7(t) = it 4 7.

Wir erhalten also wieder das Galileische Tragheitsprinzip.

2. Schwere Masse versus trige Masse — Bemerkung zum Gravitati-
onsgesetz Fiir ein Teilchen der Masse m in einem System gravitativ wechsel-
wirkender Teilchen m; lautet das 2. Newtonsche Axiom

mm; r] — 7t
oy B0 )

oy ro)?

Dieser Satz von Gleichungen ist fiir die Wechselwirkung von mehr als zwei Mas-
sen im Allgemeinen nicht geschlossen analytisch losbar.( Fiir zwei Massen, wer-
den wir die Losung im Detail im néchten Kapitel diskutieren.)

Wir wollen hier auf einen anderen subtilen Punkt hinweisen: Schreibt man
die Bewegungsgleichungen in dieser Form auf, muss man sich bewusst machen,
dass die Masse die auf der einen Seite steht, die sogenannte triage Masse my ist,
die ein Mass fiir den Widerstand darstellt, den der Korper einer Kraft entgegen-
setzt. Im Gravitationsgesetz hingegen steht die sogenannte schwere Masse mg.
Newton war sich wohl bewusst, dass die Aquivalenz von schwerer und triger
Masse nicht genau gelten muss.

Eine Moglichkeit die Gleichheit von trdger und schwerer Masse zu zeigen
sind Fallexperimente, wie sie schon Galilei durchgefiihrt hat.

Sehen wir uns also ein solches Fallexperiment an. Wenn wir die Kraft auf
ein Teilchen an der Erdoberfliche betrachten, erhalten wir

mmpgT

Foe
SN TE

Wir setzen Zahlenwerte ein:

—11 m?
G =6,6732-10 e
mg = 5,977 - 10** kg
re = 6,37817 - 103 km
GmE

=g= = 9,809 m/s?,

TE
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und finden das bekannte Ergebnis, dass die Erdbeschleunigung auf der Erdober-
fliche konstant ist.
Die Bewegungsgleichungen sind dann:

miT = mag

L _ Mg,
r = —
mr
=0
0
e
3= <
mr
vzzé:—th—Fvo
I
2
mag
z=—g— +0"t+2°
mr 2

D. h., wenn m¢/my fiir verschiedene Stoffe verschieden ist, kénnen die Fallzeiten
fiir verschiedene Stoffe verschieden sein. Die Fallexperimente von Galilei wie
auch spétere Experimente von Huygens und E6tvés zeigten aber, dass m; = mg,
also eine Gleichheit von triger und schwerer Masse. Wir k—’onnen damit in den
obigen Ausdriicken m; gegen mg kiirzen und finden das bekannte ergebnis fiir
den freien Fall im Erdfeld.

1.3 Der Begriff der Arbeit

Eine zentrale Grosse in der Mechanik ist die Arbeit bzw. die Energie. Aufgrund
der Energieerhaltung vereinfachen sich viele Probleme. Um die Arbeit zu de-
finieren stellen wir zun#chst eine Voriiberlegung in einer Dimension an: Wir
gehen vom 2. Newtonschen Axiom

mi = F(z)

aus und bilden das Integral

xro t2
T2
/mi’dx:/mifcdt:/ F(z)de,
1
] tl

wobei wir das Integral mit Hilfe von

dz

umgeschrieben haben.
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d
Da auflerdem &(.2?2) = 2%, erhalten wir

%/%(:ﬁz)dt:/F(x)dm

—_—
— Arbeit

Z‘(tz)
%ﬁ 2 = / F(z)dz
:E(tl)
Definieren wir die potentielle Energie iiber

x

/F(az’)dw’ — —V(2) + V(a0)

Zo

so folgt der Energiesatz
m m
5”2('51) - 5”2@2) = —V(z1) + V(z2)

= %&(tl) + V() = %02(@) + V() =E

Dabei ist

m m .
m2_";2

2 2

T =

die kinetische Energie und V' die potentielle Energie. Den Energiesatz kénnen
wir also schreiben als

E=T1+Vi=Tx+ V.

Die Gesamtenergie E ist zeitlich konstant, sie bleibt erhalten. F'(z) heifit eine
konservative Kraft, d. h. sie hat keine Zeit- oder Geschwindigkeitsabhéngigkeit.
Die kinetische Energie ist positiv definit, 7' > 0. Da E konstant bleibt, folgt fiir
die potentielle Energie V' < E. Dadurch kann man Aussagen iiber die Bewe-
gung eines Teilchens mit Energie E machen. In einer Potentialmulde, die einer
anziehenden Kraft entspricht, kann sich ein Teilchen iiberall bewegen, wo die
potentielle Energie kleiner als die Gesamtenergie des Teilchens ist. Anschau-
lich kann man dies an einer reibungslosen Achterbahn erkliaren: wenn man am
hochsten Punkt startet, kann man die gesamte Achterbahn durchfahren; startet
man dagegen auf halber Hohe, wird man zuriickrollen, bevor der héchste Punkt
erreicht ist, weil die kinetische Energie nicht ausreicht, um eine Steigung — also
eine Potentialbarriere, die einer abstoflenden Kraft entspricht — zu {iberwinden,
da sie schon vor dem Gipfel vollstindig in potentielle Energie umgewandelt

d
wurde. Besondere Bedeutung haben die Stellen des Potentials mit —V =0. An

diesen Stellen verschwindet die Kraft und wir haben eine Gleichgewightslage.
In Abb. 1.8 ist der linke Punkt mit dV/dx = 0 ein stabiles Gleichgewicht,

der rechte ein labiles. Eine Taylorentwicklung des Potentials um die Gleichge-

wichtslage (die hier ohne Beschrinkung der Allgemeinheit auf z = 0 gesetzt sei)
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Vi)

Abbildung 1.4: Potentiallandschaft

ergibt

32V
Tz 22 + hohere Terme

1
V(z)=V(0)+ — T+ -
=0 2 z=0

=0

Suchen wir ein Extremum, so verschwindet die erste Ableitung. In der Umge-
bung des Gleichgewichts, wo wir die hoheren Terme vernachlédssigen koénnen,
erhalten wir einen harmonischen Oszillator mit dem Potential

1

V(z) = ika’
d?v
k = Y = V//(O)
dz? |, _,
Die zugehorige Kraft ist
dv
Flz)=——=—-k
(@) = -1 x
also ist die Bewegungsgleichung
mi = —kx.

Dies bezeichnet man als harmonische Nidherung. Wir 16sen nun diese Diffe-
rentialgleichung.

k
I+—x=0
m

Fiir k£ < 0, also an einem Maximum des Potentials, erhalten wir

Wir machen einen Ansatz mit Exponentialfunktion

z(t) = AeP' + Be P = i = pa,



1.3. DER BEGRIFF DER ARBEIT 15

was die Differentialgleichung # — p?z = 0 offensichtlich erfiillt. Die Konstanten
A und B bestimmt man anhand der Anfangsbedingungen

z(t=0)=0=A4+B& B=-A
z(t=0)=V
i(t) = ApeP' — Bpe P' = ApeP' + Ape P!
z(t) = Vo = 24p

Die Auslenkung um die Gleichgewichtslage nimmt also fiir £ < 0 exponentiell
zu, es handelt sich um ein labiles Gleichgewicht.
Fiir £ > 0 erhalten wir

k
w=4]—
m

z(t) = Asinwt + B coswt
#(t) = —w?z(t).

Die Parameter A, B werden wieder aus den Anfangsbedingungen bestimmt. In
diesem Fall bleiben die Auslenkungen um das Gleichgewicht beschrénkt, es han-
delt sich um ein stabiles Gleichgewicht. Aquivalent kann man auch den An-
satz z(t) = C'sin(wt + ) machen: wenn wir

A= Ccosf
B =Csinf

setzen, erhalten wir aus dem ersten Ansatz

x(t) = C cosfsinwt + C'sin O cos wt
= C'sin(wt + 0)

Im letzten Schritt haben wir das Additionstheorem sin(a &+ ) = sinacos 8 +
cos asin 8 benutzt.

Gehen wir nun zum dreidimensionalen Fall iiber. Wir betrachten also Kraft-
felder

G
F(i) = | Fy(7)
F.(2)

d. h. ein Kraftvektor, der an jedem Punkt im Raum einen anderen Wert haben
kann. (Graphisch stellt man ein Vektorfeld oft durch an Raumpunkte ange-
heftete Pfeile dar [vgl. Abb. 1.5]. Da ein Vektorfeld allerdings eine Abbildung
V : R® — R3 ist, kann eine solche graphische Darstellung irrefiihrend sein.)
Um die Arbeit im dreidimensionalen Fall zu berechnen, zerlegen wir den
Weg in Wegelemente A7, auf denen die Anderung der Kraft unwesentlich ist.

AW
w

F.AF,
ZF«AF.
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A VAR SN
S e
SN =
N TS
— o —
N

Abbildung 1.5: Kraftfelder
Im Limes infinitesimaler Unterteilung erhalten wir
W:/FM
bzw. zwischen zwei Punkten
2
Wip = / Fdr.
1

Wir gehen nun analog wie im eindimensionalen Fall vor und formen das

2
Integral [ F d7 um:
1

Il
H\M
3
&|§
<y
o,
~

Man {iberzeugt sich durch eine Nebenrechnung dass

d 4z
(2 =925 —
a7 =20y
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gilt:

d, 5 5 dv, dvy dv,
a(vz +'Uy + UZ) = 2'UIE =+ 2’Uyﬁ + 2’025

dv

=20 —.

U

Den Ausdruck
T= 3

bezeichnen wir als kinetische Energie des Teilchen mit der Masse m und der
Geschwindigkeit .

Die gesamte Arbeit, die man aufbringen muss, oder die man gewinnt, um
ein Teilchen von Punkt 1 zu Punkt 2 zu bewegen, ist

2
W12 :/ﬁdf': %(’U%—’U%)
1

=T, -1

Wir betrachten im Folgenden Kraftfelder, die nicht explizit von der Zeit
abhéngen, also keine Felder vom Typ F (t), und keine geschwindigkeitsabhéngigen
Krifte, schlielen also ebenfalls Felder vom Typ F (f’) aus und stellen die Frage,
ob bei gegebenem Anfangs- und Endpunkt und gegebenem Kraftfeld die Arbeit
vom Weg abhéngt.

Offensichtlich wird das Integral vom Weg abhéngen, wenn Reibung vorhan-
den ist: je linger man geht, desto mehr Arbeit muss man aufwenden; man muss
also mehr Arbeit aufwenden, wenn man vom Physikgebiude zur Mensa geht
und dabei am Delta vorbeigeht als man auf dem direkten Weg aufbringen muss.
Wir iiberlegen uns anschaulich, dass wir den Energiesatz analog zu der Form

2
in einer Dimension nur aufschreiben, wenn das Integral [ F'd nicht vom Weg

1
abhéngt, denn nur dann konnen wir eine Potentialfunktion angeben, die nur
vom Ort (und nicht vom Weg) abhiingt, so dass gilt

2
1 1 =
TQ—lefmﬁg—fmﬁ%:/Fdf'
1

= -V (i) + V(")
. Wir sehen diesen Zusammenhang im n#chsten Unterkapitel auch formal, dazu
definieren wir zuerst konservative Kréfte.

1.4 Potentiale und konservative Kriafte

2
Man nennt eine Kraft F konservativ, wenn das Wegintegral / F dF zwischen
1

zwei beliebigen Punkten nicht vom Weg abhéngt.
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Im Besonderen bedeutet dies, dass das Integral iiber geschlossene Wege C'

verschwindet
t%ﬁwfzm
c

denn man kann zwei Punkte 1,2 auf dem Weg definieren und das Integral iiber
den geschlossenen Weg schreiben als

Wir wenden nun auf das Wegintegral {iber den geschlossenen Weg den Sto-
kes’schen Satz an:

fﬁﬁ:/wxﬂ&EO
C (@]

dabei ist O die durch C berandete Oberfléiche und dO ein Flicheninhaltselement
auf dieser Fliiche , das zur Fliche senkrecht steht (dO L O).

Da das Integral fiir alle Kurven C und alle zu dieser Kurve gehorigen Ober-
flichen O verschwindet, muss der Integrand verschwinden. So haben wir gefun-
den, dass ein Kraftfeld konservativ ist, wenn seine Rotation verschwindet.

Verwenden wir weiter, dass die Rotation eines Gradientenfeldes verschwin-
det, V x (VV(7)) = 0, so muss sich die Kraft eines Konservativen Kraftfeldes
als Gradient eines Potentials schreiben lassen. Den letzten Punkt hatten wir ja
auch schon aus der Anschaung gefunden.

Zusammenfassend sind folgende Aussagen dquivalent sind:

e F ist ein konservatives Kraftfeld.

° § Fdi = 0 fiir alle geschlossenen Wege.
° ff F d7 héingt nicht vom Weg ab.
e Vx F=0.

e Man kann das Kraftfeld als Gradienten eines Skalarfeldes schreiben, F=
—VV, d.h. es existiert ein Potential V.

Fiir solche konservativen Kréfte gilt also der Erhaltungssatz der Energie
T+V=E.

Wenn die Krifte nichtkonservativ sind, gilt in der Mechanik die Energieerhal-
tung nicht mehr in dem Sinne, dass die Energie durch die kinetische und po-
tentielle Energie vollstdndig beschrieben wére. Die Energieerhaltung gilt in der
Physik immer, aber wenn nichtkonservative Krifte auftreten, muss man weitere
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Energieformen mit in Betracht ziehen, z. B. die Warmeenergie in der Thermo-
dynamik, wenn Reibung auftritt.

Wir schreiben die Bedingung des wegunabhéngigen Linienintegrals

/ﬁWMW:—Wﬂ

To

nun infinitesimal
F(F)dF = —aV.
Das totale Differential dV des Potentials ist

oV oV ov

=VVdr

Koefhizientenvergleich mit der anderen Seite der Gleichung

AV = —F d7
= —(Fpdx+ F,dy + F. dz)
liefert dann F, = _%’ F, = —%, F, = _(:%/

Das Zentralpotential V(r) Wir betrachten als Beispiel ein Zentralpotential
der Form V(r) = 1/r"™ wobei r = |F] = /22 + y? + 22. Es ist dann

1é]
1 )
rn - éZ: (‘Tz + y2 + 22)7’”/2
0z
2x
n, 2 2 2\—n/2—1
fg(x +y°+27) 2y
2z
B 7
- _n,r.n+2

Beim Gravitationspotential handelt es sich um ein Zentralpotential mit n =
1. Die allgemeine Form

_ Gmym;
o A
¥ |Fz _ ,,:»]|3( ? ])

reduziert sich fiir zwei Massen M, m im Ruhesystem einer Masse zu

=~ GM
Fo= -7
r
Das zugehorige Potential ist
GmM
Vo = ——2—,
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Wir zeigen dies durch Bilden des Gradienten:

v/ (— GmM) — GMmvE
'

r

GMm
3

= 7

= Fg.

Wenn hingegen das Potential unbekannt ist, aber die Kraft gegeben ist, so kann
man durch berechnen des Linienintegral das Potential berechnen. Der Anfangs-
punkt 7 ist dabei unwichtig, da er im Potential eine additive Konstante ist, die
beim Ableiten zur Bildung der beobachtbaren Kraft entfallt.

Da bereits (aus dem Verschwinden der Rotation) bekannt ist, dass die Kraft kon-
servativ ist, kann man den Weg moglichst einfach wéhlen. Die Gravitationskraft
zeigt in radialer Richtung, also liefert eine Verschiebung d7” auf konzentrischen
Kugelschalen keinen Beitrag, da das Skalarprodukt zwischen senkrechten Vek-
toren verschwindet. Damit kénnen wir den Weg aufteilen in eine Verschiebung
in radialer Richtung und einen verschwindenden Beitrag:

[1
V(r) = GmM/ 7~73T/ dr' +0
0

[
:GmM/ﬁdr’
0

r

=-GmM l/
r

VG(T) - _T + VE).

Ein weiteres wichtiges Beispiel fiir ein Zentralpotential ist der harmonische
Oszillator, bei dem n = —2 ist.

D
VH = 57’2
vr? =oF



1.5. DER DREHIMPULS 21

Anwendung des 2. Newtonschen Axioms liefert

mi’ = —DF
oder in Komponenten

mi = —Dx

my = —Dy

mz=—Dz

1.5 Der Drehimpuls

Fiir einen Massepunkt m mit Ortsvektor ¥ und Impuls p ist der Drehimpuls
definiert als

L=Fxp

Wir bilden die Zeitableitung des Drehimpulses:

Dabei haben wir die Definition des Impulses und das 2. Newtonsche Axiong
benutzt und das aus der Experimentalphysik bekannte Drehmoment N = 7 x F'
identifiziert. Fiir die Zeitabhéngigkeit von Drehimpuls und Impuls gilt also

L

Il
=
=

=0 =L=0 L konstanter Vektor
=0 ]5' =0 P’ konstanter Vektor

-
Il

Drehimpulserhaltung. Wenn das gesamte Drehmoment, das auf einen Kérper
einwirkt, verschwindet, so ist der Drehimpuls erhalten.
Als Beispiel betrachten wir den Drehimpuls im Gravitationspotential:

811

L

Il
=

X

. 7
r X <—k7‘3)

=0 = [ konstant.

Dieses Ergebnis gilt fiir alle Zentralpotentiale, da die Kraft in einem Zentralpo-
tential stets in dieselbe Richtung wie 7 zeigt.
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1.6 Mechanik eines Systems von Teilchen

Wir betrachten ein System von N Massepunkten mit den Massen m; an den
Orten 7;. Als Abkiirzungen fiihren wir die Gesamtmasse

N
M = Z m;
i=1
und den Schwerpunkt

5 D Mt
R = i
M

ein.

Die Bewegungsgleichung des i-ten Teilchens ist

i = ZFij + FY,
G

wobei wir mit F° noch eine externe Kraft auf das i-te Teilchen zugelassen haben.
Ausserdem setzen wir das Gesetz von actio = reactio voraus, also:

Wenn wir nun iiber alle Teilchen summieren und das Gesetz von actio = reactio
ausniitzen so erhalten wir

ILED I ILED DB Wt
[ 7 % g

i
———
=0

Damit ergibt sich als Bewegungsgleichung fiir den Schwerpunkt
M= Y = R =
i i

Das Massenzentrum bewegt sich so, als ob die gesamte duflere Kraft auf die
Gesamtmasse des Systems wirkt, die im Massenzentrum konzentriert ist. Ist die
gesamte duflere Kraft Null, so bleibt der Gesamtimpuls erhalten.

2R .
2~ Pees = 0
Dges erhalten

Der Drehimpuls des ¢-ten Teilchens ist gegeben durch

Li =T7T; X Dj.
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Fiir den Gesamtdrehimpuls ergibt sich damit
I=Y L
i
Mit dem 2. Newtonschen Axiom ;5'1 = F’f +> F;j ergibt sich
J

Fixﬁ'i:Fifo—&—ﬁxE Fij.
J

Da in der Zeitableitung des Drehimpulses I, =7 x 7; + 7, x p; der erste Term
verschwindet, ergibt sich

L; = N +7 % Z F;
J
i. Allg. #0
Der zweite Term in diesem Ausdruck verschwindet im Allgemeinen nicht. Fiir
die Ableitung des Gesamtdrehimpulses ergibt sich damit
L=Ne+3) 7ix Fy.

(2%}

ij
Wir fithren eine Nebenrechnung fiir den wichtigen Spezialfall einer Zentralkraft
durch:

Ti X Fij + 75 x Fji = (Fi = 75) ¥ Fyj
= 0 fiir Zentralkrifte,

da bei Zentralkraften immer die Kraft ﬁij parallel zum Verbindungsvektor (7; —
7;) ist. Bei Zentralkréften gilt also

L=nNe

Damit ergibt sich der Erhaltungssatz fiir den Gesamtdrehimpuls L: L ist zeitlich
konstant, wenn das angewandte duflere Drehmoment verschwindet.

Wir gehen jetzt iiber zu Schwerpunktskoordinaten 7 (vgl. Abb. 1.6), die
definiert sind als

— — =
=7 —R
— >3 —
srm=R-T;

Als Hilfsformel berechnen wir den Schwerpunkt in Schwerpunktskoordina-
ten, der offensichtlich verschwinden muss

Zmﬂ:; :Zmi(ﬁ —ﬁ)

— MR- MR=0.
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Al

N/

Abbildung 1.6: Schwerpunktskoordinaten

Durch Ableitung nach der Zeit ergibt sich auch, dass der Gesamtimpuls in
Schwerpunktskoordinaten verschwindet

Mit diesen Hilfsformeln schreiben wir nun den Gesamtdrehimpuls im urspriinglichen
Koordinatensystem auf

E: Mﬁxﬁ —+ ZTI’LZF;XF,IL
i

Drehimpuls des Schwerpunkts

Drehimpuls um das Massezentrum

Ganz analog kann man fiir die kinetische Energie zeigen

Sofern die Kréfte konservativ sind, kann man die potentielle Energie schreiben

als
1
V = Z ‘/ie + 5 Z ‘/1,]
7 1,7
i#j
Fiir ein System von N Teilchen ist die Gesamtenergie 7'+ V erhalten, wenn
die inneren und dufleren Krafte konservativ sind.



Kapitel 2

Das Keplerproblem

Wir betrachten zwei Massen m1, mo an den Orten 7, 75, die gravitativ mitein-
ander wechselwirken. Auflere Krafte sollen keine auftreten. Die beiden Massen
iiben also die Krifte

= Gmlmg

Fio= ——= (R -7
|7“1—7"2|3( )

= Gm1m2

Foy = 5555 (F1 — 7
|7"1—7"2|3( )

aufeinander aus. Nach dem 2. Newtonschen Axiom erhalten wir die Bewegungs-
gleichungen

. K
M= —=——== (T2 — 7 2.1
miri 7 — 7P (T2 —71) (2.1)
. K
ry = ———=—= (11 — 7% 2.2
moTo |F1 — F2|3 (rl T2)7 ( )
wobei K := Gmyms. Die Gleichungen (2.1) und (2.2) stellen sechs Differential-
gleichungen dar, die wir 16sen miissen. Um das Problem zu vereinfachen, trans-
formieren wir als erstes in das Schwerpunktsystem. Dazu addieren wir (2.1) und

(2.2)

mlf’l + mzfg =0.

Abbildung 2.1: Keplerproblem

25
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Verwenden wir die Definition des Schwerpunktes
~ M7 + maofh
B mn 272
mi -+ mo
so erhalten wir

(m1 + mg)é =0.

Der Schwerpunkt verhélt sich also wie ein >freies Teilchen<. Diese Bewegungs-
gleichung haben wir bereits gelost, die Bahn des Schwerpunkts ist

R(t) = Ry + Uot.
Als néchstes bilden wir die Differenz der Gleichungen (2.1)—(2.2):

A an
miry —mare =

ma N
=
mi + me
miT1 + mat:
N =~ 171 272
dennF’l: 1 —R=r4 — ——=
mi + mo
_IRTTT + MeT — IRTTT — Mol
mi + mo
ma
= -7
m1+m2

Damit konnen wir die Differenz von (2.1) und (2.2) schreiben als

—

= T
—— F=——K
mi + mo r

mims

Der Ausdruck
mimso

mi + mo

wird als reduzierte Masse bezeichnet. Wenn die Massen gleich sind m; = mg =
m, ist die reduzierte Masse p = m/2. Wenn hingegen eine Masse wesentlich
schwerer ist als die andere m; < mo, erhélt man

mi

Damit haben wir das Keplerproblem auf ein >»&quivalentes Einkorperproblem«<
zuriickgefiihrt

pr = —K—. (2.3)
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Diese Gleichung beschreibt die Bewegung eines Korpers mit Masse p in einem
festen 1/r-Potential.

Im Folgenden schreiben wir m = u. Die Gesamtenergie dieses reduzierten
Einkoérperproblems ist damit

1

E = imf‘z +V(r)
K
mit V(r) = -

Der Drehimpuls L=#x P ist zeitlich konstant, denn

-

—FPXP+TFXP=0

Somit ist L ein konstanter Vektor. Damit ist insbesondere auch seine Richtung
konstant und die gesamte Bewegung verlduft in einer Ebene senkrecht zu L.
(Fiir Planetenbewegungen nennt man diese Ebene die Ebene der Ekliptik.)
Wir nutzen die Konstanz von L aus, indem wir unser Koordinatensystem
so wahlen, dass Lin z-Richtung zeigt. Damit spielt sich die ganze Bewegung in
der xy-Ebene ab. In der zy-Ebene wihlen wir als neue Koordinaten r und ¢

T COS
7= | rsing
0

Unser Ziel ist die Bahnkurve r(¢) zu bestimmen.
In den neuen Koordinaten ist

) cos ¢ —sing
=7 |sing | +ro | cosep
0 0
0
=rxp=m/| 0
r2p

£ ist eine Konstante der Bewegung. Wir kénnen damit die Energie schreiben als
L o
E = 5mr + V(r)

1 1
= —mi? + imr2¢2 +V(r)

2
1, 1

Damit haben wir die Energie in Abhéngigkeit von nur noch einer Koordinate r
ausgedriickt.
Wir koénnen das Problem auch als die Energie eine Massenpunktes in einem
eindimensionalen effektiven Potential
52

Ve = oo} +V(r)



28 KAPITEL 2. DAS KEPLERPROBLEM

E
Veff r']\x 1
>
M 2
E3
K

Abbildung 2.2: Das effektive Potential fiir das Keplerproblem

betrachten. Der Potentialterm ¢2/mr? hat deshalb auch den Namen Drehim-
pulsbarriere.

Bevor wir die eindimensionale Bewegungsgleichung genauer ansehen, beschéftigen
wir uns noch mit dem Zusatzterm im Potential. Die aus dem Zusatzterm £2 /mr?
dieses effektiven Potentials resultierende Kraft ist

2
v ()
mr

102 _1
— _77v7
2m  r?
Y
T omord

Fiir den einfachen Fall einer Kreisbewegung ist £ = mrv und die Kraft wird zu

m2r2v? 7

ﬁ:

m

=<3y

’U A
= m—7 mit dem Einheitsvektor 7 :=
r

Dies ist die Zentripetalkraft auf einer Kreisbahn.

Wir betrachten nun die Bewegung eines Massepunktes mit Energie £ = F;
in diesem Potential Vog (vgl. Abb. 2.2). Der Abstand zwischen der Kurve Vog(r)
und der waagerechten Linie, die F; darstellt, ist die kinetische Energie %mi‘2
des Massepunktes. Man sieht damit, dass ein Massepunkt mit Energie F = F;
nie ndher als 71 an das Kraftzentrum herankommen kann. (Fiir r» < r; wére
Veg > E7 und somit %mf"Q < 0.) Fiir ein Teilchen mit Energie F; gibt es also
eine untere, aber keine obere Grenze fiir den Abstand. Das Teilchen kommt
aus dem Unendlichen, st6f8t an die Potentialbarriere und wandert zuriick ins
Unendliche.



29

Anders ist die Situation fiir ein Teilchen mit Energie £ = Ey < 0. Hier
gibt es einen oberen und einen unteren Grenzwert fiir den Abstand, d.h. das
Teilchen fiihrt eine gebundene Bewegung zwischen den Radien r; und ro aus.

Fir £ = FEj3 fallen r; und ro zusammen und es gilt 7 = 0, d. h. das Teilchen
bewegt sich auf einer Kreisbahn. Nach diesen qualitativen Uberlegungen wollen
wir nun die Bahnkurve bestimmen. Ausgangspunkt ist die Gleichung

Umstellen nach 7 liefert den Ausdruck

f:\/i(E—V)— e

m2r2

Da wir an der Bahnkurve interessiert sind, eliminieren wir die Zeit ¢, indem wir
die folgende Umformung vornehmen:

,7dr7drd<p
"Tw T dpat
7,dr
iSQ@
L dr
_W@
fd1

Damit kénnen wir den obigen Ausdruck fiir # umschreiben und erhalten

A1 m oK\ B
dpr £ \Im r m2r?

Wir fithren die neue Variable w := 1/r ein und erhalten die Differentialglei-
chung

du m |2 02
— =——1\/—(E+ Ku) — —u?.
de 4 m( + Ku) m2 "
Da auf der rechten Seite die Variable ¢ nicht auftaucht, konnen wir die Variablen
separieren und erhalten
—du

m 2(E+ Ku)— Lu?
—du
do —
/(P /\/M(E+Ku)—u2
42

Der Integrand dieses Integrals hat folgende Gestalt:

—du it b 2mK 2mE
thb= ——,a=—5—
( o, 2mK  2mE >1/2 & &
—Uu —s U

dep
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Im Radikanden fithren wir jetzt eine quadratische Ergdnzung durch

2 2
—u2—|—bu—|—a:—<u—> +—+a=-2*+a?
——

2 4
22 a?
2
z .
:a2<— — —l—l) = o?sin?y.
o
~—~
cos? y

Bei der Ersetzung cos? y = 22/a? muss man genaugenommen noch zeigen, dass
0 < 2%2/a? < 1. Fiir die Integration miissen wir jetzt noch die Substitution
korrekt durchfithren:

b
Z=u— —
2
dz = du
z
cosy = —
o

dz = —asiny dy
Damit wird unser Integrand

—du _ asimydy

= dy.
(—u? + bu + a)l/? asmy y

Die Differentialgleichung wird damit zu
dp = dy
Y =% =YY
@ — ¢’ = arccos Z mit ¢ = g — Yo = const
a

—b/2
= arccos u

«o
_ 2
= arccos < L/r —mK/t >

VmEK2 /A + 2m B2

2 /mKr —1
2E(?

1422t
+mK2

2/mKr —1

V1+2EPmK?
1 mK? [ 2E¢? ,
S (1-1— 1+mcos(<p—<p)

Wir fiihren zwei Konstanten ein, die Exzentrizitét

— arccos

& cos(p —¢') =

2F¢?

=14/1
c mK?2
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und den Parameter oder Halbparameter (semilatus rectum)

52

P= R

Damit ergibt sich fiir die Bahnkurve der Ausdruck

1 1
—=—(1+ecos(p—¢
. p( (v —¢))
Dies ist die Parameterdarstellung eines Kegelschnittes mit einem Brennpunkt
im Ursprung.

Wir betrachten die Werte, die die Exzentrizitéit € annehmen kann. Fiir e = 0
erhalten wir

2E /2 _ 1
mK?2
mIK?
EF=——
202
r=p

Der Radius ist also konstant, es handelt sich um somit eine Kreisbahn. Das
Ergebnis fiir die Energie einer Masse auf einer Kreisbahn hatten wir bereits
zuvor gefunden.

Fiir € > 1 kann der Nenner gegen 0 gehen, so dass r — oo. Die Bahnkurve ist
eine Hyperbel oder Parabel. Wenn ¢ < 1 ist, gibt es einen endlichen minimalen
und maximalen Wert fiir r, und die Bahnkurve ist ein Kreis oder eine Ellipse.
Zusammengefasst

E>0 e>1 Hyperbel

E=0 e=1 Parabel

E <0 e<l1 Ellipse
K2

E = —727 e=0 Kreis

Betrachten wir die verschiedenen Kegelschnitte genauer. Die Ellipse ist der
geometrische Ort aller Punkte, fiir die die Summe der Abstédnde von zwei festen
Punkten, den sog. Brennpunkten, konstant (= 2a) ist. Ein alternativer Ausdruck
fiir die Ellipse in kartesischen Koordinaten ist

Dabei ist a die grofie und b die kleine Halbachse (vgl. Abb. 2.3). Zur Herleitung
der kartesischen Ellipsengleichung betrachten wir die Abstinde ¢; und /5, wie
sie in Abb. 2.3 gezeigt sind.
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(T
N

Abbildung 2.3: Konstruktion einer Ellipse

Wenn wir die Abstédnde #1 = ¢ so wihlen, dass b, e und £5 = a ein rechtwinklin-
ges Dreieck aufspannen, gilt

b2 + e = a?
ez =a’®—1?
a? —b?

a2

)

was wieder die Exzentrizitét ist. Wir verwenden die obigen Ausdriicke fiir ¢1, {5
und benutzen, dass im betrachteten Fall {1 = 5 = a gilt

V@ +e2+y2+(x—e)?+y?=2a

Wenn wir diese Gleichung zweimal quadrieren und etwas umformen, erhalten
wir die Ellipsengleichung

2 2
a b2
Aus diesem Ausdruck erhalten wir
2 2
2 2 L € 2
=b(1l—=)=(1—=]b
A= (1-5)=(1-5)
a27€2 ) b4 0 b2
e a2 b zgzp :>p :E7

der oben eingefiihrte Halbparameter.
Wenn wir die Ellipse aus dem Ursprung verschieben, so dass ihr Mittelpunkt
bei (zo, yo) liegt, wird die Ellipsengleichung zu

(z — 1‘0)2 (y — y0)2
a? + b2 =1

Wir wollen nun zeigen, dass die oben angegebene Parameterdarstellung

1 1
—=—(14+¢ccosyp)
r.op



dquivalent zu einer um e verschobenen Ellipse

ist.

_ p
1+ecosy
T+TECOSPY =P
r+exr=p
r=p—¢&x

r?=a?+y’ = (p—ex)’

x? 9% = p® — 2pex + e%2?

2?(1 — ) + 2pex +y* = p?

2pex
(1—¢?) <x2+1]i€2>+y2p2

2pex p2e? p2e?

1_ g2 2 2 _ 2
( €)<x+1_82+(1_€2)2>+y p+1—52
2

o — p2e? 4 p2e2

1—¢e2
1-—¢2
pe \?
+ 3 9
& -] (¥
P’ P’
(1—¢2)2 1—¢2
b
Sa=——
@ 1—¢2
[
V1 —¢g?
pe
e =
1—¢2
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Damit haben wir das 1. Keplersche Gesetz hergeleitet. Betrachten wir nun
die Bahn eines Planeten, z. B. der Erde, ndher. Den sonnennéchsten Punkt der
Erdbahn nennt man Perihel, den sonnenfernsten Punkt Aphel (vgl. Abb. 2.4).

Der minimale und maximale Radius sind in der r(p)-Parametrisierung

Y= 0 Tmin = Perihel

Y =T Tmax =

Aphel
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- Umlaufbahn

Perihel

Abbildung 2.4: Perihel und Aphel einer Planetenbahn'

v
SN

Abbildung 2.5: Hyperbel

Wenn wir die im letzten Absatz gefunden Ausdriicke fiir die groie Halbachse a
verwenden, ergeben sich

P (1—¢%)a
max — 7 - _ B — 1-
r Tre Tre a( €)
2
T'min = P :(1 g)a
1—¢

Bei der Hyperbel ist a < e. Die Hyperbel ist der geometrische Ort aller Punk-
te, fiir die Differenz des Abstandes von 2 festen Punkten, den Brennpunkten,
konstant ist. Die Gleichung fiir eine Hyperbel (vgl. Abb. 2.5) ist

2 2
IEQ y——]_
a b2
a2+b2—e2
b2
p=—.
a

IBildquelle http://www.ajoma.de/assets/images/Aphel.gif
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Abbildung 2.6: Kegelschnitte?

Bei der Parabel ist ¢ = 1, also

(1+ cosp)

1

"= 1+ cose

<
N

r+rcosp =p
N——

x

2 2

r=@p-2)?=2"+y
y? =p* —2px
y = +=/p? — 2px

Bemerkungen

1. In den Keplerschen Gesetzen taucht die Masse des Planeten nicht auf. Die
Planetenbewegung hingt also nicht von der Masse m des Planeten ab. Aus
der Bewegungsgleichung erscheint das auch einsichtig

MG7
3

i = —pt

Die Parameter p und e héngen anscheinend von m ab. Wenn man die
expliziten Ausdriicke fiir £ und € einsetzt, sieht man jedoch, dass sich die

2Bildquelle: http://upload.wikimedia.org/wikipedia/de/thumb/b/b7/Kegelschnitt.png/
320px-Kegelschnitt.png
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Masse m herauskiirzt

L =mr?g
_ m{r‘lgbg
p= mtM G

_ [y e
£ mK?’

so dass der scheinbare Widerspruch aufgelost ist. Dies gilt so fiir das
dquivalente Einkorperproblem mit

mims

my + mo
M:m1+m2,

Fiir eine Masse des Planeten, die nicht wesentlich kleiner ist als die Masse
der Sonne, ist die Bahnkurve nicht mehr unabhéngig von der Masse des
Planeten, weil die in den Parametern p und ¢ verbleibende Grofie M als
Gesamtmasse die Massen beider Korper enthélt, wiahrend sich die redu-
zierte Masse herauskiirzt.

. Keplersche Gesetze. Das 1. Keplersche Gesetz (Die Planeten bewegen

sich auf Ellipsenbahnen, in deren einem Brennpunkt sich die Sonne befin-
det.) haben wir bereits gefunden, wenn fiir die Exzentrizitéit € > 0, < 1
gilt. Fiir das 2. Keplersche Gesetz benttigen wir Ausdriicke fiir die Halb-
achsen. Fiir die grofle Halbachse erhalten wir den aus dem Perihelabstand
und dem Aphelabstand:

p
=0 min —
¢ " 1+¢
=7 r S
(P max 1_8
D D 2p
2 = =
“ 1+€+175 1—¢g2
_¥ 1
K 2B
Kt
_K _K
- —-E  |E|
_ K
 2|E|

Fiir die kleine Halbachse erhalten wir aus dem Halbparameter p:

P S
P K 2[E] T 2mlE)
¢

b=Va

vmK
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Die Flache der Ellipse ist

Die Fldache des Dreiecks, dass der Fahrstrahl bei der Bewegung von 7 nach
7+ d7 iiberstreicht, ist

dA = %|F>< dr.

Damit ist die Flachengeschwindigkeit

dr

4 _ 1|, dF
dt

dt 2

7? —

2m’

Aufgrund der Drehimpulserhaltung ist dies eine Konstante. Damit ist die
Konstanz der Flachengeschwindigkeit, das 2. Keplersche Gesetz, gezeigt.
Sehen wir uns nun noch das 3. Keplersche Gesetz an. Es gilt ja

- l
A=na’?——
vmK
TdA r l 12
A:/—dt:/—dt:—T
dt 2m 2m
0 0
B 7ra3/2/2m 9 g3/? m

- VmK 7 N K
Wir bilden als Beispiel das Verhéltnis der Quadrate der Umlaufzeiten von

Erde T und Jupiter T';. Die Masse der Sonne wird dabei mit mg bezeich-
net.

Tp _ap  mpws  mg+ms G mpmg
T7 a3 (mp+ms) mpms Gmpws
T:  admy+ms

o £-"E
T9 a3 mg+mg

Das 3. Keplersche Gesetz T3/T% = a3,/a% gilt also nicht exakt, sondern
nur im Limes mg — oo bzw. mg j/mg — 0. Anders ausgedriickt, es gibt
einen kleinen Korrekturfaktor zum 3. Keplerschen Gesetz, wenn die Pla-
neten eine Masse haben, die gegen die Sonnenmasse nicht vernachléssigt
werden kann.



Kapitel 3

Das Hamiltonsche Prinzip

Bisher haben wir die Mechanik auf der Basis des 2. Newtonschen Axioms betrie-
ben. Nun lernen wir ein anderes Prinzip, das Hamiltonsche Prinzip kennen. Diese
Formulierung der Mechanik erlaubt es, Zwangsbedingungen zu beriicksichtigen.
Ausgehend vom Hamiltonschen Prinzip wird dann der Lagrange-Formalismus
eingefiihrt. Besonders wichtig sind in diesem Zusammenhang die verallgemei-
nerten Koordinaten, die es erlauben die Bewegungsgleichung von Problemen
mit Zwangsbedingungen elegant aufzuschreiben.

3.1 Generalisierte Koordinaten

Fiir mehrere Koordinaten lautet das zweite Newtonsche Axiom

mat; = Zﬁﬂ + F.
J

Wenn wir beispielsweise das Fadenpendel betrachten (vgl. Abb. 3.1), kann man
das Problem im Prinzip mit kartesischen Koordinaten x, y beschreiben. x und y
sind aber nicht unabhéngig, sondern durch die feste Fadenlidnge R verkniipft, es
gilt also die Bedingung 2 +y? = R?. Wenn wir Polarkoordinaten r, ¢ einfiihren
iiber

T =TCcosp

Yy =rsing

so sehen wir, dass 22 + y2 = r2. Die Zwangsbedingung ist also gleichbedeutend
mit r = R = const. Von den zwei Koordinaten bleibt nach Beriicksichtigung
dieser Zwangsbedingung nur noch eine iibrig, der Winkel ¢. Damit haben wir
das erste Beispiel einer generalisierten Koordinate kennengelernt.

Im Allgemeinen benotigen wir zur Beschreibung eines Systems von N Massen
im dreidimensionalen Raum 3N Koordinaten 77,...7y. Sind diese durch K
Bedingungen der Form
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X

Abbildung 3.1: Das Fadenpendel als Beispiel fiir Zwangsbedingungen und gene-
ralisierte Koordinaten.

verkniipft, so bleiben s = 3N — K Freiheitsgrade {ibrig, d. h. man braucht 3N — K
unabhéngige Koordinaten, um das System vollstdndig zu beschreiben.

Wenn die Gesamtheit unabhéngiger Groflen ¢, . .. ¢s die Lage eines Systems
vollig charakterisiert, so nennt man diese verallgemeinerte oder generalisier-
te Koordinaten. Die zugehorigen Ableitungen nach der Zeit, bezeichnet als ¢;,
nennt man verallgemeinerte oder generalisierte Geschwindigkeiten.

Beispiele fiir generalisierte Koordinaten sind die Auslenkung ¢ beim Pendel
bzw. Breitengrad 6 und Lédngengrad ¢ auf der Erdoberflache.

Unser Ziel ist jetzt die Aufstellung der Bewegungsgleichung in den generali-
sierten Koordinaten.

3.2 Das Hamiltonsche Prinzip

Wir betrachten ein System, das durch s generalisierte Koordinaten ¢ ... gs und s
generalisierte Geschwindigkeiten ¢; . . . ¢s beschrieben wird Die kinetische Ener-
gie sei T(q1 ... ¢s,q1 - - - §s) und die potentielle Energie V(q; ... ¢s). Das Hamil-
tonsche Prinzip besagt, dass die Bewegung des Systems zwischen zwei Zeitpunk-
ten ¢ und ¢y so verlduft, dass das Integral

ta
SZ/L(Q1QS7Q1q5)dt
ty

ein Extremum annimmt. Dabei ist L(q,q) = T(q,q) — V(q) eine Funktion, die
das gesamte System charakterisiert.

L(q, ¢) nennt man Lagrangefunktion,

S nennt man Wirkungsintegral.
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q(ty)

4ty

Abbildung 3.2: Variation dq des wahren Weges ¢(t)!

Betrachten wir zuerst ein System mit einem Freiheitsgrad ¢

to
5= [ L
t1

q(t) ist die gesuchte Trajektorie des Teilchens. Wir suchen nun ¢(t) so, dass S ein
Minimum annimmt. Da wir aus dem Hamiltonschen Prinzip wissen, dass nur der
wirkliche Weg ¢(t) die Wirkung S minimiert, kénnen wir zu ¢(t) eine Funktion
dq(t) addieren und wissen dann, dass die Wirkung grofier wird (vgl. Abb. 3.2).
Diese Variation d¢(t) soll an den Endpunkten ¢(¢;),q(t2) verschwinden. Wir
schreiben

q(t) +0q(t) = q(t) +€£(t),  &(t2) = &(t2) =0

mit einer kleinen Zahl € und einer beliebigen Funktion £(t). Dann kénnen wir
eine Taylorentwicklung der Lagrangefunktion durchfiithren

S . oL oL
Lig+e€ q+e€) = Llg,q) + &€ 5+ ¢ e
—~~ 0q ~~0q

dq oq

und sie in das Wirkungsintegral einsetzen

t2 t2

/L(q+s§,q‘+s§') dt = /L(q,q') dt+5/t2 (g(t)gs +£(t)g§> dt

t1 t1 ty

S 65=0

Dass §.5 verschwindet, ist ein dquivalenter Ausdruck fiir das Hamiltonsche Prin-
zip, analog zum Verschwinden der ersten Ableitung einer Funktion an einem
Extrempunkt in der Analysis. Um den Ausdruck £(¢) umzuschreiben, fithren
wir eine partielle Integration durch

/5 0% dt = <>Z—f]f

t1

ta
t
2 d oL
—/ﬁ(t)&a—th
t1

IBildquelle: http://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/thumb/7/7b/Variation.png/
320px-Variation.png
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Damit konnen wir das Verschwinden der Variation der Wirkung schreiben als

(2
oL d oL
t1

Da wir iiber £(t) keine weiteren Annahmen gemacht haben, es also eine beliebige
Funktion ist, muss der Ausdruck in Klammern verschwinden, damit das Integral
fiir jedes & verschwindet. Es muss also gelten, dass

dor oL _
dt 9 0q

Damit haben wir die Euler-Lagrange-Gleichungen erhalten.

Beispiele

1. Als Beispiel betrachten wir die Bewegung eines Teilchens in einer Dimension
in einem Potential V(x).

T(@) = %mdtz, V()
L:T-V:%m#—vw)
oL oV
or = ow 1@
dor _d_ .
ator ar oM
doL oL _,
dt o  Oxr

s mi—F=0.

Damit haben wir das 2. Newtonsche Gesetz erhalten.
2. Als néchstes Beispiel betrachten wir das Fadenpendel mit Fadenlidnge s.
Hier ist die generalisierte Koordinate ¢. Die Koordinaten sind (vgl. Abb. 3.3)

T =ssingy T = Spcosp
Y = —8COSp Y = spsing
Damit sind die Ausdriicke fiir kinetische und potentielle Energie
1
T=2= 2.2
5™Ms ¢

V =mgy = —mgssinp

1
Lip,p)=T -V = 5m52gb2 + mgs cos ¢

oL .

% = —mgssin e
d9L .
E% =ms-

ms?p + mgssinp = 0
&SP = —gsingo
s

Dies ist die bekannte Bewegungsgleichung fiir ein Pendel.
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Abbildung 3.3: Skizze zum Fadenpendel

3.2.1 Generalisierte Impulse

Wir hatten bislang die generalisierten Koordinaten ¢; und die generalisierten
Geschwindigkeiten ¢; eingefiihrt. Der zugehorige generalisierte Impuls

_ oL
pl_aqz"

im ersten Beispiel ist der generalisierte Impuls OL/0% = m, also der bekannte
lineare Impuls, beim Fadenpendel ist dL/d¢ = ms?p, der Drehimpuls. Der
generalisierte Impuls p; ist erhalten, wenn

d d oL
dt dt 9q

Das ist nach den Euler-Lagrange-Gleichungen gleichbedeutend mit

oL _,
dq
also wenn L nicht explizit von ¢ abhéngt. Man nennt ¢ dann zyklische Koordi-
nate.

Wenn wir beim ersten obigen Beispiel V(z) = 0 setzen, also das freie Teilchen
untersuchen, ist L = %miﬂ und der Impuls p = ma ist erhalten.

Wir haben die Euler-Lagrange-Gleichung aus dem Hamiltonschen Prinzip
0S5 = 0 mit den Techniken der Variationsrechnung bestimmt.

Beispiele

Weitere Beispiele fiir die Anwendung dieses Kalkiils sind

1. die Geodite, d.i. die kiirzeste Verbindung zweier Punkte A, B auf einer
gegebenen Oberfliche. Die zu minimierende Grofe ist die Lénge ¢ dieser
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Verbindung. Auf einer flachen Oberfliche ist das Wegelement

ds = \/dz? + dy?

B B Iidy 3
EZA/dS:A/ 1+(d{£>
B
EZA/ 1+ (y'(x))? dz

L(y,y')

Die Analogien kann man in folgender Tabelle zusammenfassen:

Geodéte Hamiltonsches Prinzip

x t
Y q

, .
Y q

Wir kénnen hier auf die gleiche Weise wie beim Hamiltonschen Prinzip
die Euler-Lagrange-Gleichung verwenden.

L(y,y') = V1+(¥')?

oL o _
dz 0y Oy
71 n2\—1/2, 1
0= {a+w» ™y}
_d_ v
do 1+ (y')?
/
Y = C' = const
1+ (y')?

Y = c1x + C2,

also wie erwartet eine Gerade.

Hier haben wir — in gleicher Weise wie beim Hamiltonschen Prinzip die
Wirkung S — ein Funktional ¢, das keine Abbildung von Zahlen auf Zahlen
ist, sondern von Funktionen auf Zahlen abbildet. Das Funktional hingt
also nicht von den Werten an einzelnen Punkten ab, sondern von der
gesamten Funktion an allen Punkten.

2. das Fermatsche Prinzip: Ein Lichtstrahl auf seiner wirklichen Bahn zwi-
schen zwei Punkten braucht eine kiirzere Zeit als auf jeder anderen denk-



44 KAPITEL 3. DAS HAMILTONSCHE PRINZIP

Abbildung 3.4: Die Brachistochrone?

baren »virtuellen« Bahn zwischen den beiden Punkten.

) ds
ot
B B
ds VI1+(y)?
T= | —= | Y—"" dx.
¢ c(z,y)
A A N————
L(z,y,y")

Dabei ist ¢(x,y) die Lichtgeschwindigkeit im Medium.

3. die Brachistochrone: Dieses 1696 von Bernoulli geloste Problem besteht
darin die Bahn eines Korpers, der reibungsfrei von einem Punkt A zu
einem Punkt B gleitet, so zu bestimmen, dass die Zeit der Bewegung

minimal wird.
i d
dt = / ds
v
A

+ 1\ 2 1
VIRWE 4 ) = AT
29y 29y

V)

S

—

B B —

Wir wenden die Euler-Lagrange-Gleichung an.

doL oL _
de 0y Oy
oL 1 y'

A V209 1+ ()2

Diesen Ausdruck nach x abzuleiten wére sehr kompliziert. Deshalb setzen
wir nicht explizit in die Euler-Lagrange-Gleichung ein, sondern gehen aus
von

oL
/

Y 87/ — L = const,

was ein dquivalentes Vorgehen ist. Ubertragen auf die Mechanik (v —
t,y — q) ist dieser Ausdruck das Negative der Gesamtenergie.

2Bildquelle: http://commons.wikimedia.org/wiki/File:Brachistochrone.png
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Um diesen Ausdruck zu zeigen, leiten wir ihn nach x ab; wenn die linke
Seite konstant ist, muss die Ableitung verschwinden.

"oy oy T a
JOL, ,doL oL,k oL,

oy "Vawoy "oy’ "oy’

_y (4oL oLy _
- dz oy Oy )

(2 )

wobei wir im letzten Schritt die Euler-Lagrange-Gleichungen ausgenutzt
haben und die totale Ableitung

df(z,y) _0fdz  0Ofdy
dt  Oxdt Oydt

d [z
:vfdt(y>

_0f 4 9
df = g dut 5 dy

eingesetzt haben. Wir setzen jetzt in den Ausdruck ' gyL, — L = const ein

und benennen die Konstante mit 1/a.

1

—1 1
V201 + ()2 av2g

Durch Kehrwertbildung erhélt man

Wir 16sen diese Differentialgleichung durch Separation der Variablen und
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~-

2nR

Abbildung 3.5: Zykloide

erhalten?

/dx:/dy,/ Qy
a®—y
_ / y/a*> 2/ o
@az—l—c-/dy 17y/a2—a 17Zd:<7

2
:azz\dz:2a2/ A

1+>\2d)‘

= %a? (; arctan \ — Z(lix\?)>
srte=ad (—m—i—amtam 122>

Wenn wir A = (0,0) als Anfangspunkt setzen, ist ¢ = 0 und wir erhalten

T Y 1
— = arctan - = a?
a2 2—y a? y(

- ).

Der Wert von a? bestimmt sich aus dem Endpunkt.

Diese Kurve kann man als Zykloide darstellen (vgl. Abb. 3.5). Eine Zy-

3Die Substitution z = y/a? fithrt auf den Radikanden

z

=2
1—=z
)\2
Tt
1— 1
oxdr= 2 =2 g dz
(1—2)2 1— 22

2

14 A2 dA.

dz=2X(1 - 2%)dx =




3.2. DAS HAMILTONSCHE PRINZIP 47

kloide wird durch die Parameterdarstellung

r=@R— Rsingp
y=R—Rcosyp

beschrieben. Mit ¢ = 23 kann man dies schreiben als

x
— =28 —sin20.
7= 2P B
Wenn wir y = a? sin? 3 setzen und in die Brachistochrone einsetzen, ergibt
sich
x a?sin? 3 1
— —arctan | ———— — — [a%sin® B (a® — a® sin®
a? a2 (1 —sin®p)  a? 5;,_5),
N——— a2 cos? 3
cos? f3
3 1. 23
= — —sin
2
2z . 2
2= 28 — sin“ 8
Nach dem vorherigen Absatz beschreibt dies eine Zykloide mit Radius
R =a?/2.

Wir betrachten nun mehrere Freiheitsgrade. Bei zwei Freiheitsgraden haben
wir die unabhéngigen generalisierten Koordinaten ¢i, g2 und die generalisierten
Geschwindigkeiten ¢i, g2 und als Ausdruck fiir die Wirkung

S = /L(Q17q2aQ17QQ) dt.

Die Variation fiihren wir in beiden Koordinaten unabhéngig durch

a1(t) = q1(t) +£(t)
q2(t) = q2(t) +en(t)
§(t1) = &(t2) = n(t1) = n(t2) = 0.

Die Variation der Lagrangefunktion ist damit

L(qi + €€, g2 +en, 41 + €€, do + €1)

. oL oL oL oL
:L((J1,Q27Q1»(I2)+E( §+ §>+ ( N+ o )
0 92 3‘]2

oL oL . aL 3L
oo (2 Do
&F 5Q1§ 5Q2 5 o

ty

Wir fiithren analog zum eindimensionalen Fall eine partielle Integration durch.

ta
d OL
- / (dtaq-l) ar

t1

to
oL . OL
—&dt = —
dq1 oq
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Damit ist die Variation der Wirkung

to
oL d OL oL d OL
55:/ t(+.> + t(+,> at
: §® Oq1  dt 0¢1 o n(t) Oqx  dt 0¢s
£ = —_—

=0

Da die Funktionen ¢ und n unabhéngig voneinander sind, miissen die beiden
Ausdriicke in runden Klammern unabhingig voneinander verschwinden. Die-
ses Argument gilt in gleicher Weise, wenn wir statt zwei Freiheitsgraden die
Variation fiir s generalisierte Koordinaten durchfithren. Die Euler-Lagrange-
Gleichungen fiir ein System mit s Freiheitsgraden lauten

4oL oL
dtdg; 0qi

1=1,...8

Dies sind also s Differentialgleichungen 2. Ordnung.

Das Keplerproblem im Lagrange-Formalismus

Wir betrachten einen Massepunkt in d = 2 Dimensionen in einem Zentralpo-
tential V (r).

T =T7Cosp T =171Ccosp—rpsing

Yy =rsingp Y =17sinp + rycosp

Die kinetische Energie ist dann
1
T= §m(7’2 +72p?)
und die Lagrangefunktion

. 1 . )
L(r,o,7,¢) = im(r2 +72p%) =V (r)

Wir sehen direkt, dass die Koordinate ¢ zyklisch ist, sodass der generalisierte
Impuls erhalten ist

doL 9L _

dtop  0p
-
=0
d
ao_,
dt 9¢
jt(mrng) =0

¢ = mr®y ist erhalten.

Dies ist die Drehimpulserhaltung.
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Die Euler-Lagrange-Gleichung fiir r lautet
doL 0oL

aor " or !
d dL . ..
Eazgmr:mr
oL o OV
o T Gy
mi —mrg? + =0

ar

Der Ausdruck mr¢? kann als Zentripetalkraft interpretiert werden. Wenn wir
(? iiber den Drehimpuls £ = mr?¢ ausdriicken, erhalten wir

o 2

4 T om2rt
:>mi‘—£+afv—0
mrd3  Or

Der mittlere Term ist die Drehimpulsbarriere.

Da ¢ zyklisch ist, die Lagrangefunktion also nicht von ¢ abhingt, dndert
eine Drehung L nicht. Man bezeichnet dies als Drehinvarianz. Analog hat man
beim freien Teilchen mit der Lagrangefunktion

1
L= §m(:i:2 + 97 + 2?)

Translationsinvarianz, da x,y, z zyklische Koordinaten sind, L also nicht von
der Lage im Raum abhéngt.
Dies sind Beispiele fiir das Noethersche Theorem:

Zu jeder kontinuierlichen Symmetrie gehort eine Erhaltungsgrofe.

Symmetrie Erhaltungsgrofie
Translation im Raum linearer Impuls
Drehung im Raum Drehimpuls
Translation in der Zeit Energie

Das Noether-Theorem wurde von der Mathematikerin Emmy Noether (1882—
1935) aufgestellt.
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Die Hamiltonschen
Bewegungsgleichungen

Bis jetzt haben wir die analytische Mechanik mit der Lagrangefunktion L in n
Freiheitsgraden mit den Euler-Lagrange-Gleichungen betrieben

L=T-V
doL oL _
dt&ji 8qi_

L(ql,...qn,ql,...qn)

Dieser Formalismus liefert n Bewegungsgleichung 2. Ordnung. Die Lagrange-
funktion hat zwar die Einheit einer Energie, aber sie ist nicht erhalten. Das
wére der Fall fiir die Gesamtenergie 7'+ V. Die Hamiltonfunktion des Hamil-
tonformalismus, den wir jetzt entwickeln wollen, ist gerade der Ausdruck fiir die
Gesamtenergie.

Wir bilden die Zeitableitung der Lagrangefunktion.

dL oL . oL ..
P Z {8%%‘ + 8%%}

e faony, o,

wobei wir die Euler-Lagrange-Gleichung auf den ersten Summanden angewand
haben. Wegen ¢; = %q'i konnen wir die Summe mit der Produktregel schreiben

als
d oL .
32 (54

i

d oL
=S (-3 2 =
dt( Z_aqﬂ) 0
oL
= L(qi, ¢;) — ——¢; =: —H = const.
(girdi) — > 25,

i

50
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Zur Veranschaulichung betrachten wir kartesische Koordinaten z;:

oL
_H=1-5"2,
la@x
—T—V—oT

- T-V

SH=T+V

In generalisierten Koordinaten sieht die kinetische Energie i. Allg. anders aus,
z.B. in ebenen Polarkoordinaten (wie im Keplerproblem)

1
T = im(r2¢2 +72).
Damit ist noch zu zeigen, dass H = T + V auch in generalisierten Koordi-

naten die Gesamtenergie beschreibt. Wir konnen die Ortsvektoren ausdriicken
durch die generalisierten Koordinaten

fiir ein IN-Teilchen-System mit n Freiheitsgraden. Die kinetische Energie konnen
wir dann ausdriicken als

AN
N
1 or; . > (8ﬂ : )
=52 mi) 56 )50
Da T somit quadratisch in den ¢, ist, kénnen wir schreiben
oT
> ggde=2T
— O

und das entspricht unserem Ergebnis in kartesischen Koordinaten, sodass wir
direkt schreiben kénnen

= H=T+V.

Die Variablen, in denen wir die Lagrangefunktion L ausdriicken, sind g;, ;-
Die natiirlichen Koordinaten der Hamiltonfunktion H sind jedoch p;,g;. Den
Ubergang erhalten wir durch die Legendre-Transformation. Wir stellen dazu
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eine Voriiberlegung an und bestimmen das totale Differential einer Funktion

fz,y)

_OF 4 91
af = 5 ot 5 dy
= u(z,y)dz + v(z,y)dy
mit u(z,y) = % und v(z,y) = %ch

Wir definieren nun eine neue Funktion

0
g=f—y5f£=f—yv

und bilden wieder das totale Differential

dg = df — d(yv)
=udr+vdy —vdy —ydv
=udr —ydv

Die so definierte Funktion g(x,v) nennt man die Legendre-Transformierte von

f(z,y).

Wir wenden dies nun auf die Transformation der Lagrange- zur Hamilton-
funktion an.

L(q,4q)
OL oL
L=— ~—— dg
d 34 dg + 34 dg
—dH = dL — d(pq)
OL oL . ..
= _—dg+ =dj—pdg—qdp
Jq dq

mit dem generalisierten Impuls p = 9L/9q.

oL

dH =
dq

dg+q¢dp
Wenn wir H(p, q) haben, ergibt sich fiir das totale Differential

dH = —dp+ — dgq.
Op Pt dq ¢

Wir fithren einen Koeffizientenvergleich durch und erhalten

o _
8p_q
oH 0L

T
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wobei wir bei der zweiten Gleichung die Euler-Lagrange-Gleichung

oL _d oL _
o —dt o "
~~
P
ausgenutzt haben. Die beiden Formeln
oOH
= 4.1
op ¢ (4.1)
0H
= 5 4.2
9g ~ P (4.2)

sind die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen. Anders als die Euler-Lagrange-
Gleichungen, die zweiter Ordnung in der Zeit sind, handelt es sich hier um
Differentialgleichungen erster Ordnung.

Beispiele

Harmonischer Oszillator in einer Dimension. Beim harmonischen Oszil-
lator sind kinetische und potentielle Energie gegeben durch

1 k
T =-mg* =-¢*
i V=51
Die Lagrangefunktion ist damit
1 k
L=T-V =-mj§’> - =¢*
v 5™4 54
oL_ oL,
og " ag M

Die Euler-Lagrange-Gleichungen sind in diesem Fall also wegen

doL _ .
atag M
mg+kqg=0
k
m

also die bekannten Bewegungsgleichungen eines harmonischen Oszillators. Nun
bestimmen wir die Hamiltonfunktion.

H=—-L+pq
oL N
= — =m _ =
p a4 q q
1 5 k .
= H=—-mi’ + 4> +pi
2 2
2
_ L ke P
N 2mm2—|—2q +pm
p2 k o
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Wir konnen die Hamiltonfunktion statt iiber die Legendre-Transformation auch
iiber H =T + V bestimmen

2
Die Hamiltonschen Bewegungsgleichung lauten in diesem Fall
oH .
871) =4q
= L _ q
oH
99 M
= —kq=1p
& p=mqg
—kq=mg
mg + kq = 0.

Dies sind die oben auf anderem Wege erhaltenen Bewegungsgleichungen.

In n Freiheitsgraden haben wir n generalisierte Koordinaten und deren Ablei-
tungen in der Lagrangefunktion L(q1,...qn,q1,- - qn)- Uber eine analoge Rech-
nung wie oben erhélt man die Hamiltonfunktion

n
H(qu, - Guip1,---pn) = »_pidi — L
i=1

mit den Bewegungsgleichungen

OH . OH

Oqi bi pi

Wenn eine Koordinate zyklisch ist, also in der Lagrangefunktion nicht vor-
kommt

Gi-

oL
—— =0,
9q;

ist der zugehorige generalisierte Impuls erhalten

_dor _
~dtog

Di
Dies gilt auch beim Hamiltonformalismus: wenn g; nicht explizit in H auftaucht,
ist q; zyklisch
OH

= =0=p;=0
8qj‘ J

pj = ¢; = const.

In diesem Fall kann man die Hamiltonfunktion schreiben als

H(ql, .. 'qulaqurlv oo QnyP1y - .pjfl,Cj,pijl, . pn)
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Wenn alle generalisierten Koordinaten zyklisch sind, hdngt die Hamiltonfunkti-
on nur noch von den konstanten Impulsen c; ab.
H(p1,...pn) = H(c,...cp ) = const.
——
Konstanten

Die Bewegungsgleichungen fiir die Impulse sind nach Voraussetzung trivial p; =
0; die Bewegungsgleichungen fiir die Koordinaten sind dann

] OH OH const
i — = = Q; = 1

g 8]),‘ 802‘

qi = at + ;.

Wenn man dies machen kann, nennt man das System integrabel und es tritt
kein chaotisches Verhalten auf. Man hat also genausoviele Erhaltungsgrofien
wie Freiheitsgrade. Diese Transformation auf geeignete Koordinaten, sodass die
Bewegungsgleichungen trivial l6sbar sind, bezeichnet man als Hamilton-Jacobi-
Formalismus.

Wenn n Koordinaten zyklisch sind, heifit das, dass wir n Erhaltungsgréfien
haben und man nennt das System integrabel, wobei n der Anzahl der Frei-
heitsgrade des Systems entspricht. In der Praxis ist es eventuell schwierig die
zyklischen Koordinaten zu identifizieren.

Was sind nun die Vorteile dieses Formalismus gegeniiber dem Lagrangefor-
malismus, wenn die Bewegungsgleichungen dieselben sind? In einigen Féllen ist
der Hamiltonformalismus praktischer, und in einigen Féllen ist der Hamilton-
formalismus notwendig, z. B. in der Thermodynamik oder bei der Untersuchung
chaotischer Systeme. Zudem hat man die Energie direkt gegeben. Auch die Ver-
wendung von Differentialgleichungen 1. Ordnung bringt Vorteile. Auflerdem ist
der Hamiltonformalismus fiir den Ubergang zur Quantenmechanik notwendig.

Den von den ¢; und p; aufgespannte 2n-dimensionale Raum nennt man Pha-
senraum. Die Bewegung eines Systems im Phasenraum ist gegeben durch die
Phasenraumtrajektorie (g;(t), p;(t)). Als Beispiel fiir eine Phasenraumtrajekto-
rie betrachten wir den harmonischen Oszillator

2
p ]fz
H=—+ —¢q°.
2m+2q

Die Bewegungsgleichung hatten wir oben bereits aufgestellt. Die Losung ist

q(t) = asinwt + bcos wt
p(t) = aw coswt — bw cos wt

. k
mit w =14/ —.
m
Die zugehorige Phasenraumtrajektorie ist eine Ellipse. Durch Quadrieren erhélt
man

2 2
q p _

a? + b? * w?(a? +b?) ’
die bekannte Darstellung einer Ellipse in kartesischen Koordinaten. Die Kon-
stanten a, b bestimmen sich aus den Anfangsbedingungen, und somit auch der
Energie. Je nach dem Wert der Gesamtenergie hat die Ellipse unterschiedliche
Halbachsen. Die Erhaltungsgrofie Energie bestimmt somit, auf welcher Ellipse
das System sich durch den Phasenraum bewegt.




Mathematischer Einschub:
Der s-Tensor und das
Kronecker-o

Es sei A eine 3 x 3-Matrix, und a, g, ¢, Vektoren mit drei Komponenten. Dabei
gelte

Ad = b.

QL

In Komponenten aufgeschrieben lautet diese Beziehung
Z Aijaj = bi.
J

Eine besonders einfache Matrix ist die Einheitsmatrix

1
1= 1 ,
1
L i
in Komponenten §;; = Z ]
0 i#j

E 57;jaj = a;.
J

Die Einheitsmatrix bzw. das Kroneckerdelta hat verschiedene Eigenschaften.
1. Sie ist symmetrisch, also 17 = 1.
dij = 0y

2. Die Spur iiber die Einheitsmatrix ist gleich der Dimension n des Raumes,
in dem sie definiert ist, also in unserem Falle 3:

Splzz&i:n:i’):

3. Das Produkt von Einheitsmatrizen ist die Einheitsmatrix

> 66k = i
J
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4. Das Kroneckerdelta bietet eine einfache Méglichkeit zum Umbenennen von
Indizes

> Aijibie = Asje.
k

Man kann mit dem Kroneckerdelta auch das Skalarprodukt umschreiben als

Nun wollen wir auch das Vektorprodukt mit Matrizen ausdriicken. Es gilt

asbz — azbs c1
axb=cCc= a3b1—a1b3 = | C2
a1by — azby c3

Dazu benétigen wir den Levi-Civita-Tensor oder e-Tensor, der definiert ist durch

1 1,7, k gerade Permutation von 1,2, 3
€ijk = —1 1,J,k ungerade Permutation von 1,2, 3
0 sonst
1 =e¢123 = €231 = €312
—1 =¢913 = €132 = €321
0=c¢e112 =221 =333 = ...

Damit konnen wir das Kreuzprodukt schreiben als
(5)1 = ((3: X b)z = Zaijkajbk
Jk
cL = Zﬁljkajbk = €123a2b3 + £132a3b2 = a2b3 — azbs
Jk

¢y = e913a1b3 + 2310301 = azby — a1bs
C3 = a1b2 — agbl.
Wir geben nun die Eigenschaften des e-Tensors an:

1. Das Produkt zweier e-Tensoren mit unterschiedlichen Indizes kann als De-
terminante geschrieben werden.

5ad jae 6af
5abcgdef — 5bd 5be 5bf
5cd §ee 5cf

1
Bsp.: el23:123 — |0
0

O = O
= O O
Il
—

2. Wenn man iiber einen gemeinsamen Index zweier e-Tensoren summiert,
erhélt man

§ Eabc&_dec _ 6ad5be o 6@65[)(1
c

als Spezialfall der ersten Eigenschaft.
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3. Summation iiber zwei gemeinsame Indizes liefert

E Eabcgdbc _ 25ad
b,c

4. Summation iiber drei gemeinsame Indizes
Z gabe abe _
a,b,c
als Anwendung der vorherigen Eigenschaft.
5. Summation iiber zwei gleiche Indizes einer Matrix liefert

Zsabc(;bc = 0.

a,b

Unter Verwendung dieser Beziehungen kann man leicht Beziehungen von
mehrfachen Kreuz- und Skalarprodukten herleiten, die im folgenden Kapitel
von Nutzen sein werden.

(@xb)(Exd) = Z glitaiptethm ek gm
i,5,,m,k
— (6jk612m _ 5jm5Zk)ajbéckdm
= (@) (bd) — (ad)(bc)

Die Grafimann-Identitéit oder bac — cab-Regel:

(6 X (EX 6))1 =ax ZEkZmbécm

m
= Z €ijkjEkembeCm
Jjkém
= (0it8jm — Sim0jl)a;becm
Jjkém

= bi ((3:5) — Cl((_ig)

Man kann den e-Tensor auch benutzen, um Vektordifferentialoperatoren aus-
zudriicken.

B
(grad )i, = (V)i = 372 = Ok

(I“Ot (p)k = (V X L_i)k = ZEijkaiaj
4,
(rot grad @), = (V x (V@))k = > £ijr0i0s¢p
0,J
= ejididip =0,
ij
wenn ¢ zweimal stetig differenzierbar ist, so dass man den Satz von Schwarz
anwenden darf.



Kapitel 5

Der starre Korper

Bislang haben wir Massenpunkte betrachtet. Weil die Welt aber aus ausge-
dehnten Korpern besteht, betrachten wir nun ausgedehnte Koérper, die wir als
Massenpunkte mit festen Abstdnden auffassen kénnen (vgl. Abb. 5.1). Wie viele
generalisierte Koordinaten braucht man um einen starren Koérper zu beschrei-
ben, d.h. dquivalent wie viele Freiheitsgrade hat ein solcher Korper? Man kann
sich dies auf drei Arten iiberlegen, die alle zum selben Ergebnis fithren, nadmlich
sechs Freiheitsgraden:

1. Wir kénnen die Lage eines Punktes A auf dem Korper angeben durch drei
raumliche Koordinaten. Die Lage eines weiteren Punktes B des Koérpers
kann ich durch zwei ebene Koordinaten angeben sowie einen Drehwinkel
um die Achse AB.

2. Wir konnen die Lage eines Korpers durch die Position seines Schwer-
punktes angeben, fiir die wir drei Koordinaten brauchen; auflerdem kann
sich der Korper um seinen Schwerpunkt drehen, so dass wir drei Winkel
bendétigen, um die Drehung zu beschreiben.

3. Wir kénnen den Koérper durch die Angabe der Position von drei Punkten
auf dem Korper angeben, wie ja auch eine Ebene im R? durch drei Punkte
festgelegt ist. Diese neun Koordinaten reduzieren sich auf sechs, weil durch
die drei Zwangsbedingungen der festen Abstédnde drei Koordinaten durch
die iibrigen ausgedriickt werden kénnen.

Abbildung 5.1: Der starre Korper.

99
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)
Ly

e

Abbildung 5.2: Ein starrer Zylinder als Beispiel fiir einen starren Korper.

Wir kénnen die drei Bewegung eines starren Koérpers durch zwei Koordina-
tensysteme beschreiben, ein koérperfestes System, wie es ein mitbewegter Beob-
achter auf dem Korper wahrnimmt, und ein raumfestes System. Auf der Erde
kann das korperfeste System z. B. Lénge, Breite und Hohe sein, also Kugelko-
ordinaten. Ein Beobachter im Weltraum hétte dann ein raumfestes System und
konnte die Bewegung der Erde um die Sonne beobachten. Das raumfeste System
nennt man auch Intertialsystem. Ein Inertialsystem ist ein System, in dem das
2. Newtonsche Axiom gilt. Bisher haben wir immer Inertialsysteme betrachtet.

Newton war der Ansicht, dass es einen absoluten Raum gibt. Inertialsysteme
sind solche, die sich beziiglich des absoluten Raumes gleichférmig bewegen.

Absolute space, in its own nature and with regard to anything ex-
ternal, always remains similar and unmovable.

Wenn die Koordinaten des absoluten Raums als 7 bezeichnet werden, so gilt
das 2. Newtonsche Axiom ebenfalls in einem relativ dazu gleichférmig bewegten
Raum mit den Koordinaten 7, das gegeben ist durch

7 =T+t

mit einer konstanten Geschwindigkeit .

Jede Bewegung eines starren Korpers ldsst sich zusammensetzen aus einer
Translation und einer Drehung. Die Verschiebungen sind uns von den Masse-
punkten bereits wohlbekannt, so dass wir uns nun auf die Drehungen konzen-
trieren. Wir bezeichnen die Koordinaten im korperfesten System mit 75, die
im raumfesten System mit 7). Den Zusammenhang zwischen den beiden Sy-
stemen beschreiben wir durch eine Matrix R(t), so dass

70 (t) = R(t)# 5.

Als Beispiel sehen wir uns die Bewegung eines Punktes auf einem rotierenden
Zylinder (vgl. Abb. 5.2). Im korperfesten System habe der Punkt die Koordi-
naten
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dann wird die Drehung um die z-Achse durch die Matrix

cosp —singp 0
R(t) = | sing cosp O
0 0 1

beschrieben. Die Zeitabhingigkeit des Drehwinkels ¢ wird beschrieben durch
die Winkelgeschwindigkeit w = 27 /Periode geméif

©o(t) = wt.

Im raumfesten System hat der Punkt auf dem Zylinder damit in Abhéngigkeit
von der Zeit die Koordinaten

coswt
A8 = | sinwt
0

Ein ndherungsweises Beispiel fiir einen torkelnden Zylinder ist der kleine Sa-
turnmond Hyperion.

Der starre Korper hat die Zwangsbedingungen, dass die Absténde zwischen
zwei Punkten konstant sind. Daraus folgt als Bedingung fiir die Drehmatrix R,
dass sie orthogonal sein muss. Wir fordern auflerdem det R = 1, so dass Raum-
spiegelungen ausgeschlossen sind, damit kein Rechtssystem in ein Linkssystem
iiberfithrt wird.

7 = RF
r=Vi2 = z:(ri)2

ST = 37002 = (Rigry) (Rare)

i N

3 -
E Ri]‘RiijTkZ E Ty

7,k [

Die Summe auf der rechten Seite kann man auch schreiben als
Z rir; = Z 5jk7aj7nk
i gk
= ZR”RUQ = 6jk
< Z(RT)jiRik = djk

RTR=1

RTR = RR"T =1 ist gerade die Eigenschaft, die eine orthogonale Matrix defi-
niert. Fiir orthogonale Matrizen gilt somit R~ = R”.

#B(1) = R(t)i
RT )@ B (1) = RT(H)R(t) 7 = #5)

1
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Damit ergibt sich die Transformation vom einen System ins andere durch

) = RirK) (5.1)
O = RTHB), (5.2)

Eine andere Art von Matrizen, die bei der Behandlung von Drehungen auf-
taucht, ist die antisymmetrische Matrix, fiir die R = —R gilt. Daraus folgt
insbesondere, dass alle Diagonalelemente verschwinden. Wenn wir die Zeitablei-
tung von 7 (t) bilden, erhalten wir

=Ryt = RHRT() A
——

antisymmetrische Matrix

Wir zeigen nun, dass RR” eine antisymmetrische Matrix ist. Wir verwenden
dazu die Hilfsformel

%(RRT) = RRT + RR"
d
= —1 =
at=Y

(RRT)T = RR! = —RR".

Jede antisymmetrische 3 x 3-Matrix A;; kann man schreiben als A;; =
Zk EijkWk-

An=e¢en.. =0
Agp = A33=0
Ap = E E12kWk = €123W3
%
A = E E21kWk = €213W3.
%
0 w3 —W?2
Ai]‘ = —Wws3 0w1
w2 —W1 0

R = RRTHR)
;{R) = Z(RRT)ijTgR)

J
= Zéijkar§R)
7.k

Die physikalische Bedeutung von & ist die folgende: w hat die Richtung der
momentanen Drehachse, ist also in unserem raumfesten System parallel zur z-
Achse.

7(t + At) — 7(¢t)

lim —————— =F=d X7
At—0 At
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[42)

Abbildung 5.3: Starrer Koérper mit Drehachse

Da das Kreuzprodukt a x b senkrecht auf den Vektoren a, b steht, ist bei der
Drehung die Geschwindigkeit immer senkrecht zum Ortsvektor und zur Dreh-
achse.

Der Vektor & ist allerdings kein gewthnlicher Vektor wie der Ort oder die Ge-
schwindigkeit. Dies sieht man am Verhalten unter einer Parititstransformation,
also einer durch

P:x,— —x;

beschriebenen Raumspiegelung. Bei Anwendung von P auf 7 und 7 ergibt sich

X —X
Plyl=1-y
yA —Z
@ —
Plyl|l=1-v
3 -3

Wenn wir P jedoch auf den Drehimpuls L=#x p anwenden, ergibt sich
PL =m(—7) x (=) = L.

L und auch & bezeichnet man wegen dieses Verhalten als Axialvektoren.
Aus den oben hergeleiteten Beziehungen

WX T
R(t)7 k)

wollen wir nun Drehimpuls und Energie eines rotierenden starren Korpers be-
stimmen. Die Massenverteilung des Koérpers sei durch seine Dichteverteilung
o(7) gegeben; in diesem Fall ist die Masse gegeben durch

M:/fmm.

7

T(R)
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Der Schwerpunkt ergibt sich aus
_ [ &rie()
[ dre(®)”

Der Drehimpuls ergibt sich — ebenfalls als Verallgemeinerung des N-Teilchensystems
auf eine kontinuierliche Verteilung — gemif der Gleichung

Rs

L= / Ero(F)(7 x )
= / d3ro(F)7 x (& x 7)

Das doppelte Kreuzprodukt kénnen wir auflésen geméf (vgl. den Mathemati-
schen Einschub)

@ x (b x &) = b(ac) — aab).
Damit erhalten wir

L= [ dror) (775 - (7))
L= [ @ro) (@ - n Y riw)
J
Wir wollen den Drehimpuls ausdriicken durch eine Beziehung der Form

L=0s
Lk = Z @kjwj
J

mit einer Matrix ©. Im obigen Ausdruck fiir Ly stehen w; und wy, die nicht
notwendigerweise gleich sind. Wir verwenden nun das Kroneckerdelta und die
Beziehung

Z Okjw; = wy,
J
um den Ausdruck fiir L auf die gewiinschte Form zu bringen

L= / APro(F) {7205 — i} wj.
J

© ;. Trégheitstensor

Wir haben also den Drehimpuls in der Form Ly = ) Oj,w, ausgedriickt mit
J

einer symmetrischen Matrix (©;; = 0;;)

05 = [ Erold((d ~rym)

Wir rechnen als Beispiel den Trégheitstensor eines Zylinders mit konstanter
Dichte o, Radius a und Hohe h aus. Wir verwenden dazu Zylinderkoordinaten
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Abbildung 5.4: Zylinderkoordinaten

R, ¢, z, wobei der Zylinder im Koordinatenursprung zentriert ist (vgl. Abb. 5.4).

h/2 2 a

0% =9 / dz/dcp/RdR(FQ—zz)

“h/2 00
h/2 27 a

=0 / dz/dtp/RdRR2

—h/2 0 0
2
a
= ph2m—
% 7T4
_ue
=M.
h/2 27 a
0 = / dz/dga/RdR(FQ—azz)
—h/2 0 0

—h/2 0
3 2 [h/2 R4 |2
= QZ—QW— + oh — /81112 pdp
3 2 —h/2 4 —h,/20
h3m at
= _— h—
03744 to e

h? a2
—M<12+4)

M
= E(hQ + 3@2)
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wobei wir verwendet haben, dass

x = Rcosyp
y = Rsiny
2?2 2?—a? =y 422 = R2sin? o? 4 22
27
/smz pp = ~SXEMG | 8

2
0

Auflerdem ist ©YY = % wegen der vollen Drehsymmetrie des homogenen Zy-
linders.

Jetzt miissen wir noch die Nichtdiagonalelemente des Tréagheitstensors aus-
rechnen. Dabei kénnen wir Symmetrien ausnutzen. Das Element

o = [ &*r o(f)ay

muss verschwinden, weil in den vier Quadranten, in die der Zylinder durch
die xz- und yz-Ebene geteilt wird, das Produkt xy den gleichen Betrag, aber
verschiedenes Vorzeichen hat, so dass das Element ©*Y verschwindet. Das gleiche
gilt fiir die anderen Nebendiagonalelemente; also ist der Trigheitstensor des
homogenen Zylinders

12 (h? + 3a?) 0 0
0= 0 M (h? + 3a?) 0
0 0 M4

Die Achsen x,y, z bezeichnet man hier als Haupttrigheitsachsen. Wenn wir die
Drehachse w entlang einer der Haupttrigheitsachsen legt, ist E| |&J. Dann ist die
Gleichung L = & = A& eine Eigenwertgleichung mit dem Eigenwert A. Bei
dem Zylinder ist z. B. fiir d||z

. 0 0
L=0w|0] =0%w |0
1 1

Die Gleichung ©& = Aw hat eine nichttriviale Lésung, wenn

det(© — A1)@ = 0

& | Oy Oyy — A O,. | =0
@zw @zy ezz - A

Die Eigenwerte A1, Ag, A3, die als Losungen dieses Polynoms dritten Gra-
des auftreten, sind die Haupttrigheitsmomente, die zugehorigen Eigenvektoren
W1, Wa, w3 sind die Haupttragheitsachsen. Bei einer Drehung des Korpers um eine
Haupttragheitsachse ist der Drehimpuls L parallel zu &. Haupttragheitsachsen
fallen mit den Symmetrieachsen zusammen. Da der Trégheitstensor eine sym-
metrische Matrix ist, sind diese Eigenwerte immer reell.
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Wir betrachten jetzt die kinetische Energie eines rotierenden Korpers.

1 .
T= 5/ d3ro(7)i?

—; [ Eremi@xn

Da man im Spatprodukt zyklisch vertauschen darf, ist dies dquivalent zu

1

T=3 / dro(F&(F x )

1 -
zfﬂL
2

= 2965,
Wenn wir den Axialvektor & aufteilen in seinen Betrag w = V@2 und seine
Richtung n = &/w, also
W = wn,
kann man die kinetische Energie ausdriicken als
T= %oﬁﬁ@ﬁ

Dabei ist nOn das Tragheitsmoment um die Rotationsachse 7, das man aus-
driicken kann durch

ﬁ@ﬁ:/d?’rg(ﬁ(fgf(ﬁ n)?).

Wir geben nun den Steinerschen Satz fiir den Tréigheitstensor an (vgl. Abb. 5.5).
Die Drehachsen 2’ sind mit den Drehachsen w verkniipft durch

Z=d+d.
Der Trigheitstensor im neuen System ist damit
@ij = /d?)ZQ(Z)(EQ(SZ] — ZZ'Z]')
— [ we@)(@+ D@+ Db - @ + 2@+ @)
s =
= @Z(-j) + /d3wg(w)(a25ij — a;a;)
Oij = @z('js) + M(a%6i; — aia;)
Betrachten wir das Integral

/d3wg(u7)c_i W =d- /dgwg(u'})u_} =0
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Z
AN
Z2
®1
AN
\ Z3
_
0y @ 4
\
7 3
S

Abbildung 5.5: Zum Steinerschen Satz

Das Trégheitsmoment eines Korpers um eine Achse in Richtung 7 ist gleich
dem Tragheitsmoment des Korpers um eine dazu parallele Achse durch den
Schwerpunkt +M b2, wobei b der senkrechte Abstand der beiden Achsen ist.

Wenn wir die Zeitableitung des Drehimpulses im raumfesten System LB =
[ &r o(F) (7B x #7) bilden, erhalten wir

d - .
aL(R) = / Ar o(7F) (A1) x 77
— N(R),

wobei N() als Drehmoment im raumfesten System bezeichnet werden soll.
Wenn wir dies fiir ein System von diskreten Massepunkten durchfithren, er-

halten wir

L= me® x 70,
4

d - .
— I = E ) s #L)
dtL = Z mer~’ X T

= Y HO X FO
4

= N.

Die Zeitabhéngigkeit des Gesamtdrehimpulses im raumfesten System ist also
durch das gesamte duflere Drehmoment vollstindig gegeben. Im Besonderen ist
bei N(#) = ( der Drehimpuls erhalten. Wenn wir nun in das kérperfeste System

iibergehen
LW = R(t)L")
LE) = RT(t)LI),
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ist das nicht mehr der Fall

raumfest korperfest
N N g
LU = const LE(t) = R (t) L™,

Wegen der Zeitabhéngigkeit von R ist der Drehimpuls im korperfesten System
nicht konstant.

Wir stellen nun die Bewegungsgleichung fiir den Drehimpuls im koérperfesten
System auf (Eulersche Bewegungsgleichungen)

d - d .
LB — = (Rt LI
% 3 (BELT)
d
= —(R(HOE) GE)
& (R()051)

N = R1)eWOGE) 1 R(t)eU)5K)
V(K) — Rt ()

= RTROUE)ZE) 4 oK) 5(K)
Man kann zeigen, dass
(RR");; = Z eijews’)

(R'R)y; Z EitjWy

Wenn wir dies in den Ausdruck fiir N5 einsetzen erhalten wir
K K K)
Nf >:Z< R);;005 w0l + Z®< 50

Z eigjwy QKW ) +Z®(K> ()

jlm

N = ) 5 (@) gy 4 @) 5K)

Dies sind die Eulerschen Bewegungsgleichungen.
Wenn wir auf Hauptachsen transformieren, der Tragheitstensor also diagonal
ist

oK)
1
K K
@( ) — 95 ) ,
o)
0§K ) O
kiénnen wir das Kreuzprodukt wegen O 5 = GéK )wéK ) | aufschreiben als
eéK)w:())K)

WQ93LU3 - OJ3920LJ2
Q(K) X (@(K)(I}'(K)) = w301w1 — W193W3
wibaws — wabwy



70 KAPITEL 5. DER STARRE KORPER

K 9 K) . (K 0 K 9 K K K 5.3
K K) . (K K K K K
K 9 K) . (K 9 K 9 K K K 55

Die Eulerschen Bewegungsgleichung kann man nur in wenigen Féllen ana-
lytisch nicht 16sen. Ein bekanntes Beispiel ist ein kriftefreier symmetrischer
Kreisel (N(R) = 0,01 = 0 # 03; vgl. Abb. 5.2). Auf der Erde kann man sich
einen kriftefreien Kreisel zunéchst schwer vorstellen, da stets die Schwerkraft auf
den Kreisel wirkt. Wenn man jedoch den Kreisel im Schwerpunkt unterstiitzen,
verschwindet das duflere Drehmoment

0
N— FzXﬁZZngmg 0
L L g
szngXﬁz
L
———

Wenn wir in die Eulerschen Bewegungsgleichung einsetzen, erhalten wir

(5.5)0 ) = o
= wéK) =A
6" ") 1 (65 — 0w a =0

60 1+ (1) — 0 N a =0

= const

1 - 91 2
K 03— 6
é )_ 39 1A gK)
1
——
ng) = —aw{®
w(K) = Oéng)

Diese beiden Differentialgleichungen erster Ordnung kénnen wir in eine Diffe-
rentialgleichung zweiter Ordnung iiberfithren, die mathematisch einen harmoni-
schen Oszillator beschreibt

1.
Wo = —EW1
LDEK) = —a2w§K)

w1 = Bsinat

—wy = Bcosat

Diese Schwingung, die ein Wandern der Drehachse auf einem Kegel um die z-
Achse beschreibt, bezeichnet man als Prazessionsbewegung der Winkelgeschwin-
digkeit.
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Abbildung 5.6: Prézession eines Kreisels

Ein Beispiel fiir einen solchen symmetrischen Kreisel. Durch die Abplattung
der Erde aufgrund ihrer Rotation ist

0,—0; 1
6, 300
1

(8% UJZ%

_ 2r 1

= Tog 300

= TPrézession = 300 Tage.

Man beobachtet allerdings bei der Erde eine Periode der Prézession der Dreh-
achse um den Nordpol von etwa 400 Tagen. Diese Abweichung liegt am inneren
Aufbau der Erde, da der Kern nicht starr ist, sondern fliissig.



Kapitel 6

Hydrodynamik

6.1 Allgemeine Bemerkungen

Die Hydrodynamik studiert die Bewegung von Fliissigkeiten sowie in beschréanktem
MaBe von Gasen. Wir betrachten im folgenden die Geschwindigkeit ¢/(7) eines
makroskropischen Volumenelementes dV. Die Geschwindigkeit ¢/(7) dieses Volu-
menelements hingt vom Ort ab (denken Sie an die Stromung in einem Fluss). Im
Allgemeinen kann die Geschwindigkeit auflerdem von der Zeit abhéingen ¥(7, t),
wenn wir eine zeitliche Verdnderung der DurchfluBmenge zulassen. Wenn die
Geschwindigkeitsverteilung zeitlich konstant ist (%’t7 = 0), bezeichnet man die
Stromung als stationér.
Um eine Stromung vollstéandig zu beschreiben benétigt man

(7, ¢
o(7, t) Dichte und
p(7,t) Druck.

) die Geschwindigkeit an jedem Raumpunkt,

Man kann eine Stromung durch Stromlinien darstellen, also an einzelne
Raumpunkte angehéngte Vektoren, die Richtung und Betrag der lokalen Ge-
schwindigkeit angeben (vgl. Abb. 6.1). Anschaulich kann man sich vorstellen,
dass man einzelne Teilchen in regelméfligen Raumabstdnden des Mediums mar-
kiert und mit einer gewissen Belichtungszeit At aufnimmt. Auf der Aufnahme
erscheinen dann Striche der Linge As = vAt, deren Verbindung die Stromlinien
ergibt. Die Geschwindigkeiten sind also die Tangenten an die Stromlinien.

Von den Stromlinien muss man die Trajektorien unterscheiden, also die Bahn
von einzelnen Teilchen des Mediums. Fiir stationdre Stromungen fallen Strom-
linien mit den Trajektorien zusammen.

Zur Beschreibung von Stromungen definieren wir den Stromdichtevektor

) = o(7, )T(T, 1).

Wenn wir die Einheit der Stromdichte betrachten

[171]

erkennen wir die anschauliche Bedeutung dieser Grofe: |7] gibt die Fliissigkeitsmenge
an, die pro Zeiteinheit durch eine zur Geschwindigkeit ¢ senkrecht stehende

kgm kg

m3s m2s’

72
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Abbildung 6.1: Stromlinien’

Fléche stromt. Wir beschreiben die Fléche durch ihren Normalenvektor n. Wenn
wir den Fluss durch eine zum Geschwindigkeitsvektor schrig stehende Fliache
bestimmen wollen, verwenden wir das Skalarprodukt

ovnda,

um die Fliissigkeitsmenge, die pro Zeiteinheit durch das Oberflichenelement
nda stromt, zu beschreiben. Hierbei ist da ein infinitesimales Flachenelement.
Das Skalarprodukt kann positives oder negatives Vorzeichen haben. Wir legen
fest, dass

{Qﬁﬁ da > 0, wenn Fliissigkeit aus dem Volumen herausstromt,

ovnda < 0, wenn Fliissigkeit in das Volumen hineinstromt,

das durch da berandet wird.

6.2 Kontinuitidtsgleichung

Wir betrachten die zeitliche Anderung der Fliissigkeitsmenge in einem Volumen

0 "
e dV o(Z,1).

Wenn Fliissigkeit aus dem Volumen herausstromt, wird o kleiner, also hat die
Zeitableitung negatives Vorzeichen. Da die Anderung der Dichte die heraus-
stromende Fliissigkeit beschreibt, konnen wir schreiben

0 2 1o
E/dV@——/]da,

IBildquelle: http://www. jb-electronics.de/images/prog/maple/m vektorfelder/fieldplot.gif
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wobei dd = nnda. Wenn wir auf die rechte Seite den Gaufschen Satz anwenden,
erhalten wir

% ng:fj'd&’:f/gUdﬁ

= —/div(gﬁ) dv.
Der Ausdruck
% + div(p?) =0

wird als Kontinuitédtsgleichung bezeichnet und kommt &dhnlich in vielen Berei-
chen der Physik vor.

Wenn wir eine inkompressible Fliissigkeit betrachten (¢ = const), gilt offen-
sichtlich

0
Yo=0
ot°
= div(p?) =0
= divey = 0.

Die Divergenz der Stromdichte div 7 bezeichnet man als Quellendichte. Diese
Begriffsbildung tritt auch in der Elektrodynamik auf. Dort gilt

divB =0

divE = 4o,

mit der Ladungsdichte o,.

6.3 Euler-Gleichung

Der Druck

_ Kraft
P= Flache

ist im allgemeinen ein Tensor 2. Stufe, da er von der Richtung zweier Vektoren
abhéngt, der Flachennormale und der Kraft. Er kann also als Matrix dargestellt
werden. Fiir uns ist p(Z,t) ein Skalar, da wir die Fliissigkeit als isotrop betrach-
ten. Wenn wir eine Schichtung von Fliissigkeit betrachten, in der von unten nach
oben der Druck abnimmt (p; > pa > ---py) (vgl. Abb. 6.2), wirkt die Kraft
nach oben, d.h. der Druckgradient

_Op  p2—p1 plr+ Az) —p(x)
gradp = or Az Az '

zeigt offensichtlich nach unten. Die Gesamtkraft auf ein herausgegriffenes Fliissigkeitsvolumen
ist
F=— / pdad

,ﬁ:/pda:/(vp)dv:—/fd%
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— P3
—_ P2

— 0

Vp

n

Abbildung 6.2: Druckgradient und Kraftvektor

wobei wir die Kraftdichte f = —Vp in Analogie zur Massendichte M = f odV
definiert haben. Das zweite Newtonsche Gesetz kann man dann schreiben als

- dv

= —V = _—
f P=eg,
Dies ist die Euler-Gleichung. Wir miissen jedoch beachten, dass die Geschwin-
digkeit von Ort und Zeit abhidngt. Darum schreiben wir die totale Ableitung
dv/dt als Summe von partiellen Ableitungen

P=0\ ot T T ayY T a7 )

Wir vereinbaren nun die Abkiirzungen

T =T Y =22 zZ=T3
0 0 0

sowie — = 0, —— =0y — =03 — =0y,

0z 0xo O3 ot

weil sich viele Formeln so iibersichtlicher aufschreiben lassen. In diesem Fall
erhalten wir die Euler-Gleichung in der Form

1 ov v .
AR
1 ov ov

Oft schreibt man dafiir abkiirzend auch

1 ov I
—EVp =5 T (Vo) - 0.

Die Euler-Gleichung ist die Bewegungsgleichung fiir eine Fliissigkeit.
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Befindet sich die Fliissigkeit im Schwerefeld (Kraftdichte og), erhalten wir
einen Zusatzterm
ov 1
— +(V0) - v=—-=-V g.
e + (V) - ¢ 0 p+g

Die Euler-Gleichung beschreibt eine ideale Fliissigkeit, in der keine Reibung
und keine innere Z#higkeit auftritt. Wenn wir die Reibung beriicksichtigen er-
halten wir die Navier-Stokes-Gleichung. Man kann einige Phénomene jedoch
auch anhand der Euler-Gleichung studieren, wie die Bernoulli-Gleichung.

Fiir die Bernoullische Gleichung betrachten wir eine stationdre Stromung,
so dass die Zeitableitung des Geschwindigkeitsfeldes verschwindet

=0
und wir kénnen dann die Euler-Gleichung schreiben als
1
Z(’Uiai)’l}j = ——0;p.
3 o
Wir bilden nun das Skalarprodukt dieses Ausdrucks mit dem Vektor o/

e D= 2o ()

J

iZj: vivj@vj = — Z %@p

Z v%(@iﬁz)

[
!
(]
|
Q

hS]

Das Skalarprodukt a@ = |@||¢] cos @ kann man als Projektion von @ auf ¢ an-
sehen. v folgt den Stromlinien, d.h. man findet in Richtung ¥ eine stationére
Stromung
,172

p+ 05 =Po= const. (6.2)
Den ersten Term bezeichnet man als statischen Druck, den zweiten als Stau-
druck. Da an einer Engstelle bei gleichem Fluss die Geschwindigkeit steigt, um
den Fliissigkeitstransport zu gewéhrleisten, sinkt der statische Druck, weil die
Summe aus statischem und Staudruck nach der Bernoulli-Gleichung konstant
ist (vgl. Abb. 6.3).

6.4 Navier-Stokes-Gleichung

Wie ist die Euler-Gleichung zu modifizieren, wenn Reibung auftritt? Um diese
Frage zu untersuchen, schreiben wir in einem ersten Schritt die Euler-Gleichung
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Miedriger Druck
Hohe FlieBgeschwindigkeit

- —Pp - —" - =

Haoher Druck Hoher Druck
Miedrige FlieBgeschwindigkeit Miedrige FlieBgeschwindigkeit

Abbildung 6.3: Bernoulli-Effekt an einer Engstelle?

um:

00w = —0 > (vkOk)vi —
k

0i(0vi) = vi0ho — 0 (vk0k)vi — O;p
k

wobei der erste Term auf der rechten Seite mit der Kontinuitétsgleichung umu-
geformt wird

Di(0vi) = vi(—div(F0)) — 0> _(vkdk)vi — Oip
k

9y (ovi) = ( > O(ovk ) — 0 (vxOk)v
k
1 (ovi) = szak (ovk) Z.kaakvi— ip

sz = Zak UZQ’Uk zp;

mit dem Kroneckerdelta kénnen wir dies folgendermaflen schreiben

:(0v;) Z OLILk

wobeill;, = v;0v1 + 0P

die sog. Impulsstromdichte ist.
Wenn wir iiber die obige modifizierte Euler-Gleichung integrieren, erhalten
wir

8/ 0v; dV = — /8H1 dv
; (ovi) Zk: 1L

Impulsdichte
= - E / Ik day,
k

2Bildquelle: http://upload.wikimedia.org/wikipedia/de/thumb/1/10/
Schema_eines_Rohres mit_Engstelle-Bernoulli.svg
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wobei im letzten Schritt wieder den Satz von Gaufl verwendet wurde. Der Im-
pulsstrom durch ein Oberflichenelement da ist die an diesem Element angrei-
fende Kraft. Wie ist das II;; zu modifizieren, wenn Reibung auftritt?

Von dieser Form der Eulergleichung gehen wir aus, um Reibungsterme ein-
zufiihren, d. h. wir wollen in der Eulergleichung die Impulsstromdichte IL;; durch
ein o;; modifizieren, das die Reibungseffekte beriicksichtigt.

ov

Qa + Q(V’U)’UZ —-Vp
Or(ovr) =Y OkTlix = > Ok(pdik + oviv:)
k k

Wir machen folgende plausible Annahmen:

1. o4, héngt nicht von der Geschwindigkeit, sondern von den Ableitungen
der Geschwindigkeit Jv;.

2. ;) ist linear in Ogv;.
3. Es treten keine hoheren Ableitungen auf.

4. Es gibt keine konstanten Terme, so dass fiir v — 0 die Reibung verschwin-
det.

5. Keine Reibung bei Drehung der gesamten Fliissigkeit.

Dadurch ist die allgemeine Form von o

ik = (Okv:) + B(Divk) + 7 Y Drvedin.
¢
Wir betrachten die fiinfte Bedingung genauer.

Vp = E EtmjTmWj
m,j

oo = a(Orve — Opvy) + B(Okve + Opuy)

O = o E OkEemiTmWi — Or€rmjw;jOeTm

m,J

+8 Z OkEemjTmW;i + Or€kmjw;jOeTm

m,j

=« E 5km56mjwj - gkmjwj(sim

mj

+ 6 5 5km€ijwj + 5kmjwj6£m
mj
= ofemjw; — erewi}
Jrﬂ{é‘gkjwj' +  Ekej wj}
~—
=—Elkj

= 2¢gqpjwja + 0.
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RN N
/o \

Abbildung 6.4: Fliissigkeitsdurchstromtes Rohr

Da bei einer Drehung keine Reibung auftreten soll, muss « verschwinden. Also
liefert nur der Term Oy vy 4 Opvy, einen sinnvollen Beitrag zu oy, und wir erhalten
die Form

oo = 1(Opvr + Opve).

Wenn wir den letzten Term aufspalten, konnen wir schreiben

2
Oik =1 <((9k1)i + Ojvg, — gélk Z 85115) + £ Z Opybi,.
L 4

Hierbei ist 1 die Viskositdt und £ die Zweite Zdhigkeit.
Die Bewegungsgleichung, die sich damit ergibt, ist die Navier-Stokes-Gleichung

Or(ovi) = = On(Mig — o).
k

Im Fall einer inkompressiblen Fliissigkeit ist
divi =0 oy = n(0kv; + O;vk)
Wenn wir darauf die Ableitung anwenden, erhalten wir
Oroir = nlv;

mit dem Laplace-Operator A = >, 8?. Damit erhalten wir die Navier-Stokes-
Gleichung fiir inkompressible Fliissigkeiten

o5
0 <a: + (W)ﬁ) = _Vp+ LG, (6.3)

Beispiel

Wir betrachten ein Rohr mit Durchmesser R, das in z-Richtung ausgerichtet sei
und von Fliissigkeit durchstromt wird (vgl. Abb. 6.4). Zunéchst suchen wir nur
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stationdre Losungen, also

Auflerdem ist
vy =0, v, = 0.

Aufgrund der Symmetrie der Anordnung ist das eine verniinftige Annahme.

Vg a;cp Avw
(0,0, 0,0,0.0) [ vy | =— | 8yp | +1 | Lo,
v, 82]7 A'Uz

Wegen vy = 0,v, = 0 sieht man sofort, dass

ayp =0,
d.p=0.

Es verbleibt also

0 0pVy = —0up + (05 + 02 + 02)v,.

Aus der Inkompressibilitidt der Fliissigkeit folgt

divi=0
& OgVg + Oyvy + 0,0, =0
= 0yv, = 0.

v, kann also nur von y und a abhéngen. Wir machen daher die Umdefinition
va(y,2) = v(y, 2).
Somit vereinfacht sich die Navier-Stokes-Gleichung fiir diesen Fall zu
dzp(a) = (0 + 02)v(y, 2).

Da die linke Seite nur von x abhéngt und die rechte nur von y, z abhéngt, miissen
die Funktionen auf beiden Seiten des Gleichheitszeichens konstant sein, damit
sie fiir alle x,y, z gelten. Wir bezeichnen die Konstante mit o und erhalten

Ozp =«
2, 52
n(0, + 0;)v = a.

Die erste Differentialgleichung hat die Losung
p(x) = ax + po.
Die zweite Differentialgleichung

(%
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konnen wir vereinfachen, indem wir die Symmetrie des Problems ausnutzen. Das
Rohr ist invariant bei Drehungen um die z-Achse, der Teil des Laplace-Operators
fiir y, z entspricht also dem r-Anteil des Laplace-Operators in Zylinderkoordi-

naten.
1d [ dvy o
rdr dr ) n
o

d
d (Td:> = Er dr

dv  ar
T@ n 2

dv ar a
dr n2 r

v:gr—+alnr+b.
n 4

Eine sinnvolle Randbedingung ist v(R) = 0. Damit die Losung physikalische
sinnvoll ist, miissen wir zudem fordern, dass die Losung bei r» = 0 keine Singu-
laritéit hat. Aus dieser zweiten Bedingung folgt direkt a = 0. Wenn wir die erste
Bedingung einsetzen, erhalten wir

a R?

_EZ

Damit erhalten wir das Geschwindigkeitsprofil

v= %(TQ — R?).

Die Separationskonstante « hat auch physikalische Bedeutung. Da die Ableitung
des Druckes

axp:z: =«

konstant ist, konnen wir sie durch den endlichen Druckunterschied Ap iiber die
Lange ¢ des Rohres ausdriicken

Dann kénnen wir die Geschwindigkeitsverteilung schreiben als

_|Ap|

2_ .2
’U—4n£(R ).

Hierbei haben wir beriicksichtigt, dass der Druckgradient antiparallel zur Flief3-
geschwindigkeit ist.
Wir bestimmen nun die Durchflussmenge. Wir betrachten dazu einen infini-
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tesimalen Ring mit der Fliche 27r dr. Der Fluss durch diesen Ring ist

A
2rro(r) dtdr = 2777“'4;:)(1?2 —r3)dtdr

R
Durchfluss :/%lﬁf?'(m_ﬁ)dr

0

2WM(Wﬂ“)R
40n 2 4 /1,

_ @|Ap| R*

R

Damit haben wir das Hagen-Poiseuillesche Gesetz hergeleitet.
Wir betrachten nun die Einheit der Viskositat 7.

5] s
= sl = ==

Die Einheit von 7 ist also kg/ms. Man kann die Viskoskitét auch ausdriicken in

k
1—g = 0,1 Poise
ms
= 1Pas,
wobei 1 Poise = 1i,
cms
N
lPa: 172
m
kg
= 17
ms?2’
1Pa = 107" bar.

Wir geben einige Zahlenbeispiele fiir die Viskositét.

0/ ok
Wasser bei 20°C 0,001 005
Luft 1,8-107°
Glyzerin 0,85
Quecksilber 0,00156

Die Viskositat nimmt bei Fliissigkeiten mit steigender Temperatur ab. Bei
Wasser gilt

Temperatur [°C] 7/ %

0 0,001 789
20 0,001 005
100 0,000 282

Als weiteres Beispiel betrachten wir nun zwei gegeneinander bewegte Platten
(vgl. Abb. 6.5). Wir betrachten stationédre Losungen 09/0t = 0. Aus Symme-
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Abbildung 6.5: In z-Richtung gegeneinander bewegte Platten

triegriinden gilt

vy # 0,
vy =0,
v, = 0.

83

Wenn sich die bewegte Platte mit u gegeniiber der ruhenden Platte bewegt,

erhalten wir die Randbedingungen

0)
h)

v (y
Vg

0,
(y u.

Da wir nur eine von Null verschiedene Geschwindigkeit betrachten, lassen wir

den Index weg (v, = v). Die Navier-Stokes-Gleichung vereinfacht sich zu

2
V0,V = ndv
0 9y?
Wegen der Inkompressibilitdt gilt
divi =0

& OpVy + Oyvy + 0,0, =0

so dass iibrigbleibt

Der Tensor o;j, vereinfacht sich in diesem Fall zu

Oik =1

O ©
O O
(an]

da nur dyv, # 0 ist.
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Abbildung 6.6: Zur Herleitung der Reynolds-Zahl

Die Kraft erhalten wir dann aus

Fy = oudsr

. u 01 0 0

F=ni(1 0 04
0 0 O 0

F_ u

A"y

Hierbei ist A die Fliche der Platte. Uber diesen Zusammenhang wird in der
Experimentalphysik oft die Viskositéat definiert. Zwei Platten werden gegenein-
ander bewegt: man findet F' ~ A F ~ u, F' ~ 1/Abstand = 1/h.

Au
F~lt
h
Au
F=p2t
"
F_ v
A~y

Literatur: Landau-Lifschitz, Bd. 6.

6.5 Reynolds-Zahlen

Die Reynolds-Zahlen stellen eine Moglichkeit zur Vereinfachung von hydrodyna-
mischen Problemen dar, weil sich Probleme mit gleichen Reynolds-Zahlen gleich
verhalten. Ein Problem ist definiert durch 7, o, v und die rdumliche Ausdehnung
R. Die Reynolds-Zahl hiangt von diesen Gréfien ab; wenn man die rdumliche Aus-
dehnung #ndert, kann man durch beispielsweise eine Anderung der Dichte zur
selben Reynolds-Zahl kommen, so dass man das gleiche Stromungsbild erhélt,
was in Windkanélen ausgenutzt wird.

Um dies im Detail zu sehen und den Druck zu eliminieren, miissen wir die
Navier-Stokes-Gleichung umschreiben

—

ov

05 0(TV)T = —=Vp + nAv,

Da der Druck nur iiber seinen Gradienten eingeht, nehmen wir die Rotation der
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Navier-Stokes-Gleichung, weil V x Vf =0

3}
0= (Vx0) +oV x (V)7 =nV x AT
ot ~———

& Vortizitit
Q%Q + 0V x (0V)T = nAQ. (6.4)

Wenn wir den Satz von Stokes auf das Geschwindigkeitsfeld anwenden, er-
halten wir

7{6d§:/(Vxﬁ) da
H:—/
Q

Die hiermit definierte Vortizitit 2 = V x w kann also als Wirbelstérke interpre-
tiert werden.

Wir verwenden fiir den zweiten Term auf der linken Seite von (6.4) die
Hilfsformel

1
(UX (V X ’17))] = 5@»172 — (W)’Uj.

Damit wird

Um die Hilfsformel zu beweisen, verwendet man den Levi-Civita-Tensor

(Tx (Vx1)); = Zsﬂmv@(v X T)m,

lm

= g € j0mVeE kim Ok Vi
L,muk,t

= 2(5]‘145&' — 0i0¢1 ) VO v;
Ok

= Z(’U@@jﬂg — U@@gﬂj)

Y4

= %aﬁ — (TV);.

Was zu beweisen war.
Es verbleibt die Gleichung

oV x (Fx Q) =~AQ.

13

Als néchstes geben wir alle Langen in Einheiten von R an, machen also z ein-
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heitenlos.

x=2a'D x’:%
y=yD M=%
z
z=2'D Z/:E

D =2R

:>x2+y2=DTQ

2 2

Dasselbe Vorgehen wenden wir jetzt auf die Geschwindigkeit v an, die wir in
Einheiten der Geschwindigkeit u der Fliissigkeit weit drauflen angeben.

~

v=vu
v =2
u
, ¥ zu u
t = — = === = t—’
v’ Dwv D
denn ¢t = E.
v
Aus den Umdefinitionen
x = Da’
v=uv
erhalten wir somit
D
t=—t
u
9 _ud
ot Dot
sowie analog
1
= —v/
D
1 !

und daraus folgt
. 1 .
Q:Vxﬁzﬁuv’xﬁ’:%ﬁ’.

Damit kénnen wir die Navier-Stokes-Gleichung dimensionslos aufschreiben.

%ﬁ_w(axm:gm
u2 0 ~/ u2 1 —/ ~/ n 1w I
o

R v = Q’/: n A/Q/.
V' x (0 x Q) Dug

ot’
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Wir definieren nun die Reynolds-Zahl

D
Re =222
Wenn wir die Losung von
oY L = 1, =
8t/ — V/ X ('U X QI) = EAQ/ (65)

fiir einen Satz D, n,u und ¢ gefunden haben, so kennen wir die Losung fiir alle
D, 7, a, o, fiir die
_ Duo _ Diug
U 1
gilt, d. h. sofern die beiden Systeme die gleiche Reynoldszahl haben.

Re

Bemerkungen
1. Diese Analyse gilt fiir © < Schallgeschwindigkeit.

2. D ist eine lineare Dimension des Korpers, d. h. wir betrachten geometrisch
dhnliche Objekte.

Wenn man die Reynolds-Zahl verwendet, um beispielsweise das Stromungsverhalten
eines Schiffes zu untersuchen und dazu ein Modell im Maflstab 1:10 verwenden

mochte, gilt

2710

Uy

Uy = —

2710
%p, = 2p,

m T2
2 _ 10&
72 m

Die Grofle o/n, die man auch spezifische Viskositéiit oder kinematische Zahigkeit
nennt, muf} also um einen Faktor 10 grofer sein. Je grofler 7 ist, desto kleiner

ist die Reynolds-Zahl.
Die Reynolds-Zahl charakterisiert die Stromung. Wir fithren eine Abschétzung

der Gréflenordnung der Terme in durch:
2
n nu u
7A = —_——
© <Q v) 0D? DRe
U

O((TV)7) ~ 52 = éo (ZAU)

o <Zm) = O((7V)7)

Fiir kleine Re ist also der Term auf der linken Seite dominant und es bleibt nur
die Gleichung

AR =0
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zu 16sen.

Bei der dhnlichen Konfiguration, bei der anstelle eines Zylinder eine Kugel
mit Radius R umstromt wird, erhélt man das aus der Experimentalphysik be-
kannte Ergebnis, dass die Kraft, um eine kleine Kugel mit Geschwindigkeit v
durch eine Fliissigkeit mit Viskositét n zu ziehen, durch

F ~ 6mnRv

gegeben ist, durch die Losung von A = 0. Dieses Ergebnis ist als Stoke’scher
Satz bekannt.

Rechnungen bei komplizierteren Geometrien und nichtstationére Stromungen
erfordern den Einsatz numerischer Rechnungen.
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Kapitel 1

Elektrostatik

1.1 Grundlegende Prinzipien

Ladungserhaltung Die gesamte elektrische Ladung Qges = Y ¢; in einem
abgeschlossenen System ist zeitlich konstant.

Ladungsquantisierung Ladungen treten nur als Vielfache der sog. Elemen-
tarladung auf. Dies kann durch den Millikanversuch gezeigt werden.

Coulombsches Gesetz Die Kraft zwischen zwei ruhenden Ladungen ¢1,¢o
an den Orten 77,7 ist gegeben durch
= T — T
Freo=Kapi=z——>73:
|7 — 72|

Diese Kraft erfiillt offensichtlich das 3. Newtonsche Axiom.

Superpositionsprinzip Die Kraft, mit der zwei Ladungen wechselwirken,
werden durch die Anwesenheit einer dritten Ladung nicht gedndert, es gibt also
nur Zweikorperkrifte.

Die Konstante K hat dabei je nach Einheitensystem verschiedene Werte. In
SI-Einheiten (MKSA-System nach den Grundeinheiten Meter, Kilogramm, Se-
kunde und Ampere) ist

1 7

Fe— g
47&0(]1612“_1‘3

g0 = 8.854 - 102

Nm?'
In CGS-Einheiten (Centimeter, Gramm, Sekunde) ist K = 1, also

—

- T
F= Q1Q2|FT3

90
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Die Ladung hat dann keine eigene Einheit wie im SI-System, sondern erhélt ihre
Ladung aus dem Coulombgesetz iiber

(o) = VFP) = [/ B enr?
1/2n3/2
[q] = & M _tesu

1.2 Elektrisches Feld

Die Auswirkungen einer Ladungsverteilung kann man durch ein elektrisches Feld
E beschreiben.

ﬁ=E(F)q
P
7:‘) ZQZ /F» TZ|3

Das elektrische Feld ist die Kraft pro Einheitsladung. Of ist es angebracht La-
dungen durch eine kontinuierliche Ladungsdichte o(7) zu beschreiben. Dann ist

Q:/ (M) dv (1.1)
E(F) = / (' ; 4,‘3(13’ (1.2)

Diese Beschreibung ist allgemeiner, denn man kann auch Punktladungen durch
eine Ladungsdichte beschreiben. Das mathematische Werkzeug dazu ist die Di-
rac’sche Delta-Distribution

d(z — zo) = 0 fiir alle x # xo.

Am Punkt z¢ hat §(x — () eine Singularitiit, so dass

b
0 b
/6($—xo)dx: %o ¢ [a, 0]
1 zp € a,b]
Die 4-Funktion wurde 1958 von Paul A. M. Dirac eingefiihrt und 1966 von
Schwarz im Rahmen der Distributionentheorie mathematisch rigoros behandelt.
Man kann die Delta-Distribution auch iiber die Anwendung auf eine Funk-

tion f(x) definieren, wie es in der Distributionentheorie gemacht wird. Fiir
a<xg<bist

b b

/f(x)é(x —x9)dz = /f(a:o)é(x — x9)dz

a a

b
= f(xo) /5(93 —z0)dz = f(x0).
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Die Verwendung der Delta-Distribution macht haufig eine Integration »tri-
vial<. Beispielsweise ist

5 5
/exZ(S(m —4)dx = et /6(1‘ —4)dx = €'S.
3 3

Wir wenden nun die Delta-Distribution an, um die Ladungsdichte einer
Punktladung zu definieren. Fiir eine Punktladung ¢ am Ort 7y = (zo, Yo, 20)
ist die Ladungsdichte

o(7) = q0(z — x0)0(y — y0)d(z — 20)
=: q6B) (7 — 7).
Um das zu zeigen, wenden wir nun auf diese Ladungsdichte die Formel fiir das
elektrische Feld einer kontinuierlichen Ladungsverteilung an.

) L
E(f’)—/qé(r/—ro)wdg'rl
7
= /qé(xl - 1'0)6(?// - yo)5(2/ - Zo)m dz’ dy' d2’
7
~ U Rmp

Wie erwartet, erhalten wir das Ergebnis, das wir zuvor fiir die Punktladung
angegeben hatten.

1.3 Das Gaufische Gesetz

Das obige Integral ist fiir kontinuierliche Ladungsverteilungen oft nur schwer zu
16sen. Eine bessere Moglichkeit liefert das Gauflsche Gesetz, das eine Differen-
tialgleichung fiir E (7) ergibt. Um das GauBlsche Gesetz herzuleiten, betrachten
wir zuerst eine Punktladung im Zentrum einer Kugel.

Der Fluss des elektrischen Feldes einer Punktladung durch die Oberflache
einer Kugel um diese Punktladung (vgl. Abb. 1.1) ist

]{Edcf = %471'7"2 = 4ngq.
r

Fiir eine allgemeine Oberfléche sind E und da nicht unbedingt parallel. Der
Normalenvektor des Flichenelements da’ = n da’ steht im allgemeinen in einem
Winkel a zum E-Feld. Damit ist

= %Ecosada’

Der Zusammenhang eines Flichenelementes einer Kugel und einer beliebigen
Oberfléche ist

da
da’

= COS Cx.
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Abbildung 1.1: Fluss des elektrischen Feldes einer Punktladung durch die Ober-
fliche einer Kugel

Somit erhalten wir

_ d
Edi= 2 ¢
T cosa
= 4mq,

also das gleiche Ergebnis wie im 1. Fall. Fiir mehrere Ladungen ¢; erhélt man
7{ Edd = 4r Z Qi

und verallgemeinert auf eine kontinuierliche Ladungsverteilung ist die Integral-
form des GauBschen Gesetzes

jfﬁda = 47r/g(f‘) d*r. (1.3)

Das ist die allgemeine Form des Gauflischen Gesetzes.
Wir kénnen diesen Ausdruck auch schreiben als

fﬁda = /(div E)d%r = 47r/ o(7) d®r
und erhalten damit die Differentialform des Gaufischen Gesetzes
div E = 4ro. (1.4)

Dies ist die 1. Maxwellgleichung. Im Gaufischen Gesetz steckt das Superpositi-
onsprinzip und das Coulombsche Gesetz.
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Beispiel: Feld einer geladenen Kugel

Wir verwenden nun das Gaufische Gesetz zur Berechnung des Feldes einer ge-
ladenen Kugel mit Radius R im Koordinatenursprung und Ladungsverteilung

(7) = o=const r<R
=0 r>R’

Fiir das Feld an einem Punkt 7 auflerhalb der Kugel gilt

/Ed6:4w/gd3r.
—

Q

Da die Ladungsverteilung kugelsymmetrisch ist und das Feld somit radialsym-
metrisch ist, sind £ und da parallel und wir erhalten

|E|4nr? = 47Q
A @
= [El= 73
= Q.
E:ﬁr
.7
r=-
r
S -9
3

Wir kénnen also von auflen nicht unterscheiden, ob eine Ladung eine Punktla-
dung oder eine massive homogen geladene Kugel ist.
Wir rechnen nun das Feld im Innern der homogen geladenen Kugel aus

(r < R).
/Eda:47r/gdv

= 4
|E|4nr? = 47r?7rg7"3

|E| = 397"
S 4
E= %gr”

Im speziellen verschwindet das Feld im Innern einer Hohlkugel. Der Feldverlauf
ist in Abb. 1.2 gegeben.

Beispiel: Feld eines unendlich langen Drahtes

Fiir einen Draht mit einer Linienladungsdichte A (Q = [ Ad¢) betrachten wir
das Gauflsche Gesetz fiir ein zylindrisches Volumen mit Lénge ¢ und Radius
r um den Draht. Der Flul durch die Deckelflichen des Zylinders muss aus
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>

Abbildung 1.2: Feldverlauf einer homogenen massiven Kugel

Symmetriegriinden verschwinden. Damit erhalten wir

%Eda: |E|2mrt = 47r/)\d£ = 47\

- 2)
Bl =—
-
- 2)
E ="
r

1.4 Das elektrostatische Potential

Wir hatten in der Mechanik gesehen, dass fiir ein konservatives Kraftfeld F(7)
ein Potential ¢(7) existiert
]{ Fds=0

@F':fVap
SV xF=0.

In der Elektrostatik ist das Kraftgesetz

F=qE
- 7 —
E = ! d37’/
Q( )|7;»_,,:»/|3
Wir verwenden
1 7 -7
i v/ —
7 — 7| |7 — 7|3



96 KAPITEL 1. ELEKTROSTATIK

und erhalten

E(r) = —v/ |7f<_7772 a3 (1.5)
= V(). (1.6)

Da ein Potential existiert, muss das elektrische Feld wirbelfrei sein.

Damit haben wir die 2. Maxwell-Gleichung der Elektrostatik gefunden.
Die erste Maxwellgleichung ergibt fiir das Potential ¢

div E = — div grad p = —Ap = 4wy,

also
Ap = —4mp. (1.7)
Man nennt diese Gleichung Poissongleichung. Die Losung der Poissongleichung
ist
Q(F) 3./
= d°r.
o) = [ At

1.5 Die Multipolentwicklung

Das Problem der Elektrostatik ist gelost, wenn das Potential

o(F) = / |7§(F2,/| d3r’ (1.8)

bekannt ist. Je nach der Gestalt der Ladungsverteilung o(7) kann dieses In-
tegral sehr schwierig zu berechnen sein. Eine andere Moglichkeit zur Bestim-
mung des Potentials ist die Multipolentwicklung. Dabei handelt es sich um eine
Néherungsmethode, die wir anwenden konnen, wenn die Ausdehnung der La-
dungsverteilung sehr viel kleiner ist als der Abstand zum Beobachter

7| < |

Dann kénnen wir 1/(|# — #|) um 1/|] entwickeln.
1 1 1

- = 0 ———

=7 A 2%

1 1
+22ij =7

7'=0

Wir verwenden dazu die Hilfsformel

1 —nr;

17.7 - 7’”+2 ?
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O

Q#0 Q=0 Q=0
D#0 D=0
Qj#0

Abbildung 1.3: Zur Multipolentwicklung

die wir in der Mechanik hergeleitet hatten. Wir erhalten dann fiir die erste und
zweite Ableitung

5 1 i _ T
P — = i —
ey TPl 7
1 —(F — 7
31'8]' = = :f)j Eli_.,é)
|7 =72 _ |7 =713 |2,
. —0ij 3(ri — i) (r; _T;)
=\m=—=3* = _ =15
|7 — 7| |7 — 7| #1—0
_6ij ’I"Z'Tj
=8 T

Damit ist die Taylorreihe bis zur zweiten Ordnung

+3

r3 rd

=7 32

1 11 ( (7)? (F’F)(F’F)) N
Wir setzen nun diese Entwicklung in das Integral (1.8) ein und erhalten

p(r) = / ‘Q(F:) a?*r’

=7

1 —
—_ /Q(F/)d?’r/ +%/Q(FI)F/d3T/
r

r

Gesamtladung@ Dipolmoment D

1 T . .
T 2 Z 5] /9(7“/) {_(T/)25ij + 37 B+
i

r

Quadrupolmoment

Wir Betrachten als Beispiel zwei Punktladungen ¢ an Ry und —q an R,. Die
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Ladungsverteilung ist also

o) = g6 (7 — Ry) — q6®) (7 — Ry)
Q- / &r o) = / B (@8O (7 — By) — gb® (7 — Ry))
1%

= q/ d3r'6® (7 — El) fq/ d31"/5(3)(7?7 Eg)

1 1
=0
D= / Er'# (g8 (7 — Ry) — ¢d®) (7 — Ry))
= (J( _'1 - ﬁz)
¥Dipol = r%lj

1.6 Randwertprobleme

Bislang hatten wir statische Ladungsverteilungen betrachtet. In der Natur ent-
spricht dies geladenen Nichtleitern. Es gibt jedoch auch Leiter. Ein elektrischer
Leiter enthélt Ladungen, dich sich unter Einfluss eines elektrischen Feldes be-
wegen konnen.

In der Elektrostatik sind wir an der zeitlichen Verédnderung der Felder nicht
interessiert. D.h., wir warten so lange, bis die Ladungen zur Ruhe gekommen
sind, also zeitlich konstant. Wenn die Ladungen sich nicht bewegen, kann es
auch kein elektrisches Feld geben, weil es sonst eine Kraft auf die Ladungen
ausiiben wiirde. Darum ist auf der Leiteroberfliche ¢ = const. Leiter sind also
Aquipotentialflichen. Die elektrischen Feldlinien stehen somit senkrecht auf der
Leiteroberflache.

Wenn Leiteroberflichen auftreten, muss man die Poissongleichung Ap(7) =
47 o(7) mit der Randbedingung ¢ = const < V¢ = 0 1ésen. Die Losung ¢(7) ist
eindeutig. Man kann dies mit dem Greenschen Satz beweisen|[9].

Das Feld im Inneren eines Leiters verschwindet. Daraus folgt der Fara-
daykéfig: im Inneren eines leitenden Kifigs oder eines leitenden Hiille ist man
vor Blitzen geschiitzt.

Diese Eigenschaften benutzt man zur Berechnung des elektrischen Feldes
beim Vorhandensein von Leitern. Wenn man eine Leiterplatte und eine Punkt-
ladung ¢ im Abstand d betrachtet, kann man die Methode der Spiegelladungen
anwenden. Dazu denken wir uns eine weitere Ladung hinzu, deren Feld gerade so
wirkt, dass das Potential am Ort der Leiterplatte verschwindet. Diese gedachte
Ladung heifit Spiegelladung, weil man sie durch Achsenspiegelung an der Lei-
terplatte erhélt. Wenn die Platte in der zy-Ebene und die Punktladung am Ort
d= (0,0,d) liegt, ist also

q q
)= - — = .
() —d  |7—d

Das Potential in der xy-Ebene ist dann

q q

/I2+’y2+d2_ /$2+y2+d2

p(z=0)= = 0 = const.
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Magnetostatik

Wir befassen uns nun mit der Magnetostatik. Der Hauptunterschied zur Elek-
trostatik ist, dass es keine freien magnetischen Ladungen gibt (div B = 0). In
der Magnetostatik beschéiftigen wir uns mit stationdren Stromen. Man kann
die Magnetostatik auch ausgehend von elementaren Dipolmomenten /i beschrei-
ben, die in einem Magnetfeld B ein Drehmoment N = TR B erfahren. Was
ein Elementarmagnet ist und wie man ihn beschreibt, ist ein kompliziertes Pro-
blem der Festkorperphysik. Die Beschreibung iiber stationire Strome, die wir
im folgenden vorstellen, ist dazu dquivalent, aber wesentlich einfacher.
Die Stromdichte 7 erhalten wir wie in der Hydrodynamik durch

J= 07,

wobei ¢ die Ladungsdichte und ¢ die Geschwindigkeit der Ladungen ist. Den
Strom durch eine Fldche erhalten wir durch

fﬁw:L

Damit ist die Einheit von Stromdichte und Strom

] = esu cm
= s
esu

[I] = —.

S
Wie in der Hydrodynamik haben wir die Kontinuitatsgleichung
0
7{ 7da = ~ 5 / o(7") d3r’
o(V) v

9,20 (2.1)

& divy
1Vj+at

Die Magnetostatik ist dadurch definiert, dass dp/d0t = 0 ist, wir erhalten
also die Bedingung

divy=0.

99
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Abbildung 2.1: Zur Berechnung des magnetischen Feldes

Wir betrachten also in der Magnetostatik nur jene stationdren Stréme, fiir die
die Divergenz verschwindet. Dies entspricht der Inkompressibilitat in der Hy-
drodynamik mit der Konsequenz div ¢ = 0.

Das magnetische Feld (auch magnetische Induktion oder magnetische Flussdich-
te genannt) erhélt man durch

(2.2)

Die Bezeichnungen sind dabei wie in Abb. 2.1.
1. Dieses Gesetz ist ein 1/r2-Gesetz wie in der Elektrostatik.
2. Die Richtung des Magnetfeldes bestimmt sich durch ein Kreuzprodukt.
3. Es gibt kein einzelnes a.

4. Der konstante Vorfaktor hingt vom Einheitensystem ab. Im hier verwen-
deten CGS-System ist dieser 1/¢ mit der Lichtgeschwindigkeit c.

Fiir eine bewegte Ladung ¢ ist der Strom

ar
Idl =q— =qU
Iq =4V
- qUXT
A6 =21-"2_
¢ T

Die Einheit der magnetischen Induktion ist

B =S LS G
s cmcm  cm

Das Erdmagnetfeld hat eine Stérke von etwa einem halben Gauf. In der me-
dizinisch eingesetzten NMR verwendet man Feldstérken von 1 bis 3 Tesla. Ein
Tesla ist dabei 10* GauB. Die hochsten im Labor erzeugbaren Felder liegen bei
etwa 100 T = 10° G. In der Natur treten noch héhere Felder in der Astrophysik
auf, etwa bei Pulsaren mit Feldern von 108 T = 102 G.

Wir rechnen nun das Magnetfeld eines unendlich langen Drahtes aus (vgl.
Abb. 2.2.
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o}

sine=L
R

Abbildung 2.2: Berechnung des Magnetfeldes eines unendlich langen Drahtes
sl / Al x 7
c) P

+oo

s I dz sin@
= [ 5

—+o0
IR dz
- |
= - (1)
T
-

Dies ist das Biot-Savartsche Gesetz. Dabei wurde das Integral

S

(22 + R2)3/2 ~ R? (22 + R2)1/2
verwendet. Die Richtung des Magnetfelds ergibt sich aus dem Kreuzprodukt
itber die Rechte-Hand-Regel.

- 21
B = Eew.

Wenn man von einem stromdurchflossenen Leiter zur Stromdichte 7iibergeht,
erhélt man

= 1 T
B(f) = - ) X e A3 2.3
)= ¢ [ 70 % ' (23)
%
Hier wird die Ahnlichkeit zur Elektrostatik deutlich, wenn man mit

il

= . T=T )
E_/Q(’I‘/)|F_FI3 dST’/
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vergleicht.
Die Kraft, die auf ein von einem Strom I; durchflossenes Leiterstiick aus-
geiibt wird, ist

I
dF = 2 (df; x B).
c
Fiir eine Punktladung mit 1 dl' = qU erhilt man die Lorentzkraft

ﬁ:

SRS

(7 x B).

Die Kraft, die zwei Leiterschleifen mit den Strémen Iy, I> aufeinander ausiiben,
ist also

. I L
Flzz—l/dfle
(&
. I Ay x (dly x 7)
ﬁb:CQ[/ - (2.4)

Dies wird als Amperesches Gesetz bezeichnet. Es entspricht dem Coulombschen
Gesetz in der Elektrostatik. Das Integral iiber dieses Kreuzprodukt ist sehr
unhandlich. Wir verwenden daher die bac — cab-Regel und schreiben den Inte-
granden um zu

-

1 = I ( #(dey . des
ﬁdél X (dfg ><’f’) = T;(dgl f’)_M

r3

Uber einen geschlossenen Weg verschwindet das Integral

afy .7 1\ -
f o :—f(v) df; = 0.
r r
Wir kénnen das Amperesche Gesetz in symmetrischer Form schreiben, was zeigt,
dass die beiden Schleifen gleichberechtigt sind:

. LI 7. 40y de
F12:fl22]{?{7ﬁ 1972 (2.5)

r3

Man kann den Ausdruck fiir die magnetische Induktion vereinfachen zu

—

1 — 7 3 7

- x——1 _q

c/ﬂ” F—
1 3

1 =/ /

C/j’(r)xVT‘F_F/|dr

1 1
:E/V;xj(F’)

7

1 1
v [

=7

B(7)

d37"/

a3

B=VxA
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Die magnetische Induktion kann damit als Rotation eines Vektorfeldes geschrie-
ben werden. Dieses Vektorfeld bezeichnet man als Vektorpotential

- 1

A(F) = E/j(ﬁ’)r_ 7 a3y’ (2.6)
in Analogie zum Potential

~ . 1 3

o) = [ o) e

des elektrischen Feldes. Daraus folgt direkt die Maxwellgleichung
div B =0,
denn div B = divrot A = 0.

Es fehlt nur noch die Rotation des Magnetfeldes. Diese erhilt man als die
Rotation der Rotation des Vektorpotentials

V x B =V x (V x A7)
=V(V-A) - LA

_1 3.0 = 1
— CV/d r' (7 )VT7|F—F’\

— */dBT,jﬁ( = _'/|

747r5(3>( ')

T>
Die Ableitung in 77 ist bis auf ein Vorzeichen symmetrisch in 7 und 7.

1 1
T = -V d3 I~ =0 VF
1 c / r ]_(T ) |7;'_,F»/‘

= iv/d%’j(q?')v !
C

=7

_ 1 3,./ . —/ 1
_+CV/dTV,, (ﬂr)|FF’|)

1 1
- *V/dg'f’/ (szﬂf’)) I
Cc H/—/| 7“/‘

fV/daj'( = _,,|

Dieser Ausdruck muss verschwinden, weil es sich um ein Oberflichenintegral
handelt und die Strome bei der Berechnung des Vektorpotentials vollsténdig
im Innern des Integrationsvolumens liegen. Auf der Oberfliache dieses Volumens
muss 7 also verschwinden. Es bleibt nur der Beitrag von T5.

:»VxB_—/d‘“T )8B) (7 — )

=
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Wir haben nun alle vier Maxwell-Gleichungen fiir die Elektro- und Magne-
tostatik.

V. E = 4mp, (2.7)

V x E =0, (2.8)

V-B=0, (2.9)
.4

\Y B:%Tj (2.10)

Diese differentielle Form der Maxwellgleichungen kann man auch in eine inte-
grale Form iiberfithren. Fiir die Elektrostatik wurden diese bereits angeben. Die
zweite Maxwellgleichung der Magnetostatik kann man umschreiben mittels des

Stokes’schen Satzes
- . 4
]{Bdfz/(VxB)dc‘é: %/jdﬁ

Diese Formulierung wird ebenfalls manchmal als Amperesches Gesetz bezeich-
net.

2.1 Eichfreiheit
Das Vektorpotential A ist nur iiber das B-Feld beobachtbar. Eine Anderung
A= A+ V(7
andert wegen
rot grad ¢ = 0 fiir beliebiges v

an der magnetischen Induktion nichts. Diese Freiheit in der Wahl des Vektorpo-
tentials bezeichnet man als Eichfreiheit. In der Elementarteilchentheorie ist dies
ein fundementales Konzept und fithrt zu den Eichtheorien der elektroschwachen
und starken Wechselwirkung.
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Die Maxwell-Gleichungen

In der Elektrostatik und der Magnetostatik wurden elektrisches Feld und La-
dungen sowie magnetisches Feld und stationéire Strome getrennt voneinander
betrachtet. 1831 entdeckte Faraday, dass durch Bewegung einer Leiterschleife in
einem Magnetfeld ein Strom induziert wird, wenn B oder die vom Magnetfeld
durchflossene Fliche gedindert wird. Im speziellen ist dies der Fall (vgl. Abb. 3.1)

e wenn in einer benachbarten Leiterschleife der Strom an- oder abgeschaltet
wird;

e wenn eine benachbarte Leiterschleife relativ zur ruhenden Leiterschleife
bewegt wird;

e wenn man einen Permanentmagneten in der N&he der Leiterschleife be-
wegt.

Faraday stellte fest, dass Induktionsstrom und Induktionsspannung von der zeit-
lichen Anderung des magnetischen Flusses abhéngen. Der magnetische Fluss ist
definiert analog zum Fluss in der Hydrodynamik als

b = /éﬁda.

Die induzierte Spannung ist gegeben durch das Faradaysche Induktionsgesetz.

U= —li/éﬁda.
cdt

O

Abbildung 3.1: Induktion von Stréomen in einer Leiterschleife
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106 KAPITEL 3. DIE MAXWELL-GLEICHUNGEN

Die Spannung U ist dabei definiert als

i Fds _
U:Arbelt:f s:g/Edi
Ladung q q

Es handelt sich also um eine Potentialdifferenz pro Ladung. Das Faradaysche
Induktionsgesetz kann man dann schreiben als

- 1 -
fEdg’: 14 ida, (3.1)
o} cdt

o)

Die Kurve C'ist dabei der Rand der Fliache O. Dadurch wird ein Zusammenhang
hergestellt zwischen dem elektrischen und magnetischen Feld.

Wenn sich das Magnetfeld dndert, aber keine Leiterschleife vorhanden ist,
induziert der sich &ndernde magnetische Fluss ein elektrisches Feld. Die Leiter-
schleife ist lediglich ein Instrument zur Beobachtung dieses elektrischen Feldes.
Das Faradaysche Induktionsgesetz ist ein experimentelles Ergebnis, das nicht
aus den bisher bekannten Gleichung fiir statische Felder folgt.

Das Vorzeichen im Induktionsgesetz ist die Lenzsche Regel: Der induzierte
Strom ist der Anderung des magnetischen Flusses entgegengesetzt bzw. die In-
duktionsspannung wirkt immer ihrer Ursache, der Anderung des magnetischen
Flusses, entgegen. Wire das Gegenteil der Fall, wurde der Induktionsstrom das
magnetische Feld verstiarken, was der Energieerhaltung widerspricht.

Mit dem Stokeschen Satz kann man das Induktionsfeld umschreiben als

1 d -
=—"n— Bnda.
cndt/ nda
)

Damit kann das Induktionsgesetz in differentieller Form geschrieben werden als

L 19 -

VxFkE=—-——B. 3.2

c Ot (32)

Dies ist eine Maxwellgleichung der Elektrodynamik. Die vierte Gleichung V x

B = (4 /c)7 muss in der Elektrodynamik ebenfalls modifiziert werden. Wenn
man die Divergenz dieser Gleichung bildet, erhédlt man

—» 4
V-(VXB):%V-fZO.
Die Kontinuitétsgleichung erfordert jedoch

L 0o _
V~j—|—at—0.

Um eine Anderung der Ladungsdichte zu beriicksichtigen, fithrte Maxwell den
sog. Verschiebungsstrom 1/4w0FE /0t ein. Er entspricht einer Ersetzung

oy 1 OF
7= 47 Ot
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Damit wird die vierte Maxwellgleichung

L 4. 10FE
B=— .
VX j+cat

Bildung der Divergenz liefert wie gefordert

10 47 0o
—V —5-*&47@— — (V 7+ 6t>
| —

=0
Experimentell findet man, dass die Divergenzen von E und B dieselben sind wie
im Fall statischer Felder.
Damit sind die vollstdndigen Maxwellgleichungen

div E = 4ro, (3.4)
divB =0, (3.5)
. 10B
E=--2 .
V x o (3.6)
. Ar  19E
B=—"4+-"—", .
V x p + e (3.7)

Die Maxwellgleichungen sind die Grundgleichungen der Elektrodynamik. Fir
vorgegebenes ¢ und j erlauben sie die Berechnung von E und B.

div B = 0 und rot E = —(1/¢)dB /0t werden als homogene Gleichungen be-
zeichnet, weil in ihnen keine Ladungen und Stréme auftauchen. Durch Einfithrung
der Potentiale ff, o folgt wegen

B=VxA
direkt, dass die erste homogene Gleichung erfiillt ist
divB=V (VxA) =0
Die dritte Maxwellgleichung kann man mit dem Vektorpotential umschreiben

als

10
Eae-2
V X +cat(

VxA) =
L, 10
VX<E+C(’9 >_O.

—_——
—Ve

Da die Divergenz des Gradienten einer skalaren Funktion immer verschwindet,
fiihrt man das elektrische Potential ¢ ein {iber

L 104
v Ea -2
PR o
Damit erhélt man fiir das elektrische Feld in Abhéngigkeit von den Potentialen
den Ausdruck

E=-Vyp-— %X. (3.8)

ol



108 KAPITEL 3. DIE MAXWELL-GLEICHUNGEN

Damit ist auch die zweite homogene Gleichung erfiillt.
Diesen Ausdruck fiir das elektrische Feld setzen wir nun in die erste Max-
wellgleichung ein.

und erhalten

10 -

Die gleiche Ersetzung in der vierten Maxwellgleichung

L 10E 4r
g_10E _d4rm,
VX c Ot c]
liefert

.10 104 4
Halo 104 _ 4r
VX&_)/Jrc@t(v@Jrcat) c]

B —_—

_F

. . 1.0 1924 4
SVWV-A) - pAdy v L 08 T

Damit ergibt sich fiir das Vektorpotential ein &hnlicher Ausdruck wie oben fiir
das skalare elektrische Potential

. 1924 - 10¢ 4m
A= 555 -V <V~A+ C) =——7 (3.10)

Die Bestimmung der Felder aus den Ladungs- und Stromverteilungen wurde
damit von von vier Gleichungen fiir die Felder auf zwei gekoppelte Gleichun-
gen fiir die Potentiale gefithrt. Durch die Wahl einer Eichung (vgl. den letzten
Abschnitt des vorigen Kapitels)

A A=A+ VA

kann man diese Differentialgleichungen entkoppeln. Damit sich E bei einer sol-
chen Umeichung nicht d&ndert, muss gelten

g 1O0A
PP =@ c ot
Damit ist das elektrische Feld ausgedriickt durch die umgeeichten Felder
. 10 -
E=-Vy¢ - == A
Yot
10A 10 /=
=— ———]—-=-=14 A
v < c Ot ) c ot ( v )
194
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d. h. durch die Umdefinition

A— A+ VA (3.11)
10A

- —— 12

A v (3.12)

dndern sich E und B nicht.
Wir wéhlen die Lorentzeichung

Damit wird (3.10)

=——7 (3.13)

Diese partielle Differentialgleichung ist eine »Wellengleichung mit Inhomoge-
nitidt<. Die Anwendung der Lorentzeichung auf (3.9) liefert

Dy + Lo (1890) = —4mp

cot \ cot
und somit
1 8%

Dies sind die Maxwellgleichungen in der Lorentzeichung, ausgedriickt durch die
Potentiale. Die Kopplung von elektrischem und magnetischem Feld ergibt sich
dann durch die Berechnung der Felder aus den Potentialen iiber E=— grad p—
(1/¢)0A/8t und B = rot A.



Kapitel 4

Elektromagnetische Wellen

4.1 Energieerhaltung in der Elektrodynamik

Wenn eine Ladung durch das elektrische Feld beschleunigt wird, muss die dafiir
notige Energie vom elektromagnetischen Feld aufgebracht werden.

In der Elektrostatik ist die Gesamtenergie U einer diskreten Ladungsvertei-
lung gegeben durch

]_ 1
Up = 9 Z ‘F.qsz"
IR R

Verallgemeinert auf eine beliebige Ladungsverteilung ergibt sich

- )o(r) B3 Br
-3 /)
— 5 [ e

Da das Potential ¢(7) die Poissongleichung Ay = —4mp erfiillt, kann man also
schreiben

b= / () A7) r.

Den Integranden werten wir mit partieller Integration aus.

Z ¢ aazso
:_Z 130 190 +Za (Paz(p>

u g (vu)’

Der letzte Term entspricht einer Divergenz, die mit dem Satz von Gauf in
ein verschwindendes Oberflichenintegral {iber die Oberfléiche eines unendlichen
Volumens iiberfiihrt werden kann

[ adr= [evands—o
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Damit ergibt sich durch —Vp = E die Energiedichte des elektrischen Feldes zu

! /Ez(m d’r.

U
E87T

Durch analoge Uberlegungen im Rahmen der Magnetostatik erhiilt man den

Energieinhalt eines magnetischen Feldes als

Up = 8177/32( 7) d3r

Der Energieinhalt eines elektromagnetischen Feldes ist damit
1 72 52
U= 3. (E*(7) 4+ B%(7)) d>r. (4.1)

Nun stellt sich die Frage, welche Arbeit das Feld verrichtet. Fiir das elektri-

sche Feld gilt

F =qE

dw = Fds

dw ~ds -
— = F= = F%.
at a

Das magnetische Feld verrichtet keine Arbeit, da bei der Lorentzkraft F' 1 o

ist.
Der Ubergang zum Kontinuum liefert

dw
dt

Damit ist die gesamte Arbeit, die das Feld verrichtet
1 0k
) d®r.

> 13 n_ - Y~
/_]Ed?"—/ ( VxB yrn

Als Hilfsausdriicke werden benétigt

Kontinuum jE

= Eqv —

V- (ExB)=B-(VxE)-E-(VxB).
Der Ausdruck E - (V x B) taucht auch in obigem Integral fiir die Gesamtarbeit

auf. Man erhilt

e |- . L EOE |

ot

198
c Ot
__ b (gaBH;% )
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In diesem Ausdruck identifizieren wir die Ableitung der Energiedichte
U 1 (0B  ~O0E
ot dr < o o )

und definieren den Poynting-Vektor

= C

ye (E x B), (4.2)

der die Dimenension Energie/(Fléche - Zeit) hat. Das Integral ist damit

/fﬁdgr:/<—%[Z—V~§> d3r

und es ergibt sich der Energiesatz der Elektrodynamik
—JE=="-+V-.5, 4.3
JE =+ (4.3)
da der obige Ausdruck fiir ein beliebiges Integrationsvolumen gilt. Der Poynting-
Vektor beschreibt also einen Energiefluss. Der Energiesatz besagt, dass die zeit-
liche Anderung der elektromagnetischen Energie in einem Volumen V + dem

Energiefluss durch die Oberfliche des Volumens = der negativen Gesamtarbeit
pro Zeit ist, die von den Feldern an den Ladungen im Volumen verrichtet wird.

4.2 Eigenschaften der elektromagnetischen Wel-
len

Im quellfreien Fall und im Vakuum sind die Maxwellgleichungen

V-E=0 V-B=0
. 10E , 108
B=--= F—_-22
v c Ot v c Ot

Damit sind die Maxwellgleichungen fiir das elektrische und magnetische Feld
bis auf ein Vorzeichen symmetrischen. Wir suchen nun die Losung dieser Glei-
chungen. Die Rotation der Rotation von E ist

B ( 1a§> 10 _ 1 6%E

Vx(VxE)=Vx B :—7f(VxB):_Cf2W,

Die doppelte Rotation kann umgeschrieben werden durch

Vx(VxE)=V(V-E)-AE.
——
=4mp=0
Damit ergibt sich fiir das elektrische Feld
2

12

@‘Q’
_Dji

- 1
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Analog erhélt man fiir das Magnetfeld

- 10°B
AB = ——.

c2 ot?
Diese Ausdriicke sind Wellengleichungen, die stets die Form

1 9%y
A= S5

haben. Die Wellengleichung kann man mit dem komplexen Ansatz

gelost werden. Die physikalische Welle ist dann der Realteil dieser komplexen
Welle. Wenn man diesen Ansatz in die Wellengleichung fiir E einsetzt, ergibt
sich

AE = Z 8j8jﬁoei(EF_Wt)
J

_ _E2E’061(EF—wt)

= —K°E
0’FE .
e = WP

w 2
w = £|k|c

Diese Beziehung zwischen der Frequenz w und dem Wellenvektor k bezeichnet
man als Dispersionsrelation.

Der Realteil von obigem Ansatz im eindimensionalen Fall ist ug cos(kx —wt).
Mit der Dispersionsrelation erhélt man die zwei Losungen

ug coslk(z — ct)],
ug cos[k(z + ct)].

Die erste Losung beschreibt eine nach rechts laufende Welle, die zweite eine nach
links laufende Welle.

Da der quellfreie Fall vorausgesetzt wurde, muss die Divergenz des E- und
B-Feldes verschwinden.

O=divE =Y,0E =ikE|ELk
0=divB — ikB k

Die Wellen stehen also senkrecht auf den Wellenvektoren, die in Ausbreitungs-
richtung zeigen. Sie sind also Transversalwellen. Wir iiberpriifen nun die Giiltigkeit
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der dritten Maxwellgleichung.

1.5 1 -
——JBt = ——(—iw)B
c c
kxE=2B
c
=ELB

Das elektrische und das magnetische Feld stehen also aufeinander senkrecht. Da
sie zudem auf dem Wellenvektor k senkrecht stehen, bilden E , B , k ein Dreibein.
(Den Gegensatz zu diesen transversalen Wellen bilden die longitudinalen Wellen,
bei denen k|| ist.)

Da E L E, kann man den konstanten Vektor EO durch zwei orthogonale
Vektoren ausdriicken

Ey = aé; + Bé,,

wobei «, 8 komplexe Zahlen sind. Die £; nennt man Polarisationsvektoren. Wenn
wir k£ in z-Richtung legen und die Koeffizienten «, 8 und die Polarisationsvek-
toren £ 5 reell wihlen

1 0
a=[o].e=(1],
0 0

ist der Realteil des elektrischen Feldes

~ acos(zk — wt)
Re E(7,t) = | Bcos(zk — wt)
0

Der Feldvektor zeigt also immer in dieselbe Richtung. Dies wird als linear po-
larisierte Welle bezeichnet.
Wenn bei reellem « der Koeffizient g durch g = t+ia gegeben ist, gilt

EO = (él + iég)a
ReE = aRe (&1 £ iég)ei(kz_”t)

cos(kz — wt)
=« | Fsin(kz — wt)
0

In diesem Fall dreht sich der Feldvektor mit der Zeit in der xy-Ebene. Fiir das
obere Vorzeichen dreht sich der Feldvektor mit der Zeit im Gegenzeigersinn, fiir
das obere Vorzeichen im Uhrzeigersinn. Die Winkelgeschwindigkeit ist dabei w.
Dies bezeichnet man als zirkular polarisierte Welle. Den Drehsinn bezeichnet
man auch als positive oder negative Helizitét. Die Polarisationsvektoren é; o
werden bei zirkularer Polarisation oft durch

gy = (él —|—Z<§2)

(&1 —ié9)

Sl =Sl
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ausgedriickt.
Wenn man linear und zirkular polarisierte Wellen {iberlagert, ergeben sich
elliptisch polarisierte Wellen.



