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Aufgabe 5) (o-Algebren)
(a) Sei X =[0,1] C R. Bestimmen Sie die vom Mengensystem

S :={@,{0},[0,1),{1/3}} Cc P(X)
erzeugte o-Algebra A(S) auf X.

Sei nun X eine beliebige nichtleere Menge. Zeigen Sie:

(b) Ist A eine o-Algebra auf X und @ # B C X, so ist das Mengensystem
{BNA|Aec A}

eine o-Algebra auf B.

Bemerkung: Man nennt dies die Spur von A in B und schreibt dafiir symbolisch auch
BNA.

(c) Ist X' eine weitere nichtleere Menge und f: X — X’ eine Abbildung, so ist das Men-
gensystem

A ={A cX"|fHA) e A}
eine o-Algebra auf X'.

Aufgabe 6) (Eigenschaften des Lebesgueschen Mafies)
Seien A, B, A, € R?, k € N, Lebesgue-messbar. Zeigen Sie:

(a) Es gilt n(AU B) + u(ANB) = u(A) + u(B).
(b) Falls B C A und pu(B) < oo, so gilt u(A\ B) = u(A) — u(B).

)

)
(c) Gilt Ax C Agyq fiir alle k € N, so N(Uk 1 Ak) = limg o0 p(Ag).
(d) Gilt Ag D Agyq fiir alle k € IN und p(4;1) < oo, so ,u(ﬂk ) Ak) = limg 00 1(Ak).
)

(e) In (d) kann auf die Voraussetzung p(A;) < oo im Allgemeinen nicht verzichtet werden.

bitte wenden



Aufgabe 7) (Nullmengen)
Zeigen Sie:
(a) Ist A C R? eine Menge mit einem inneren Punkt, d.h. A° # @, so ist A keine Nullmenge.

(b) Die Umkehrung von (a) gilt nicht, d.h. eine Menge A C RY, die keine Nullmenge ist,
muss keinen inneren Punkt besitzen.

(c) Fiir Q = (a,b] mit a,b € RY, a < b, ist Q \ Q° eine Nullmenge in R?, wobei Q = [a, b]
und Q° = (a,b) den (topologischen) Abschluss bzw. das Innere von @) bezeichnen.

(d) Ist N C R? eine Nullmenge, so ist N x R¥ fiir alle k € IN eine Nullmenge in R4+*.

Aufgabe 8) (Graphen als Nullmengen)
Seien D C R? offen und f: D — R stetig.

(a) Sei D die Menge aller halboffenen Quader der Form (a,b] mit a,b € Q¢, a < b, deren
Abschluss [a,b] (vgl. Aufgabe 7c) in D enthalten ist. Zeigen Sie, dass

p=Je=Ue.

Qeb QeD
(b) Zeigen Sie mit Hilfe von (a), dass der Graph
G(f):={(z, f(@))" | = € D} C R

von f eine Nullmenge ist.

Abgabe bis Montag, den 29. Oktober 2018, um 14 Uhr in die Ubungskésten.



