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Aufgabe 1) (Volumenberechnung mit Ausschöpfungen)

(a) Es sei D ⊂ R2 das durch die Punkte (0, 0)T , (4, 0)T und (3, 1)T gegebene Dreieck. Wir
wollen den Flächeninhalt von D durch Ausschöpfung mit Quadraten bestimmen:
Wir scheiben Qa,k := [a1, a1 + 2−k] × [a2, a2 + 2−k] für k ∈ N und a = (a1, a2)

T ∈ R2

mit 2ka ∈ Z2 und setzen Dk := {Qa,k | Qa,k ⊂ D}. Berechnen Sie nun das Volumen
Vol(D) über den Grenzwert

Vol(D) = lim
k→∞

∑
Qa,k∈Dk

Vol(Qa,k).

Vergleichen Sie Ihr Ergebnis mit dem tatsächlichen Flächeninhalt des Dreiecks (Formel
aus der Schule).

(b) Wie bekommt man aus (a) den Flächeninhalt des von den Vektoren u = (4, 0)T und
v = (3, 1)T aufgespannten Parallelogramms P?

(c) Vergleichen Sie Ihr Ergebnis aus (b) mit der Formel

Vol(P ) = det(u, v),

wobei (u, v) die aus den Spalten u und v gebildete 2× 2-Matrix bezeichnet.

Aufgabe 2) (Folgen von Mengen)

Sei (Ak)k∈N eine Folge von Teilmengen von Rn. Wir definieren lim inf Ak und lim supAk durch

lim inf
k→∞

Ak :=
⋃
k∈N

⋂
j≥k

Aj , lim sup
k→∞

Ak :=
⋂
k∈N

⋃
j≥k

Aj .

(a) Zeigen Sie: lim infk→∞Ak ⊂ lim supk→∞Ak.

Im Falle der Gleichheit in (a) sagen wir, dass die Folge (Ak)k konvergiert und definieren ihren
Grenzwert durch limk→∞Ak := lim supk→∞Ak.

(b) Zeigen Sie: Gilt Ak ⊂ Ak+1 für alle k bzw. Ak ⊃ Ak+1 für alle k, so existiert der
Grenzwert limk→∞Ak gemäß obiger Definition mit

lim
k→∞

Ak =
⋃

k∈N
Ak bzw. lim

k→∞
Ak =

⋂
k∈N

Ak .

(c) Zeigen Sie, dass punktweise

lim inf
k→∞

χAk
= χlim inf Ak

und lim sup
k→∞

χAk
= χlim supAk

gilt. Hierbei bezeichne χM die sogenannte charakteristische Funktion der Menge M ,
d.h. χM (x) = 1 für x ∈M und χM (x) = 0 sonst.

(d) Wir betrachten nun speziell Ak := (−∞, ak) ⊂ R für eine nach oben beschränkte Folge
(ak)k∈N reeller Zahlen.
Zeigen Sie: (−∞, a) ⊂ lim supk→∞Ak ⊂ (−∞, a] mit a := lim supk→∞ ak.

bitte wenden



Aufgabe 3) (Kardinalität von Vereinigungen)

Sei X eine nichtleere Menge. Zeigen Sie: Sind A1, . . . , An, n ∈ N, endliche Teilmengen von
X, so gilt

#
(⋃n

j=1
Aj

)
=

∑
J⊂{1,...,n}

J 6=∅

(−1)1+#J#
(⋂

j∈J
Aj

)
.

Hierbei bezeichnet #A die Kardinalität (d.h. die Anzahl der Elemente) einer Menge A.
Tipp: Induktion.

Aufgabe 4) (Riemann-Integrale)

Finden Sie eine Folge (fn) Riemann-integrierbarer Funktionen auf [0, 1] mit folgenden Eigen-
schaften:

(i) (fn) konvergiert punktweise gegen eine nicht Riemann-integrierbare Funktion.
Tipp: Aufgabe 2.

(ii) Die Folge der Integrale
∫ 1
0 fn(x) dx konvergiert.

Abgabe bis Montag, den 15. Oktober 2018, um 14 Uhr in die Übungskästen.


