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Wichtige Mitteilung: Auf diesem Blatt stehen ausnahmsweise keine Prasenzaufgaben. Die-
se werden statt dessen auf Blatt 5 nachgeholt.
Aufgabe 13) (Topologie in R?) (4 Punkte)

In dieser Aufgabe betrachten wir R? versehen mit der euklidischen Metrik.
Skizzieren Sie die folgenden Teilmengen A; des R%:

e
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Entscheiden Sie jeweils, ob A; offen, abgeschlossen oder keines von beidem ist (mit Begriin-
dung). Geben Sie aufserdem jeweils den offenen Kern, den Abschluss und den Rand von A;
in Formeln an (ohne Begriindung).

2] < \y|} |

2% —y* < 1 und |y\§1}.

Aufgabe 14) (Topologie) (2+2=4 Punkte)

Sei (X, d) ein metrischer Raum.

(a) Seien A, B C X. Zeigen Sie:

i) (ANB)° = AN B.

ii) (AU B)° D AU B; belegen Sie anhand eines Beispiels, dass Gleichheit hier nicht
zu gelten braucht.

(b) Sei A C X. Wir nennen = € X einen Haufungspunkt von A, wenn B, (z)N(A\{z}) # @
fiir alle r > 0 gilt. Wir setzen Hy := {x € X | = ist Hiufungspunkt von A}.

Zeigen Sie:

i) A ist genau dann abgeschlossen, wenn H4 C A gilt.
ii) Hj4 ist abgeschlossen.

bitte wenden



Aufgabe 15) (Dichtheit) (2+2=4 Punkte)

Sei (X, d) ein metrischer Raum. Wir sagen, dass eine Teilmenge A C X in X dicht liegt, wenn
A= X gilt.

(a) Zeigen Sie, dass fiir A C X die folgenden Aussagen dquivalent sind:
i) A liegt dicht in X.
ii) Jede offene Kugel in X enthélt einen Punkt aus A.

iii) Jedes z € X ist Grenzwert einer Folge aus A.

(b) Sei S C X nichtleer. Auf S ist dann durch dg(z,y) := d(z,y) fir z,y € S eine Metrik
ds: S xS —[0,00) gegeben.

Zeigen Sie, dass eine Teilmenge A C S genau dann dicht in S liegt (bzgl. dg), wenn
S C A gilt. Hierbei bezeichnet A den Abschluss von A in (X, d).

Aufgabe 16) (Normen und Metriken) (2+1+1=4 Punkte)

(a) Auf R? betrachten wir die Normen ||-||,, ||-[|, und |||| . mit
d d N1/ »
el i= S lasl lally = (3les?) o el = max{ley| 15 =1.....a)
j=1 j=1
fir # = (x1,...,24)7 € R% Bestimmen Sie (von d abhiingige) Konstanten ci,ca > 0
mit

ezl < llzlly < eallzll,  wnd ozl < llzlly < coll2lly
fiir alle z € RY.

Auf R bezeichnen wir nun mit d; die vom Betrag induzierte Metrik, und eine weitere Metrik
da: R x R — [0,00) sei gegeben durch

da(z,y) := |arctan(z) — arctan(y)| .

(b) Zeigen Sie: Eine Folge in R konvergiert genau dann bzgl. der Metrik d;, wenn sie bzgl.
do2 konvergiert.

(c) Zeigen Sie, dass (R, d2) nicht vollstandig ist.

Hinweis: Ein Nachweis der Norm- bzw. Metrikeigenschaften ist hier nicht erforderlich.

Bemerkung: Eine alternative Formulierung von (b) wére, dass eine Teilmenge A C R genau
dann offen bzgl. der Metrik d; ist, wenn sie offen bzgl. ds ist. Die beiden Metriken liefern also
dieselbe Topologie. Teil (c) besagt dann, dass Vollstdndigkeit keine topologische Eigenschaft
ist, sondern von der gewahlten Metrik abhéngt.

Abgabe bis Montag, den 7. Mai 2018, um 14 Uhr in die Ubungskéisten.



