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Präsenzaufgaben)

Untersuchen Sie, ob der angegebene Grenzwert existiert und berechnen Sie diesen gegebenen-
falls:

A) lim
x→0

1 + 1
x2

1 + 1
x4

B) lim
x→2

x3 − 6x2 + 12x− 8

x− 2

C) lim
x→0

√
x+ 1− 1

x

Aufgabe 24) (Die Exponentialfunktion I) (1+2+1=4 Punkte)

(a) Zeigen Sie: Für jedes n ∈ N0 und jedes ε > 0 gibt es ein K > 0 mit

xn

exp(x)
< ε für alle x ∈ R mit x > K .

(b) Zeigen Sie für n ∈ N0 die Abschätzung∣∣∣∣∣exp(z)−
n∑

k=0

zk

k!

∣∣∣∣∣ ≤ 2

(n+ 1)!
|z|n+1 für z ∈ C mit |z| ≤ 1 +

n

2
.

Tipp: Geometrische Reihe.

(c) Folgern Sie aus (b), dass

lim
z→0

exp(z)− 1

z
= 1 .

Aufgabe 25) (Stetigkeit) (2+2 Punkte)

(a) Sei f : R → R gegeben durch f(x) := x(1 − x). Zeigen Sie die Stetigkeit von f einmal
anhand der Definition (ε-δ) und einmal mit Hilfe der Folgen-Charakterisierung.

(b) Zeigen Sie, dass die Dirichlet-Funktion g : R→ R mit

g(x) =

{
1 , x ∈ Q ,
0 , x ∈ R \Q

in keinem Punkt stetig ist.

bitte wenden



Aufgabe 26) (Die Exponentialfunktion II) (4 Punkte)

Sei (zn)n∈C eine gegen z ∈ C konvergente Folge komplexer Zahlen. Zeigen Sie, dass

lim
n→∞

(
1 +

zn
n

)n
= exp(z) .

Gehen Sie dazu wie folgt vor:

(1) Begründen Sie, warum die Gleichung xn−yn = (x−y)·
n−1∑
k=0

xk ·yn−1−k aus der Vorlesung

auch für x, y ∈ C gilt, und wählen Sie speziell x := exp
(zn
n

)
und y := 1 +

zn
n
.

(2) Zeigen Sie, dass |x− y| ≤ α2

n2
für hinreichend große n mit α := sup

k∈N
|zk|.

(3) Zeigen Sie, dass

∣∣∣∣∣
n−1∑
k=0

xk · yn−1−k
∣∣∣∣∣ ≤ n · exp(α) mit α wie in (2).

(4) Zeigen Sie die Behauptung.

Abgabe bis Montag, den 4. Dezember 2017, um 14 Uhr in die Übungskästen.


