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Vorwort

Die systemtechnische Behandlung elektrischer Energieiibertragungssysteme hat
durch folgende Entwicklung der letzten Jahre an Bedeutung enorm zugenommen. Die
Verknappung und Verteuerung der fiinf Primérenergietrager Kohle, Gas, Erdol, Was-
ser und Kernbrennstoff fiir die Stromerzeugung hat zur Notwendigkeit gefiihrt, beste-
hende Anlagen optimal auszuniitzen und die weitere Ausbauplanung sehr ausfiihrlich
und mit zahlreichen Varianten im Detail zu analysieren. Der Ubergang zu gréBeren
Blockeinheiten im Kraftwerksbau zusammen mit hoheren Ubertragungsspannungen er-
fordern eine genaue Erfassung der stationdren und dynamischen Netz- und Kraftwerks-
vorgidnge, um mogliche Stérungen und deren Auswirkungen genauer erfassen und
nachbilden zu konnen. Das groBe Interesse der Offentlichkeit an energietechnischen
und energiewirtschaftlichen Fragen verlangt nach umfassender und verstdndlicher Dar-
stellung der das Energieversorgungssystem beschreibenden, technischen Zusammen-
hinge. Die rasante Entwicklung auf dem Gebiet der Elektronik und der Computertech-
nik hat neue Moglichkeiten eréffnet, das sehr komplexe Uberwachungs- und Fiithrungs-
problem elektrischer Energieiibertragungssysteme mit modernen Methoden zu 16sen.
Die Netz- und Kraftwerksleittechnik mit der Anlagentechnik zu verbinden war ein
wichtiges Ziel bei der Gestaltung dieses Buches. Dabei zeigte sich, daf} die klassische
Einteilung der Elektrotechnik in Stark- und Schwachstromtechnik ihre Giiltigkeit zu-
nehmend verliert, da sich interdisziplindre Gesichtspunkte immer mehr in den Vorder-
grund dringen. Fiir die Behandlung leittechnischer Probleme miissen die systemtechni-
schen und anlagentechnischen Gesichtspunkte miteinander verbunden werden, um so
die Basis fiir ein umfassendes Verstdndnis beider Wissensgebiete zu schaffen.

Der Untersuchung dynamischer Vorgidnge im Kurz- und Mittelzeitbereich kommt
heute eine grof3e Bedeutung zu. Es schien mir deshalb wichtig, die verschiedenen Ansét-
ze und Modelle in einer systematischen Darstellung zu behandeln. Insbesondere die
konsequente Unterteilung in Kurz- und Mittelzeitdynamik erdffnet die Moglichkeit,
den verschiedenen Aufgabenstellungen angepafBte Lésungsmethoden zu behandeln.
Die hier gewédhlte Darstellung beruht auf einer Vorlesung, die ich in den letzten J ahren
an der Universitdt Dortmund gehalten habe.

Ich mdchte an dieser Stelle allen Mitarbeitern meines Lehrstuhls fiir elektrische Ener-
gieversorgung an der Universitdt Dortmund fiir deren Unterstiitzung im Hinblick auf
die Erstellung dieses Buches danken. Besonders mdchte ich dabei die kritische Durch-
sicht und die Anregungen von Herrn Dipl.-Ing. N. Aschéwer, Herrn Dr.-Ing. E. Grebe
und Herrn Dr.-Ing. J. Vo3 erwdhnen. Die zahlreichen, dynamischen Simulationsrech-
nungen sind mit dem von Herrn Dipl.-Ing. D. K6nig entwickelten Softwarepaket PDS
durchgefiihrt worden.

E. HANDSCHIN
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Jy JACOBISCHE Matrix von f beziiglich u

Jp JACOBISCHE Matrix von f beziiglich p
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K Netzleistungszahl
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Sk transiente KurzschluB3-Leistung

N4 subtransiente KurzschluB3-Leistung

Sp Sensitivitdtsmatrix beziiglich p

A Sensitivitdtsmatrix beziiglich u

S LAPLACE-Operator

T Sensitivitdtsmatrix fiir die Untersuchung des Regeltransformators

Ty Anlaufzeitkonstante

T, Leerlaufzeitkonstante der Erregungseinrichtung

T transiente Zeitkonstante der Erregungseinrichtung
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t Zeit
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u Steuervektor bestehend aus den Einspeisungen Pg; und Qg;

U Léangsspannung

U, Querspannung
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|4 Verstarkungsfaktor

v Mef}fehlervektor

v MeBfehlervektor mit einem grofen Fehler



Symbolverzeichnis

w

w

x

X

Xy

X4

X4
Y=G+jB
Y

Pii =gy +iby

Vi = Yii/ 0

Yy

Y
Yf
Y,
Y!
Yl —j

7i=gh+ib}
Vij= gu+Jbu
Z=R+jX
Zy

Zy

Zx

Z,

Zy

Z
Zt=1/Yf
Z,

b4

Indizes

a, b, c

a0

B

e

E

F

f

G resp. L
i,]

i

k

Ku

M

m

N

pu

p

R

IX

kinetische Energie

Fehlersensitivitdtsmatrix

Zustandsvektor

Sensitivitdtsmatrix fiir die Untersuchung des Regeltransformators
subtransiente Synchronmaschinenreaktanz

transiente Synchronmaschinenreaktanz

Langsreaktanz

Admittanz bestehend aus Konduktanz und Suszeptanz G resp. B
Knotenadmittanzmatrix

komplexes Element der Knotenadmlttanzmatrlx in kartesischen Koordi-
naten

komplexes Element der Knotenadmittanzmatrix in Polarkoordinaten
Sensitivitdtsmatrix fiir die Untersuchung des Regeltransformators
Admittanzmatrix zur Beschreibung der Fehlerstelle
Knotenadmittanzmatrix in symmetrischen Komponenten

auf symmetrische Komponenten transformierte Fehlermatrix ¥*
Vierpolmatrix eines Ubertragungselementes zwischen Knoten i und j
komplexes Diagonalelement von Y;_;

komplexes Element von Y;_; aullerhalb der Diagonale

Impedanz bestehend aus Widerstand und Reaktanz R resp. X
Liangsimpedanz eines Ubertragungselementes

KurzschluB3-Impedanz eines Transformators

Netzimpedanz

dquivalente Netzimpedanz nach Netzreduktion
Knotenimpedanzmatrix mit den komplexen Elementen Z;;
Knotenimpedanzmatrix in symmetrischen Komponenten
KurzschluBimpedanz an der Fehlerstelle

Wellenwiderstand

Meflvektor

Leiterbezeichungen in Drehstromsystemen

GrofBe zwischen Leiter @ und Erde

Bezugsgrofie

elektrische Grofie

Erregungseinrichtung

Fehlerstelle

hochgestellter Index bezeichnet Gréflen, die im Fehlerfall auftreten
Einspeisung resp. Last

Knotenindizes

Netzbereich

Iterationszdhler oder auf Knoten bezogene Vektoren/Matrizen
Kurzunterbrechung

Motor

mechanische Grofle

Nenngroéfle

bezogene, dimensionslose Groflen

Vektoren/Matrizen bestehend aus physikalischen Gréflen des Dreh-
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Sekundirregelung, stabil
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Vektoren/Matrizen bestehend aus symmetrischen Komponentengréf3en
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Turbine

Verbundleistung

Dreieck- resp. Sterngréfie in Drehstromsystemen

hochgestellter Index bezeichnet Gréf3e, die im Normalfall auftritt
mit State Estimation bestimmte Grof3e

Komplexe Grofen sind durch Uberstreichen, Vektoren und Matrizen durch Fettdruck
gekennzeichnet. Konjugiert komplexe Grofen sind durch einen Stern * gekennzeichnet.
Der Index einer Grof3e gibt an, auf welchen Knoten sich diese GréBe bezieht. Der hoch-
gestellte Index gibt bei rekursiven Algorithmen den Iterationsschritt an; um ihn vom
Exponenten einer Grofe unterscheiden zu kénnen, wird folgende Konvention gemacht:

U?
(U)?

bezeichnet den quadrierten Spannungsbetrag in Knoten i
bezeichnet den k-ten Iterationswert des quadrierten Spannungswertes in
Knoten i
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1 Anwendung der Matrizenrechnung

1.1 Begriffe, Definitionen und Notation

Die stationdre Berechnung elektrischer Energieiibertragungssysteme kann auf den
Zusammenhang zwischen Spannungen und Stromen zuriickgefithrt werden. Setzt man
dabei Linearitit voraus, so 148t sich dafiir ein lineares Gleichungssystem aufstellen, das
folgende allgemeine Form hat

a1 Xy +apXy + <+ +apXn = by

Ay X1 +axypxy + <+ +a Xy = bz (11-1)

A1 X1+ AppXo+ o+ +AppXn= by .

Die Koeffizienten a; lassen sich in ein geordnetes Schema der Form

=

ai|1aqy - Ay

A= |ayay ‘- ax; (1.1-2)

| Am18m2 * ** Qmn |

schreiben. Diese Darstellung nennt man Matrizendarstellung. Eine Matrix wird stets
durch einen Fettdruck-Buchstaben gekennzeichnet. Die Elemente der Matrix 4 sind die
Koeffizienten a;;, wobei der Index i die Zeilennummer und der Index j die Spaltennum-
mer angibt.

Fiir die stationdre Berechnung von Energieiibertragungssystemen kann den Elemen-
ten a;; eine physikalische Interpretation gegeben werden. Dies wird im zweiten Kapitel
beim Aufstellen von Netzmodellen ndher ausgefiihrt. Dabei wird gezeigt, dafl die Ma-
trix A z. B. eine Knotenadmittanzmatrix sein kann. Die Koeffizienten a;; einer solchen
Matrix kdnnen aus reellen, imaginidren oder komplexen Zahlen bestehen. Wertméflig
sind sie durch die Admittanzen der die Netzknoten verbindenden Elemente gegeben.
Von ganz besonderer Bedeutung fiir die numerische Netzberechnung ist die Tatsache,
daf} in diesem Fall die meisten Koeffizienten @;; = 0 sind. Man nennt dann die Matrix A
eine schwach besetzte Matrix. Auf die Behandlung solcher Matrizen wird in Abschnitt
1.6 eingegangen.

Die Matrix 4 in Gl. (1.1-2) hat m Zeilen und » Spalten. Man schreibt deshalb fiir die
Dimension der Matrix A

dimd =(m,n) . . (1.1-3)
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Fiir den Spezialfall m = n hat man es mit quadratischen Matrizen zu tun. Jeder quadra-
tischen Matrix kann man eine Zahl, ihre Determinante

det4 =a (1.1-9)
zuordnen. Eine Matrix A ist symmetrisch, wenn die Koeffizienten a; und a;; die Bedin-
gung

ai; = aj (11-5)

erfiillen. Sie heif3t schief-symmetrisch, wenn anstelle von Gl. (1.1-5) die Beziehung gilt

a; = —aj . : (11-6)

Eine Matrix 4 heif3t reguldr, wenn
detA4 £0 o 1.1-7)

erfiillt ist. Anderenfalls bei

detd =0 (1.1-8)

nennt man sie singulir. -
Eine Matrix, die nur aus einer Spalte oder einer Zeile besteht, nennt man Vektor. Ein
Zeilenvektor ist eine Matrix mit nur einer Zeile; d. h. gemdf GI. (1.1-3) ist die Dimen-
sion gleich (1, 7). Ein Spaltenvektor ist eine Matrix mit nur einer Spalte; d.h. der Di-
mensionsbereich ist (m,1). Vektoren werden durch kleine, Fettdruck-Buchstaben ge-
kennzeichnet, z. B. x oder b usw.
Die folgenden Beispiele sollen diese Definitionen verdeutlichen.

(3,3) dimensionale Matrix (3,2) dimensionale Matrix
1 40 6 0
A=1|2 3 5 detA = —15 A=1|8 5
3 6 9 9 1
(4,1) dimensionale Matrix (1,3) dimensionale Matrix
Spaltenvektor Zeilenvektor
(1]
6

= x=[4 -5 0
x=1, [ ]




1.1 Begriffe, Definitionen und Notation 3

(3,3) dimensionale Einheitsmatrix (3,3) dimensionale symmetrische
Matrix
1 00 1 -2 0
I=(0 1 0 A=1|-2 2 7
0 0 1 1 0 7 3

Fiir die weiteren Uberlegungen ist der Begriff der Dreiecksmatrix von groBer Bedeu-
tung. Die obere Dreiecksmatrix V ist so definiert, daf} alle Elemente unterhalb der Dia-
gonale, die durch die Elemente a;, i = 1,2,. .., n, gebildet werden, gleich Null sind. So-
mit gilt z. B. fiir eine (3,3) dimensionale obere Dreiecksmatrix

ayy app a3
V= 0 ax; ax; . (1 1-9)
0 0 ass
Entsprechend sind bei der unteren Dreiecksmatrix A alle Elemente oberhalb der Dia-
gonale gleich Null; d. h.
a 0 0
A= ay Qaxn 0 . (1.1-10)
az; ax as;

Beide Dreiecksmatrizen sind spezielle, quadratische Matrizen. Im weiteren werden
die Matrizenelemente, die gleich Null sind, durch leere Felder dargestellt.

Eine zu A transponierte Matrix, die durch AT gekennzeichnet wird, erhilt man durch

Vertauschen der Zeilen und Spalten von A so, daB3 jede Zeile i von A zur Spalte i von
AT wird; d.h.

1 4

=[1 2 3] AT= {2 s| . (1.1-11)
4 5 6
3 6

Die konjugiert komplexe Matrix 4* einer kpmplexen Matrix 4 erhélt man dadurch,
daB jedes komplexe Element a;;, das durch Uberstreichen als komplexes Element ge-
kennzeichnet wird, durch seinen konjugiert-komplexen Wert d}'} ersetzt wird

2433 —js _i3
A=t qax= 2733 05 | (1.1-12)
-Jj5 6-37 i5 6+j7

Die zur quadratischen Matrix 4 inverse Matrix 4 ~! erfiillt die Eigenschaft
AA =1 . (1.1-13)

Zu einer singuldren Matrlx A existiert keine inverse Matrix. Die direkte Berechnung
der inversen Matrix A ~! wird hier als bekannt vorausgesetzt.



4 1 Anwendung der Matrizenrechnung

1.2 Matrizenbeziehungen

Es sei hier zunédchst darauf hingewiesen, daf} in diesem Kapitel die Grundoperationen
Addition, Subtraktion, Multiplikation, Transponierung und Inversion als bekannt vor-
ausgesetzt werden. Immerhin sind die folgenden Beziehungen besonders wichtig, so
daB sie hier zusammengestellt werden. Fiir ein Matrizenprodukt gilt

AB)"=B"A4T . (1.2-1)
Die Matrix 4 heiBt orthogonal, falls
ATA =1 (1.2-2)

erfiillt ist, wobei I gleich der Einheitsmatrix ist. Die Inversion des Produktes zweier
Matrizen 4 und B ist gleich dem Produkt der invertierten Matrix B mit der invertierten
Matrix 4

AB) '=B"1471 . (1.2-3)

Eine quadratische Matrix, die durch auf der Diagonale angeordnete Teilmatrizen de-
finiert ist, kann dadurch invertiert werden, daB die einzelnen Teilmatrizen invertiert
werden

A A1
B = "B! ) , (1.2-4)

1.3 Lineare Gleichungssysteme

Die Matrizenrechnung spielt fiir die stationdre Berechnung von Energieiibertra-
gungssystemen eine ganz wichtige Rolle. Interpretiert man die Matrix 4 in Gl. (1.1-2)
als Knotenadmittanzmatrix, so lassen sich die Werte x; in Gl. (1.1-1) als die Knoten-
spannungen und die Werte b;in Gl. (1.1-1) als die Knotenstréme interpretieren. Mit der
zuvor definierten Matrizenschreibweise lautet der lineare Zusammenhang zwischen den
Knotenspannungen und -strémen

Ax=0b . (1.3-1)

Nimmt man an, dafl die Knotenstrome bekannt sind, so besteht die Netzberechnung
darin, das lineare Gleichungssystem (1.3-1) nach den unbekannten Knotenspannungen
x aufzuldsen. Dazu benétigt man die Bedingung det 4 #0 gemiB Gl. (1.1-7) und kann
dann formal die L6sung

x=A"'p (1.3-2)
hmschrelben Fiir die effiziente Netzberechnung ist der Bestimmung der inversen Ma-

trix 4 ! groBe Aufmerksamkeit zu schenken. Weitere Ausfithrungen dazu folgen in
Abschnitt 1.4,
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1.3.1 Homogenes Gleichungssystem

Das inhomogene Gleichungssystem (1.3-1) wird zum homogenen Gleichungssystem,
wenn b = 0 ist. Mit der obigen Bedingung detA4 #0 folgt sofort die triviale L6sung
x = 0. In diesem Fall sind jedoch die nichttrivialen L6sungen von Interesse, bei denen
mindestens eine Unbekannte x;#0 ist. Deshalb muf} fiir eine nichttriviale Ldsung
detA4 = 0 sein; d.h. eine oder mehrere Zeilen in der Matrix 4 sind voneinander linear
abhéngig. Man kann jedoch eine Unterdeterminante der Dimension r (r = Rang der
Matrix) finden, die nicht verschwindet. Die anderen Gleichungen sind von diesen Rang-
gleichungen linear abhéngig, und es bleiben r Gleichungen mit » Unbekannten iibrig.
Als Beispiel soll beim homogenen Gleichungssystem

Ax=0 | (1.3-3)

die Teilmatrix A4, eine nichtverschwindende Determinante haben; d.h. detA4,;#0.
Dann 148t sich Gl. (1.3-3) wie folgt umschreiben

Ay A x| _|0] (1.3-4)
Ay An| |x 0
Dabei gilt beziiglich der Dimensionen: dimAq =(r,r); dimAy=(,n-r);
dimx; = r dimx, = n—r. Fiir die erste Zeile erhilt man durch Ausmultiplikation

A11X1+A12X2= 0 (13-5)

oder nach x, aufgelost

x1=Aqi'Apx; . | (1.3-6)

Die r Unbekannten in x4 sind somit von den restlichen (n — r) Unbekannten in x, ab-
héngig. Die Variablen in x, konnen frei gewéhlt werden.

1.3.2 Konzept der Dreiecksfaktorisierung

Ein lineares Gleichungssystem kann durch elementare Zeilen-Operationen gelost
werden. Das Ziel dieser Operationen besteht darin, die Matrix 4 in eine obere Dreiecks-
matrix V zu iiberfithren, um dann durch Riickwérts-Substitution die gesuchte Ldsung
x bestimmen zu konnen. Sofern jede Zeilen-Operation sowohl auf die Elemente der
Matrix A als auch auf das zugehorende Element des Vektors b ausgeiibt wird, hat das
neue Gleichungssystem der Form

Vx =5’ 1.3-7)

die gleiche Losung wie das urspriingliche Gleichungssystem. Das folgende Beispiel mag
dies verdeutlichen.
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1 1 X1 3
x| =11 . (1.3-8)
X3 4

Zunichst wird die Matrix A um den Spaltenvektor b erweitert; d. h.

(1.3-9)

W O =
A O W
_— N =
HoOo= W

Fiihrt man nun die Zeilen-Operation Z;— 3 Z; aus (d. h. die erste Zeile wird mit drei
multipliziert und anschlieend von der dritten Zeile subtrahiert), so erhdlt man mit dem
Teilergebnis und der weiteren Operation Z;+ (5/6) Z,

1 3 1 3 1 3 1 3
0 6 2 1 — Z3+32Z, P 0 6 2 1 . (1.3-10)
O -5 -2 -5 o0 -+ -%

Damit lautet das Gleichungssystem (1.3-8)
1 3 1 X4 3
0 6 2 x| = 1] . (1.3-11)
0 0 - % X3 - 265_

Durch Auflésen von der dritten Zeile her nach x; erhélt man x; = 25/2. Aus der zwei-
ten Zeile kann nun nach x, aufgelést werden und man erhélt

X=+(1-2x)=401 —25)= —4 . (1.3-12)
SchlieBlich erhdlt man aus der ersten Zeile fiir x,
x1=3-3x—x3=3+12-%2=3 . (1.3-13)

Die Richtigkeit dieses Ergebnisses kann durch Einsetzen iiberpriift werden.

1.3.3 Erweiterung

Bei Netzberechnungen ist die Zahl der zu bestimmenden Knotenspannungen im all-
gemeinen sehr grof}, z.B. dimx = 200 --- 1000. Deshalb muf} die anhand des obigen
Beispiels gezeigte Vorgehensweise systematisiert werden. Um die Faktorisierung grof3er
Matrizen mit Hilfe des Digitalrechners effektiv durchfithren zu kénnen, ist ferner die
Tatsache zu beriicksichtigen, daf3 die Matrix 4 schwach besetzt ist. Um beide Forde-
rungen erfiillen zu kénnen, wird die direkte Inversion der Matrix 4 durch folgende
zwei Schritte ersetzt:
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1. Dreiecksfaktorisierung mit der Gauf3-Elimination und Abspeicherung der Teil-
ergebnisse; sieche Abschnitte 1.4 bis 1.6.

2. Optimale Anordnung der Koeffizienten 4 so, da3 die Schwachbesetztheit durch die
Faktorisierung nicht zerstort wird; sieche Abschnitt 1.11.

1.4 Dreiecksfaktorisierung

1.4.1 Zielsetzung

Die Dreiecksfaktorisierung l4Bt sich auf jede nichtsinguldre Matrix A4 (reell, kom-
plex, symmetrisch oder unsymmetrisch) anwenden. Das grundsétzliche Vorgehen wird
zunichst anhand einer vollbesetzten, unsymmetrischen Matrix 4 vorgestellt. Die Ziel-
setzung der Faktorisierung ist bereits in Abschnitt 1.3 mit einem einfachen Beispiel
deutlich gemacht worden. Das urspriingliche Gleichungssystem der Form (1.3-1) soll in
eine obere Dreiecksform (1.3-7) iiberfiihrt werden, das dann anschlieBend von unten
her mit x, beginnend durch Riickwirts-Substitution unmittelbar aufgelost werden
kann.

1.4.2 Zeilenweise Elimination

Bei der Dreiecksfaktorisierung einer Matrix 4 mit Hilfe der Gau3-Elimination wer-
den iiblicherweise die Elemente unterhalb der Diagonale in aufeinanderfolgenden Spal-
ten eliminiert. Fiir schwach besetzte Matrizen der Netzberechnung zeigt sich in der Pra-
xis, dafB} die schrittweise Elimination von Zeilen effizienter ist.

Fiir die Faktorisierung wird die Matrix A um den Spaltenvektor b wie folgt erweitert

ajpy app -+ Qi by
ay 4ap -+ da b2 . (14-1)
dnl Qny *** Qpp bn

Im nichsten Abschnitt wird nun gezeigt, wie die einzelnen Eliminationsschritte
durchgefiihrt werden und darauf aufbauend eine allgemeine Faktoren-Tabelle erstellt
werden kann. Der Einsatz der Faktoren-Tabelle fiir die Losung eines beliebigen
Gleichungssystems wird daran anschliefend erklért.

1.4.3 Erster Eliminationsschritt

Im ersten Schritt sind alle Elemente der ersten Zeile durch a, (das Pivot-Element) zu
dividieren, so daB das erste Element af{} = 1 wird. Die iibrigen Elemente a,; der ersten
Zeile sind wie folgt zu bestimmen

ag?=a1j/au fir j=2,3,...,n .
b51)=b1/a“

(1.4-2)

Der hochgestellte Index in Klammern gibt den Schritt des Eliminationsverfahrens an.
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1.4.4 Zweiter Eliminationsschritt

Im zweiten Schritt ist a,; aus der zweiten Zeile durch lineare Kombination mit den in
Gl. (1.4-2) berechneten Koeffizienten der ersten Zeile zu eliminieren. Ferner muB das

Diagonalelement @3 = 1 werden. Dadurch geht das Koeffizientenschema A b in die
Form iiber

1 o) af) ) b

0 1 a4y a? _bgz) . (1.4-3)

| @n1 Gn2 Qp3 ¢ Qpy bn _
Aufgrund der ersten Forderung muB die erste Zeile (1 .4-3) mit — a, multipliziert und
zur zweiten Zeile von (1.4-1) addiert werden. Anschlielend ist die gesamte Zeile durch
das Pivot-Element a$) zu dividieren, um auf der Diagonale der zweiten Zeile den Wert
eins zu erhalten.
FormelméBig sind somit folgende Rechnungen auszufiihren. Die Linearkombination
zur Erfiillung der Forderung a‘? = 0 lautet

af) = ay—ayaf) fur j=2,3,...,n

(1.4-4)
b§1) = bz"‘ ar bil) .
Fir die Berechnung des Einheits-Diagonal-Elementes gilt schlieBlich
D=qW/al) fir j=3.4,...,
a§] a%/a&z fir j s n (1.4-5)

bP = bV/aly .

'1.4.5 Dritter Eliminationsschritt

Im dritten Schritt sind die Elemente in der dritten Zeile links vom Diagonalelement
zu eliminieren und das dritte Diagonalelement zu eins zu berechnen. Nach dem dritten
Schritt erhédlt man somit folgende Form

(1 af} af} aff .- af) b
0 1 a¥ a --- o bP |
0 0 1 af - af) bP| - , (1.4-6)

| @n1 Qna An3 Qpg *°° Qpg bn

Die Linearkombination zur Elimination des Elementes a3; besteht aus der Multipli-
kation der ersten Zeile in GI. (1.4-3) mit —a3; und Addition zur dritten Zeile in
Gl. (1.4-1) '

aglj) = a3j—a31a§1,) fur j=2,3,...,n
b§" = by— a3 b{"

(1.4-7)
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In der Linearkombination zur Elimination des Elementes a3, wird zunéchst die zwei-
te Zeile in Gl. (1.4-3) mit — a$Y multipliziert und zur soeben modifizierten dritten Zeile
addiert

aSzj) = aglj)— ag}a%) fuir j=3,4,...,n

(1.4-8)
b = b~ a2

Fir die Berechnung des Einheits-Diagonalelementes a$) =1 muB die in G
(1.4-8) berechnete dritte Zeile insgesamt noch durch ang dividiert werden

af) =a/af) fir j=4,5,...,n .

(1.4-9)
b = bP/a

Durch schrittweises Weiterfithren dieses Verfahrens bis zur letzten Zeile der ur-
spriinglichen Matrix 4 erhilt man schlieSlich folgendes Koeffizienten-Schema

1 af) e af) bP]

01 - a2 bP| . (1.4-10)

00 1

Bezeichnet man nun die linke in GI. (1.4-10) angegebene Teilmatrix als obere Drei-
ecksmatrix V, so lautet das faktorisierte Gleichungssystem nun

Vx=b". (1.4-11)

Die obere Dreiecksmatrix V ist durch die n ersten Spalten in GI. (1.4-10) und b’ ist
durch die letzte Spalte in Gl. (1.4-10) definiert.

1.4.6 Riickwirts-Substitution

Die gesuchte Losung des Gleichungssystems (1.3-1) kann nun direkt durch
Riickwarts-Substitution des Gleichungssystems (1.4-11) bestimmt werden, indem man
mit der letzten Zeile in GI. (1.4-11) beginnt und sich schrittweise nach oben durcharbei-
tet unter Verwendung der folgenden Beziehungen

x,=b® (1.4-12)
Xa-1=b0P—af P x, (1.4-13)
. n .
x=b¥- Y al¥x fir i=n-2,n-3,...,3,2,1 . (1.4-14)
j=i+1

1.4.7 Beispiel

An Hand der Matrix A4 ist die oben behandelte Faktorisierung numerisch durchzu-
fiihren. :
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1 3 1 3
A= [0 6 2 b= |1] . - (1.4-15)
3 41 4

Dieses Beispiel ist bereits in Abschnitt 1.3.2 benutzt worden.

Dabei ist die rechte Seite des Gleichungssystems durch den Vektor b vorgegeben. Da
in diesem Beispiel das Matrizenelement ay; = 1 ist, wird die erste Zeile durch den ersten
Eliminationsschritt nach GI. (1.4-2) nicht verdndert. Im zweiten Eliminationsschritt
nach Gl. (1.4-4) und (1.4-5) ergibt sich folgendes Ergebnis

af) =6 af)=2 b =1
1 3 1 3
0 1 1/3 1/6
34 1 4

Der dritte Eliminationsschritt nach Gl. (1.4-7) bis (1.4-9) ergibt

a9=4-9=-5 a{Yy=1-3=-2 pP=4-9=_5

af=-2-(-5(1/3)= -1/3 bP = —5—(=5)(1/6) = —25/6
13 1 1 3

1 1/3 1 1/6
00 1 | 2502

Daraus folgt unmittelbar durch Riickwirts-Substitution die bereits bekannte Lésung

X3=25/2  x=1/6-x3/3= -4  x;=3-3x,—x;=5/2 . (1.4-16)

1.5 Speicherung der Teilergebnisse
1.5.1 Zielsetzung

Die Dreiecksfaktorisierung in Abschnitt 1.4 zeigt, daB sich die Rechenschritte stets
einerseits auf die urspriingliche Matrix 4 und andererseits auf den Vektor b beziehen.
In zahlreichen Fillen der praktischen Netzberechnung entstehen lineare Gleichungs-
systeme der Form (1.3-1) durch Linearisierung eines nichtlinearen Zusammenhanges.
Um die L6sung des nichtlinearen Gleichungssystems bestimmen zu kénnen, muB das li-
nearisierte Gleichungssystem iterativ mehrmals geldst werden. Dabei bleibt sehr oft die
Matrix 4 konstant, lediglich die rechte Seite b dndert sich von Iterationsschritt zu Itera-
tionsschritt. Dies bedeutet fiir die Netzberechnung, daB sich die Knotenstréme bei un-
verdnderter Netztopologie 4ndern; d.h. Anderung des Betriebszustandes.

Betrachtet man nun die Berechnung des modifizierten Vektors 5’ mit den Gln. (1 .4-4)
bis (1.4-10), so fallt auf, daB eine Reihe von Zwischenergebnissen gespeichert werden
muB, wenn die Dreiecksfaktorisierung nicht nach jeder Anderung von b neu durchge-
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fithrt werden soll. Als Beispiel wird die Berechnung von b§3) betrachtet. Dazu braucht
man die Grofen a3y und a$y). Die Koeffizienten findet man zunéchst nicht im Lésungs-
schema GI. (1.4-10). Deshalb wird im folgenden gezeigt, welche wichtigen Teilergeb-
nisse wie abgespeichert werden kdnnen.

1.5.2 Faktoren-Tabelle

Da es nicht erforderlich ist, die Werte Null und Eins in Gl. (1.4-10) abzuspeichern,
sind an diesen Stellen die Teilergebnisse der Faktorisierung nach Abschnitt 1.4 abzu-
speichern. Dadurch erhdlt man folgende Faktoren-Tabelle der Dimension (n, n). Sie
steht an der Stelle der urspriinglichen Matrix 4.

dy 0512) a%) 0513

uy dyp af - af
Uzy  Us dy; --- ?533 ‘ | (1.5-1)
Upt Upz Upz - dnn

Die Elemente a{) oberhalb der Diagonale stellen das Endergebnis der Faktorisierung
gemiB GIl. (1.4-10) dar. Es sind die Elemente der oberen Dreiecksmatrix V in
Gl. (1.4-11). Es gilt immer i <.

Die Diagonalelemente d;; sind durch die Faktorisierungsschritte Gl. (1.4-2) bis (1.4-9)
fiir die ersten drei Werte ausfiihrlich definiert worden. Allgemein gilt

di=1/a8"Y fiur i=1,2,...,n . (1.5-2)

Dabei entspricht der Wert a{9 dem Wert a,;. Die Werte nach Gl. (1.5-2) werden fiir
die Berechnung von b’ bendétigt.

Die Elemente u;;in Gl. (1.5-1) unterhalb der Diagonale sind Teilergebnisse, die eben-
falls fiir die erneute Berechnung von b’ erforderlich sind, falls sich nur b’ und nicht
auch A4 dndert. Entsprechend den Gln. (1.4-7) bis (1.4-9) benotigt man dabei die Koef-
fizienten

uy=a%™ mit i>j. (1.5-3)
AbschlieBend sei noch darauf hingewiesen, daB} in der Faktoren-Tabelle (1.5-1) die
Matrix-Klammern bewuf3t weggelassen worden sind. Dadurch soll deutlich gemacht

werden, daB es sich hier um eine reine Anordnung von Faktoren handelt und nicht um
eine Matrix im Sinne der bisher benutzten Definition.

Beispiel

In dem bereits durchgefiihrten dreidimensionalen Beispiel kann die Faktoren-Tabelle
(1.5-1) aufgrund der Zwischenergebnisse sofort angegeben werden. Sie lautet

1 3 1
0 1/6 1/3 .
3 -5 -3
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1.6 Matrizeninversion durch Faktorisierung

In diesem Abschnitt wird gezeigt, wie mit Hilfe der Faktoren-Tabelle (1.5-1) die
inverse Matrix 4 ~! berechnet wird und damit die Losung des urspriinglichen Glei-
chungssystems (1.3-1) gefunden werden kann. Dazu werden mit der Faktoren-Tabelle
folgende drei nichtsinguldre Matrizen gebildet. Sie unterscheiden sich von Einheits-
matrizen nur durch die im einzelnen angegebenen i-ten Zeilen und Spalten.

1.6.1 Teilmatrizen
Man definiert die Diagonalmatrizen D; mit der i-ten Zeile gemaB
[0,0,...,d;,0,0,...,0] , (1.6-1)

wobei d;; aus der Faktoren-Tabelle (1.5-1) entnommen wird. Insgesamt gibt es n solcher
Diagonalmatrizen mit dem i-ten Diagonalelement ungleich eins; d. h. dj;=1fiir j #1i.
Die unteren Dreiecksmatrizen A; mit der i-ten Spalte gemiB

[0,0,. . .,1, —Uit1,is —Uit2,ise o —Up_1,i» —un,i]T , (16-2)

wobei die u;; mit i > j, aus der unteren Hélfte der Faktoren-Tabelle (1.5-1) entnommen
werden. Insgesamt gibt es n—1 solcher unterer Dreiecksmatrizen mit jeweils einer
Spalte geméf Gl. (1.6-2). Die iibrigen Diagonalelemente sind gleich eins.

Die oberen Dreiecksmatrizen. ¥ mit der i-ten Zeile gemif

[0,0,...,1, —a®,y, —a¥,s, ..., —af_;, —al] , (1.6-3)

wobei die af}, mit i <j, aus der oberen Hilfte der Faktoren-Tabelle (1.5-1) entnom-
men werden. Insgesamt gibt es n— 1 solcher oberen Dreiecksmatrizen mit jeweils einer
Zeile gemdlB Gl. (1.6-3). Die iibrigen Diagonalelemente sind gleich eins.

Die Berechnung der Inversen dieser drei Matrizentypen, d.h. D', A7'und V7,
ist sehr einfach. D; ! berechnet sich aus den Reziprokwerten der Diagonalelemente; bei
den oberen und unteren Dreiecksmatrizen erhilt man die inversen Matrizen dadurch,
daB man bei den Nicht-Diagonalelementen das Vorzeichen umdreht.

1.6.2 Urspriingliche und invertierte Matrix 4

Die inverse Matrix 4 ~! erhilt man nun als Produkt der in G. (1.6-1) bis (1.6-3) defi-
nierten Matrizen, indem gilt :

VWY Vi DpAp Dy A D, ADb=A"'b=x . (1.6-4)

Damit hat man gleichzeitig die inverse Matrix 4 ~! sowie die gewiinschte Lésung x
bestimmt.

Diese Losung der Matrizen-Inversion erscheint zunéchst recht kompliziert. Es ist je-
doch daran zu erinnern, daf3 die Dreiecks- und Diagonalmatrizen in Gl. (1.6-4) sehr ein-
fach aufgebaut sind und fiir die Auswertung nur einfache Multiplikationen und Addi-
tionen benotigen.
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Ublicherweise wird der Speicherplatz der Matrix 4 mit den Werten der Faktoren-
Tabelle (1.5-1) iiberschrieben, um so Speicherplatz sparen zu kénnen. Ein grofer, wei-
terer Vorteil der Inversion mit Faktorisierung besteht darin, daf3 die urspriingliche
Matrix A aus Gl. (1.6-4) mit Hilfe von Gl. (1.2-3) jederzeit berechnet werden kann. Es
gilt

CDIATDI A AADII VIV, VIV I =Ax=b . (1.6-5)
Wie bereits erwdhnt, sind die inversen Spezialmatrizen in Gl. (1.6-5) sehr leicht zu be-
stimmen. Die Gl. (1.6-5) erlaubt somit nicht nur die Bestimmung der im Faktorisie-
rungsvorgang iiberschriebenen Matrix 4, sondern bei bekannten x sofort auch die Be-
rechnung der rechten Seite b des Gleichungssystems (1.3-1).
Beispiel

Fiir das bereits mehrfach benutzte dreidimensionale Beispiel lauten die Spezialmatri-
zen

1 00 1 0 0] 10 0
D;=|0 1 0 D,= |0 1/6 0 D;=|0 1 0
0 0 1 0 0 1 0 0 -3
1. 0 0 (1 0 0
A= 010 A, = 1 0
| -3 0 1 0 5 1
1 -3 -1 (1 0 0
V=0 1 0 %= |0 1 -1/3
0 0 1 0 0 1

Daraus errechnet sich die inverse Matrix 4 ~! gemiB Gl. (1.6-4) zu

1 -1/2 0
A—1= V1V2D3A2D2A1D1= -3 1 1
9 -5/2 -3

Die Richtigkeit dieses Ergebnisses 148t sich mit Gl. (1.1-13) unmittelbar verifizieren.
Ebenso 148t sich Gl. (1.6-5) durch Einsetzen der invertierten Diagonal- und Dreiecks-
matrizen verifizieren.

1.7 Anwendung auf ein einfaches Netz

Um den Zusammenhang mit der stationdren Netzberechnung an dieser Stelle deut-
lich zu machen, soll nun die Matrix 4 als Knotenadmittanzmatrix des in Bild 1.7-1 ge-
zeigten Testnetzwerkes aufgestellt werden. Dazu wird an das Bildungsgesetz der Kno-
tenadmittanzmatrix erinnert:
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©)

o

Bild 1.7-1 Testnetzwerk bestehend aus sechs Knoten mit drei Einspeisungen und drei Lasten

a) das i-te Diagonalelement a; ist durch die Summe der vom Knoten i ausgehenden Ad-
mittanzen gegeben;

b) das Element a;; = aj; mit i # j ist durch die negative Admittanz der Verbindung zwi-
schen den Knoten / und j gegeben. :

Es wird nun angenommen, daf} in den Knoten 1, 2 und 3 je ein Strom by=1,b,=1
und b3 =1 eingespeist wird. Die iibrigen Knotenstréme sind durch b, = —1, bs= -1
und bg = —1 gegeben. Gesucht werden die Knotenspannungen X1, X2,. . .,Xg, WENN aN-
genommen wird, daf} die Leitungen einheitlich durch die Admittanzen Y;; = 1 beschrie-
ben werden.

Mit dem genannten Bildungsgesetz lautet die symmetrische Knotenadmittanzmatrix
A

"1 -1 0 0 0 0
-1 3 -1 -1 0 0
0 -1 2 -1 0 0
— . 1.7-1
4 0 -1 —1 4 —1 -1 (1.7-1)
0 0 0 -1

0O 0 0 -1 0 1

Der Stromvektor b ist durch folgende Werte gemi3 Aufgabenstellung gegeben
bT=[1 1 1 -1 -1 -1]. (1.7-2)

Wiirde man nun das Gleichungssystem A x = b mit der (6,6)-dimensionalen Matrix 4
16sen wollen, so stellt man fest, da} det4 = 0 ist; d. h. die Matrix A4 ist singulir. Dies ist
physikalisch dadurch zu erkldren, daB zu den Netzgleichungen noch zusitzlich der
Energieerhaltungssatz gilt, wonach die zugefiihrte Energie gleich der verbrauchten
Energie ist. Deshalb hat man in einem Netz mit » Knoten nur n—1 linear unabhingige
Netzgleichungen. In der Matrix 4 muB deshalb eine Spalte und eine Zeile gestrichen
werden. In diesem Beispiel wird die sechste Spalte und Zeile gestrichen. Dadurch erhilt
man die Teilmatrix 4 s der Dimension (5,5) sowie das Gleichungssystem A4 sx5 = bs, wo-
bei auch in x und b das letzte Element jeweils weggelassen wird.
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Die Losung des reduzierten Gleichungssystems ergibt fiir die gesuchten Knotenspan-
nungen x5 die Werte

x5=[32 22 21 1 0]. (1.7-3)

Durch Einsetzen erhélt man schliefllich x4 = 0.

1.8 Symmetrische Matrix A4

Das obige Beispiel zeigt, dal man es bei Netzberechnungen oft mit symmetrischen

Matrizen zu tun hat. Unter dieser Voraussetzung 143t sich das Ergebnis nach Gl. (1.6-4)
-wesentlich vereinfachen. Der Grund fiir diese Vereinfachung ist die Beziehung

A=D;VID!. (1.8-1)

Damit kann die Matrizeninversion anstelle von Gl. (1.6-4) wie folgt geschrieben wer-
den

Vl VZ . Vn-—2 Vn;1DnDn_1 V;I;_1. . .D2 Vng V;rb =A —1b =X . (18-2)

Benutzt man ferner die kommutative Eigenschaft nach Gl. (1.2-1) eines Matrizen-
produktes

VIiD;=D;V{ fir i>j, (1.8-3)
kénnen folgende drei Matrizenprodukte definiert werden
D=D,D,...D,
V=v%... Vn_1 . | (1.8-4)
A=V3 1Vi,...V]
Damit vereinfacht sich die allgemeine Losung nach Gl. (1.6-4) zu
VDAb=A""b=x . (1.8-5)

Die urspriingliche Matrix 4 146t sich aus den Diagonal- und Dreiecksmatrizen wie
folgt berechnen

A=NH"'p-'v-! . : (1.8-6)
Die Symmetrieeigenschaften von A fithren zu einer erheblichen Reduktion der fiir

die Faktorisierung erforderlichen Rechenschritte, da die Koeffizienten w;; fiir i >/ in
der Faktoren-Tabelle (1.5-1) aus der einfachen Beziehung

— (j 1) = (j 1) (j) 11 i ’ rr o (1 8- )
us=a a a fir .8-7
: Y Y Y Jj=1,2,3,...,i—-1

gewonnen werden kénnen.
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1.9 Anderungen in der Matrix 4

In praktischen Netzberechnungen dndern sich oft nur einzelne Koeffizienten a;; in
der Matrix 4. Um nun die Auswirkung auf den Faktorisierungs-Vorgang deutlich zu
machen, wird angenommen, daf3 sich das Element a,,, d4ndert. Nun miissen in der
Faktoren-Tabelle (1.5-1) folgende Werte gedndert werden. '

1) fir k> m: dieElemente (i, j)miti=k, j>mundi>k, j>k ;
2) fir k < m: dieElemente(z’,j)miti>k,j=mundi;m,j>m.

Aufgrund dieses Zusammenhanges ist im Falle, wo Anderungen in der Matrix 4 auf-
treten, darauf zu achten, daB sich die 4ndernden Elemente moglichst weit unten in A
befinden; d. h. falls Leitungselemente gedndert werden miissen, so sollen die zugehori-
gen Knotenindizes moéglichst grof3 sein.

1.10 Vergleich

Vergleicht man die Dreiecksfaktorisierung mit der direkten Matrizeninversion, so
gilt folgende Wertung fiir vollbesetzte Matrizen 4. Vorteilhaft bei der Faktorisierung
ist die Tatsache, daf3 die Faktoren-Tabelle (1.5-1) lediglich ein Drittel der direkten
Inversions-Operationen benotigt. Beide Verfahren erfordern fiir die vollstindige L6-
sung die gleiche Anzahl von Rechenoperationen und den gleichen Speicherbedarf. Fiir
die direkte Matrizeninversion spricht die Tatsache, daB sie nur k»n Operationen beno-
tigt, wenn nur £ Elemente von b ungleich Null sind. Unter gewissen Voraussetzungen
ist es moglich, Anderungen in A unmittelbar in 4 ~! zu beriicksichtigen, ohne daB eine
erneute Inversion erforderlich ist. Dieser Vorteil kann nur dann ausgenutzt werden,
wenn die inverse Matrix 4 ~! zur Verfiigung steht.

1.11 Optimale Ordnung

Die bisherigen Ausfithrungen haben gezeigt, daB die Losung eines linearen Glei-
chungssystems mit Hilfe der in Abschnitt 1.4 behandelten Dreiecksfaktorisierung im
Vergleich zur direkten Matrizeninversion einige Vorteile bietet, denen aber auch gewis-
se Nachteile gegeniiberstehen. Allerdings iiberwiegen die Vorteile dann sehr stark,
wenn die Matrix 4 schwach besetzt ist, d. h. nur wenige Elemente a;; # 0 sind. Dies ist
in den meisten Netzberechnungen der Fall. Im folgenden wird gezeigt, wie durch opti-
male Ordnung der Matrix A eine erhebliche Reduktion des Rechenaufwandes erzielt
werden kann.

1.11.1 Anforderungen an die optimale Ordnung

Ziel der optimalen Ordnung ist die Numerierung der Netzknoten und damit der Zei-
len und Spalten der Matrix A so, daB} bei der Faktorisierung moglichst wenige neue,
von Null verschiedene Elemente in der Faktoren-Tabelle (1.5-1) auftreten. Dabei spielt
die Wahl des Pivot-Elementes eine wichtige Rolle. Dies wird durch die Zusammenfas-
sung der beiden Gleichungen (1.4-4) und (1.4-5) deutlich
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a§2,>=_1—(a2j—a21a§‘,>) : (1.11-1)

a$)
Nimmt man an, daf} das Element a,; vor der Faktorisierung gleich Null ist, so wird
fiir a5y #0 und aﬁlj)qt 0 dieses Element nach dem Eliminationsschritt ungleich Null;
d.h. die Schwachbesetztheit der Matrix wird verschlechtert.

Das folgende Beispiel verdeutlicht diesen Zusammenhang, wobei an ein Netzaus-
schnitt mit entsprechendem Besetzungsgrad der Knotenadmittanzmatrix gedacht ist.

Vor der Faktorisierung Nach der Faktorisierung
2 - j - 2 j
1 o—o—4 o1 1 —o 8
2 % 6——6 8 2 ¢ ——6—H—F
L . . . . i L‘ . . . . _

X . Element # 0
O : Element =0

[X]: durch Faktorisierung eingefiihrtes Element
ungleich Null

Bild 1.11-1 zeigt die graphische Darstellung des Faktorisierungsschrittes.

O7— 10

o o+ o+ @

Neuer Zweig durch
. Elimination von
Bild 1.11-1 Elimination von Knoten 1 im Faktorisierungsprozefl Knoten 1 erzeugt

1.11.2 Ordnungs-Regeln

Eine optimale Anordnung der Zeilen einer Matrix A ist praktisch nicht zu bestim-
men, denn man miifite dann n! Kombinationen ausprobieren. Vom praktischen Stand-
punkt geniigen im vorliegenden Zusammenhang die folgenden drei Regeln fiir symme-
trische Matrizen: : '

1. Die Zeilen der Matrix 4 sind so anzuschreiben, da3 die Anzahl der Nichtnull-
Elemente mit wachsendem Zeilenindex zunimmt.

2. Der Faktorisierungs-Prozef} ist so zu gestalten, da3 immer die Zeilen bearbeitet wer-
den, die wahrend der Durchfithrung des Faktorisierungsvorganges noch die geringst
mogliche Anzahl von Nichtnull-Elementen aufweisen.

3. Bei gleicher Anzahl von Nichtnull-Elementen ist diejenige Zeile zu wahlen, bei der
im Faktorisierungsprozef3 am wenigsten neue Elemente, die ungleich Null sind, ent-
stehen. »
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1.11.3 Auswirkung der optimalen Ordnung

Die optimale Ordnung zur Faktorisierung symmetrischer Matrizen ist am besten an
Hand von Netzwerken, wo die Matrix A4 als Knotenadmittanzmatrix interpretiert wird,
verstdndlich zu machen. Das folgende, in Bild 1.11-2 gezeigte Netzwerk verdeutlicht
den Eliminationsproze3 der Faktorisierung.

1. Schritt: @ - — 12345
Knoten 1 || .T- @ 1 XX-X--
e A 2| XIXRIX K

o 3 X X o o

] 15. x@]-xx

.o oXX

® Q= ©) | i

2.Schritt:
L. o-ntitt. 2345
Knoten 2 © I L[ TT © 7]

- 2| X XXX

k\ \\\\\ \\\\ 3 XI—X[EIE

NG 1 ) 4 | [XUX]X X
\\ @ : @l A 5 XFZX X_J

S |

3. SChl‘i“’I @ 34 5
Knoten3 | [ T © 3 [ XXX
~~~~~~~ | L[ RIXX

= ©) 5 [XJ{X xJ

4L Schritt: __T. ﬁ._.@ 4 5_
Knoten 4 e o e A h [IX”X]
5 IE[XU

Bild 1.11-2  Fiinfknotiges Netzwerk im EliminationsprozeB

Die gestrichelten Verbindungen zeigen an, welche neuen Zweige durch die Faktorisie-
rung neu eingefiithrt werden. Dadurch kann gut veranschaulicht werden, daB im Elimi-
nationsprozef} neue Elemente in 4 eingefiigt werden. Mit anderen Worten kann in je-
dem Faktorisierungsschritt die Elimination eines Netzknotens simuliert werden und die
Zahl der dadurch erzeugten neuen Nichtnullelemente festgehalten werden. Ausgehend
von dieser Information kann die néchste zu eliminierende Zeile gewihlt werden.

Durch die optimale Ordnung der Matrix 4 kann erreicht werden, daB3 die Faktoren-
tabelle (1.5-1) hochstens etwa zweimal soviele Nichtnull-Elemente auBerhalb der Dia-
gonale aufweist wie die urspriingliche Matrix 4. :

1.11.4 Vorteile der optimalen Ordnung

Unter Verwendung der optimalen Ordnung der Matrix A4 lassen sich folgende wichti-
ge Vorteile der Faktorisierung gegeniiber der direkten Inversion festhalten:

1. Die Faktoren-Tabelle kann in einem kleinen Bruchteil der fiir die Inversion erfor-
derlichen Zeit bestimmt werden.
2. Der Speicherplatzbedarf ist gering.
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3. Der Einflul von Rundungsfehlern wird erheblich reduziert.
4. Modifikationen wegen Anderungen in 4 lassen sich rasch durchfiihren.

Demgegeniiber ist jedoch auf die erheblich anspruchsvollere Programmierung hinzu-
weisen. Dieser Nachteil wird jedoch durch die genannten Vorteile vollstdndig kompen-
siert.

Zusammenfassend ist festzuhalten, daB die geordnete Dreiecksfaktorisierung fiir
praktische Netzberechnungen, die auf der Losung eines linearen Gleichungssystems ge-
méB (1.3-1) beruhen, jeder anderen Berechnungsart auf alle Félle vorzuziehen ist.

Aufgaben

Aufgabe 1.1

Die wichtige Matrizenbeziehung (4 B)T = BTAT ist allgemein zu beweisen.

Aufgabe 1.2

Die speziellen in Abschnitt 1.6 behandelten Dreiecksmatrizen lassen sich besonders
einfach durch Vorzeichenwechsel invertieren. Man berechne die Inverse der Matrix, die
entsprechend Gl. (1.6-3) definiert ist,

1 2 3 4
010 0
Vislo 01 0
0 0 0 1]

und verifiziere das Ergebnis mit Gl. (1.1-13).

Aufgabe 1.3

Fiir die Matrix 4 in Abschnitt 1.4.7 ist die Faktoren-Tabelle (1.5-1) in Abschnitt

1.5.2 berechnet worden. Ausgehend von diesem Ergebnis ist die Giiltigkeit von
Gl. (1.6-5) zu zeigen.

Aufgabe 1.4

Auf die in Abschnitt 1.7 definierte (5,5)-dimensionale Knotenadmittanzmatrix A s ist
die Dreiecksfaktorisierung anzuwenden, um so

a) die Losung fiir x zu verifizieren,
b) die Faktoren-Tabelle aufzustellen.

Aufgabe 1.5

Fiir das im folgenden Bild gezeigte, vierzehnknotige Netzwerk sind die drei Metho-
den zur optimalen Ordnung schwach besetzter Matrizen entsprechend Abschnitt 1.11.2
anzuwenden. Wie viele neue Nichtnull-Elemente entstehen bei Anwendung der drei
Regeln zur optimalen Ordnung?
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Bild U1.5-1 Vierzehnknotiges Netzwerk




2 Stationares Netzmodell

2.1 Einleitung

Die stationire, mathematische Modellierung eines elektrischen Energieiibertragungs-
systemes ist eine wichtige Voraussetzung fiir die im Rahmen der Netzplanung und Be-
triebsfithrung zu 16senden Aufgaben. Dabei ist natiirlich die Annahme, daB sich das
System in einem stationidren Zustand befindet, nie exakt erfiillt. Das stindige Lastrau-
schen hilt das System stets in einem dynamischen Zustand. Fiir viele Aufgaben ist es je-
doch ausreichend, eine ,,Momentanaufnahme* des Betriebszustandes zu machen und
dabei die kurzfristigen Ausgleichsvorgénge zu vernachlissigen. Diese Betrachtungswei-
se ist deshalb gerechtfertigt, weil im Normalbetrieb das Lastrauschen nur eine geringe
Amplitude aufweist. Die trendméBigen Lastdnderungen erstrecken sich im Normalbe-
trieb iiber eine ldngere Zeit (etliche zehn Minuten). Deshalb vermag das stationére Last-
modell den momentanen Betriebszustand ausreichend genau zu beschreiben. Mit ande-
ren Worten kann somit der Normalbetriebszustand durch ein System von nichtlinea-
ren, algebraischen Netzgleichungen, die in diesem Kapitel hergeleitet werden, beschrie-
ben werden. .

Natiirlich kénnen mit diesem Modell keine Ausgleichsvorgénge, wie sie z. B. nach ei-
nem gréBeren Lastsprung oder nach dem Ausfall eines Kraftwerkblockes auftreten, be-
handelt werden. Erst wenn die zugehdrigen dynamischen Vorgidnge abgeklungen sind,
konnen die im folgenden behandelten Netzgleichungen fiir die Berechnung des statio-
niren Betriebszustandes benutzt werden.

Wie lange dann der so errechnete stationére Betriebszustand giiltig bleibt, hdngt im
Normalbetrieb von der Lastentwicklung ab. Bei raschen Lastinderungen (z.B. in der
Umgebung der Tageslastspitze) muf die stationdre Losung héufiger erneut bestimmt
werden als zu Zeiten, wo sich die Last nur wenig dndert (z. B. wihrend der Nachtstun-
den).

2.2 Voraussetzungen
2.2.1 Einphasige Darstellung

Fiir die stationire Systemdarstellung reicht es aus, wenn das symmetrisch betriebene
Drehstromsystem durch ein einphasiges Wechselstromsystem beschrieben wird. Dem-
entsprechend sind die im folgenden benutzten Spannungen stets Leiter-Erd-Span-
nungen und die Strome stets Leiterstrome. Da in Drehstromsystemen immer die Nenn-
spannung sowie die gesamte Belastung angegeben wird, muf} fiir die einphasige Be-
trachtungsweise die verkettete Nennspannung durch ]/5 dividiert und bei der Last nur
ein Drittel der Drehstromleistung beriicksichtigt werden. Allgemein gilt fiir Wechsel-
stromgrofen des Leiters a
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1 1
U, = 75 Upsp und S,= 5 Sas0 - (2.2-1)

Der komplexe Leiterstrom in Leiter a ist dann durch I, = (S,/U,)* gegeben. Dabei
gibt der Index ,,3 0“ Nenngr6Ben des Drehstromsystems an. Strom- und Spannungsgro-
en der beiden anderen Leiter lassen sich im normalen Betriebszustand durch Drehung
um 120° resp. 240° unmittelbar bestimmen.

Als Beispiel fiir die einphasige Darstellung wird auf Bild 2.2-1 verwiesen. Die sche-
matische Anlagendarstellung zeigt einen Generator, der iiber den zugehorigen Block-
transformator und eine Freileitung eine Last versorgt (Bild 2.2-1a). Die dreiphasige

Generator Transformator Leitung Last
B i B
@ ' @ ' ' ¢ a)
| | |
| _ | i |
iXe |2, | Z A
—(~)— - ——= =1
| | =C =C |
I I ¢ 21
| ' | Zu | ZL
. b= _& =1
| L = |
! | . T b)
| | Z, | Z,
). - ]
| L L ||
l : I
I I
| ' :
| : |
| I
| | |
I
| | 7. |
e
l
- _—C _—_ -
UTI __7 %-FUL I ZL C)
' I
|
|
| (

Bild 2.2-1 a) Anlagenbild
b) Dreiphasiges Ersatzschaltbild des Drehstromsystems
¢) Einphasiges Ersatzschaltbild fiir die Berechnung des stationiren Betriebszustandes



2.2 Voraussetzungen

Darstellung dieses Netzes kann mit den Ersatzschaltbildern fiir Generator, Transfor-
mator, Leitung und Last gemiB der Tabelle 2-1 in eine dreiphasige Darstellung ge-
maB Bild 2.2-1b iiberfiithren. Diese ist allerdings wenig iibersichtlich, da sie viele redun-
dante Informationen enthilt. Sie 148t sich unmittelbar auf die einphasige Darstellung
reduzieren (Bild 2.2-1¢). Fiir die weitere numerische Behandlung ist es vorteilhaft, die
im nédchsten Abschnitt eingefiihrte dimensionslose Darstellung zu verwenden.

Tabelle 2-1 Ersatzschaltbilder fiir wichtige Elemente des Energielibertragungssystems

Element Ersatzschaltbild Bemerkungen
Synchrongenerator 1 U=E-IjX,
- ——0 E: Polradspannung
jX g Ug: Generatorklemmen-
- — spannung
E UG Xjy4: synchrone Lingsreaktanz
-O
Freileitung ’z . Leitungsldngsimpedanz
Kabel J Zy=Ry+iXy
S —- —0 Querglieder durch Betriebs-
kapazitit C gegeben
=C = C
2 2
o O

Transformator mit

Physikalische Darstellung

KurzschluBimpedanz Zy

Nenniibersetzungs- . sowie einen idealen Trans-
verhiltnis® o— s u: ° formator mit dem Uberset-
7 zungsverhiltnis z: 1
-— k —
U1 U2
O- -0
Bezogene Darstellung
o—— S
- Z, -
! k |
U U
(o 0
Lasten TL Lastimpedanz Z; durch
o- > Spannung Up und Laststrom
_ _ I} gegeben
UL Z, U.=Z. 1
O—

2 Die Ersatzschaltung von Regeltransformatoren mit variablem Ubersetzungsverhéltnis wird in Abschnitt

2.3 behandelt.
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2.2.2 Bezogene Grofien

Fiir die Netzberechnungen bringt das Arbeiten mit bezogenen, dimensionslosen Gro-
3en (per unit Darstellung) folgende Vorteile:

— Viele Groéf3en bewegen sich in relativ engen Grenzen, so daf fehlerhafte Werte in der
bezogenen Darstellung leicht erkannt werden koénnen.

— Das Rechnen iiber mehrere Spannungsebenen wird dadurch vereinfacht, daB der
ideale Transformator im Ersatzschaltbild nicht beriicksichtigt werden muB3, wenn
die bezogene Darstellung gew#hlt wird.

— In der bezogenen Darstellung liegen alle Spannungswerte in der Nihe von eins.

Fir das Rechnen mit bezogenen Groflen in Drehstromsystemen definiert man zu-
nédchst die folgenden zwei Basis- oder BezugsgroBen als Betragswerte

Bezugs-Spannung Up als verkettete Spannung (Nennspannung)
Bezugs-Leistung Sg als dreiphasige Leistung

Definitionsgeméf gilt somit fiir die Bezugsspannung einer Leiter-Erd-Spannung
Uao,8= Us/)/3 . (2.2-2)

Die dimensionslose, bezogene Gréf3e bestimmt man nun mit folgender allgemeinen
Beziehung aus der physikalischen GroBe

Physikalische Gréfle

Bezogene Grofie =
Bezugs-Grofie

(2.2-3)

Die bezogene GroBe wird im allgemeinen nicht mit einem speziellen Buchstabensym-
bol gekennzeichnet. Sofern es erforderlich ist, wird im folgenden an Stelle der Dimen-
sionsangabe die Abkiirzung pu (= per unit) verwendet. Will man also eine verkettete
Spannung U, als dimensionslose Gr6Be darstellen, so gilt

Ua,pu = Ua/UB .. (22'4)

Fiir die einphasige Darstellung des Drehstromsystems spielt jedoch die Leiter-Erd-
Spannung eine wichtige Rolle. Sie lautet in dimensionsloser Darstellung

UaO,pu= aO/UaO,B . (2.2-5)
Da jedoch beziiglich der Bezugsspannungen auch die Beziehung .
Uao,= Us/}/3 ' (2.2-6)

gilt, folgt unmittelbar aus Gl. (2.2-5) fiir die dimensionslos dargestellte Leiter-Erd-
Spannung

Usoom U0~ U./V3 _ Vs Ly
P Us/Y3 U/Y/3 Us i

2.2-7)

Mit anderen Worten sind somit in der bezogenen Darstellung die verkettete und die
Leiter-Erd-Spannung gleich groB3; der Faktor [/§ ist eliminiert.
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Ein dhnliches Resultat gilt fiir den Faktor 3 bei der Leistungsbeziehung zwischen der

einphasigen und dreiphasigen Darstellung. Definitionsgemaf gilt fiir die Bezugslei-
stung in der einphasigen Darstellung

S1¢,8= S3¢,8/3 - ‘ (2.2-8)
Sqmit gilt fiir die bezogene Leistung pro Leiter

‘SI¢,pu = S1¢/S14,8 = (S3¢/3)/(S34,8/3) = S3¢,pu - (2.2-9)
In der bezogenen Darstellung ist damit die einphasige und die dreiphasige Leistung

gleich grof.
Fiir eine Sternschaltung errechnet sich die Bezugsimpedanz Zg, gemél

2 2 2
ZB)‘= UaO,B — (UB/‘/-3_) = UB . (2.2_10)
S1¢,B S34,873 SB
Daraus folgt definitionsgemiB fiir die Beziehung zwischen der Dreiecks- und Stern-
impedanz '

ZBA =3 ZBA. . ' (22-11)

Daraus folgt unmittelbar .

Zowrn=Zpun - ’ (2.2-12)

Der Bezugs-Leiterstrom Iy errechnet sich aus

Ig= S30.8 T (2.2-13)

Usl3

In den weiteren Ausfithrungen wird auf den Zusatz ,,pu“ immer dort verzichtet, wo
es aus dem Zusammenhang klar hervorgeht, ob mit physikalischen oder bezogenen
Groflen gerechnet wird.

Ist die Netzberechnung iiber mehrere Spannungsebenen zu erstrecken, so muf3 auch
das Ubersetzungsverhiltnis umgerechnet werden. Als Bezugsgrofle wird dabei das
Nenniibersetzungsverhiltnis verwendet. Dadurch wird das Nenniibersetzungsverhéltnis
gleich Eins. Fiir die Darstellung von Transformatoren, die unter Last gestuft werden
koénnen und demzufolge im allgemeinen nicht mit dem Nenniibersetzungsverhéltnis be-
trieben werden, wird auf den nichsten Abschnitt verwiesen.

2.3 Einphasige, bezogene Darstellung von Drehstromtransformatoren

2.3.1 Transformatoren mit Last-Stufenschalter als Lingsregler

Betrachtet man von einem auf der Primirseite, unter Last stufbaren Transformator
die Ersatzschaltung, so ist es zweckmiBig, von Bild 2.3-1 auszugehen. Es zeigt, daf3
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Bild 2.3-1 Anlagen- und Ersatzschaltbild eines Léngsregler-Transformators

die einphasige Ersatzschaltung durch die KurzschluBimpedanz Z, in Reihe mit einem
idealen Transformator mit dem Ubersetzungsverhiltnis # darzustellen ist. Fiir Dreh-
stromtransformatoren ist je nach Schaltungsart nach der Durchfiihrung einer stationi-
ren Netzberechnung noch die durch die Kennziffer k vorgegebene Phasendrehung zwi-
schen Primér- und Sekundéirspannung zu beriicksichtigen.

Ist nun das bezogene Ubersetzungsverhéltnis s # 1, so konnen die Admittanzen A, B
und C des unsymmetrischen n-Ersatzschaltbildes in Bild 2.3-2 dadurch berechnet wer-
den, dafl man Primér- und Sekundirstrom einerseits mit der Schaltung nach Bild 2.3-1
und andererseits mit derjenigen nach Bild 2.3-2 berechnet. Die gesuchten Admittanzen
ergeben sich dann durch Koeffizientenvergleich, wie im folgenden gezeigt wird.

g A T .

O — ' |' rL Y -~ O

<
(9 0]
(@]
Ci

o . l -0

Bild 2.3-2 Unsymmetrisches Ersatzschaltbild des Langsreglers (unter Last stufbarer Regeltransformator)

Definitionsgemif gilt fiir den Transformatorstrom in Knoten i
=1L/, (2.3-1)

wobei der Strom ij durch die Kurzschlu-Impedanz Z, zwischen dem fiktiven Knoten
k und der Sekundirseite j fliet. Er ist somit durch

I—kj = u (2.3-2)
Zy
gegeben. Daraus folgt fiir den Primédrstrom
jaee%: i /O 2.3-3)
YA
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Nun muB noch die fiktive Hilfsspannung U, mit der Beziehung
Ue= U/u (2.3-4)

aus Gl. (2.3-3) eliminiert werden. Damit erhdlt man schliefllich

U,—ii U i

_ Uz,
- Analog 148t sich der Sekundarstrom I—J durch Primér- und Sekundirspannung be-
rechnen

I= (2.3-5)

L= (U;- Uy)/ Zx . (2.3-6)
Ersetzt man die Spannung Uy durch Gl. (2.3-4), ergibt sich

I= "1_ @U-0) . (2.3-7)
qu .

Berechnet man nun die beiden Strome 7; und 7; mit der in Bild 2.3-2 gezeigten Ersatz-
schaltung, so ergibt sich

[=(U-U)A+UB und I,=(U;-U)A+UC . 238
Setzt man willkiirlich U; = 0/0° und C—IJ = 1/0° in Gl. (2.3-5) und (2.3-8) ein, so erhilt

man unmittelbar

1 -

IL=——=-4. (2.3-9)
iZy |

In dhnlicher Weise lassen sich die gesuchten Admittanzen B und C berechnen

B=_1 (L4 (2.3-10)
iZy \ i :

o= <1 ~i> : (2.3-11)
Z, il

Das in Bild 2.3-3 gezeigte Ersatzschaltbild des Transformators mit # # 1 ist nicht
symmetrisch. Wéhlt man # = 1, so erhdlt man unmittelbar das bereits in Tabelle 2-1
gezeigte Ersatzschaltbild. Es ist darauf hinzuweisen, daf3 die Elemente des Léngs-
Regeltransformators immer dann neu berechnet werden miissen, wenn im Laufe einer
Rechnung das Ubersetzungsverhiltnis verdndert wird.

2.3.2 Transformator als Schrigregler

Beim Schrégregler werden sowohl Betrag wie auch die Phase der Sekunddrspannung
verandert; d.h. es mufl mit einem komplexen Ubersetzungsverhéltnis # entsprechend
der Beziehung :
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ol Bl B-EE o

O 4 : O
Bild 2.3-3 Unsymmetrisches Ersatzschaltbild des Lingsreglers mit B # C

U/Us= il =a+jb (2.3-12)
gearbeitet werden. Dabei werden die in Bild 2.3-4 gezeigten GréBen benutzt. Da man

wiederum von einem idealen Transformator ausgeht, treten keine Verluste auf d.h.
fiir die Primér- und Sekundairseite gilt

Us

=
_'CI

(a+jb):1

Y&

Langsregelung

b)

'\Querregelung

Bild 2.3-4 a) Ersatzschaltbild des Schrigregeltransformators mit komplexem Ubersetzungsverhiltnis
b) Zeigerdiagramm des Schrigreglers mit Ortskurven fiir Langs- und Querregelung

UL=U T . (2.3-13)
Gl. (2.3-13) in GI. (2.3-12) eingesetzt ergibt

L/Li=U;/Uf =1/(a-jb) . (2.3-14)

Da der Strom I durch die KurzschluBimpedanz Z, gegeben ist, gilt mit den Knoten-
spannungen U und U;
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r 0. et
Zy

—

Setzt man Gl. (2.3-15) in Gl. (2.3-14) ein, so gilt

- 1 — -
=—n(U-T) . 2.3-16
Zea-iby Y i

Ersetzt man hier die fiktive Hilfsspannung U, mit Hilfe von Gl. (2.3-12), so erhalt
man anstelle von Gl. (2.3-16) die Beziehung

- 1 - -
= (U.- ib)U;) . 2.3-17
Il Zk(a2+b2) (Ul (a+J ) ]) ( )

Bei entsprechender Vorgehensweise erhédlt man fiir den Strom I_J mit Gl. (2.3-15) und
(2.3-12)

_ 1 o
A i —U) . ‘ 2.3-1
I; Z.@iib) (a+ib) U;—Uj) ( 8)

Geht man nun vom allgemeinen Ersatzschaltbild 2.3-2 und der Gl. (2.3-8) fiir den
Izriméir- und Sekundirstrom _aus, so erhdlt man mit der Annahme U;= 0/0° und
Uj=1/0° fiir die Admittanz 4 mit Gl. (2.3-17) durch Koeffizientenvergleich .

f=—d—1 - _4. | (2.3-19)
Zai*

Vereinfacht 148t sich somit die Admittanz A als
A= 1/(1'7*21() (2.3-20)

darstellen. Entsprechend erhélt man fiir die beiden Querglieder

B= :1_ <3_-—1> , ' (2.3-21)

c=1 <1 —__1_> . 2.3-22)

Stellt man das komplexe Ubersetzungsverhiltnis in Polarkoordinaten

ii=a+jb=t(cosd+]jsind) ’ _ (2.3-23)
dar, so gilt fiir die Betrdge der Knotenspannungen U; und U, die Beziehung
Ui=tU, . (2.3-24)

Falls die Phasendrehung J von Knoten i nach s positiv ist, dann eilt die Spannung U;
der Spannung U, vor, so wie das in Bild 2.3-4 dargestellt ist.
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2.4 Netzgleichungen

2.4.1 Knotenadmittanzmatrix

Fiir die mathematische Beschreibung eines Energielibertragungsnetzes im stationdren
Normalbetriebszustand eignet sich die Knotenadmittanzmatrix ¥ besonders gut. Da-
bei wird in jedem Netzknoten der Knotenstrom [; und die Knotenspannung U; durch
den linearen Zusammenhang .

I, = Y, Uy 2.4-1)

beschrieben. Dabei ist der Knotenstromvektor Iy durch die #» komplexen Knotenstréme
i IL=I[1,h,... §,...,I,]T (2.4-2)
und der Knotenspannungsvektor Uy durch die n komplexen Knotenspannungen U,
Uc=[U,0s,..., 0. .., U, (2.4-3)
gegeben. Die komplexen Elemente y;, der Knotenadmittanzmatrix Y, erhilt man mit

folgendem Bildungsgesetz

® Die Diagonalelemente y;; sind durch die Summe aller mit dem Knoten i Yerbundenen
Admittanzen Yj, die durch die Menge a(i) bezeichnet werden, gegeben

Ji= ¥ Y . (2.4-4)
kea(i)

® Die iibrigen Elemente y; sind durch die negativen Werte der zwischen den Knoten i
und k vorhandenen Admittanzen Y; gegeben

Fix=—Yi . (2.4-5)

Es ist darauf zu achten, daf} y; die komplexen Elemente der Knotenadmittanzmatrix
Yy beschreibt, wiahrend Y; komplexe Admittanzwerte von Netzelementen darstellen.

2.4.2 Leistungs-Spannungs-Gleichungen

Die komplexen Knotenleistungen S; berechnet man als Differenz zwischen der von
den Kraftwerken in Knoten i eingespeisten Scheinleistung Sg; und der im Knoten i-den
Verbrauchern zugefiihrten Scheinleistung S;;; d.h.

Si=Pi+jQi=Si— 8L - (2.4-6)
Bild 2.4-1 zeigt den Knoten i mit den Kraftwerkeinspeisungen Sgi und den Lasten
Si;. Die Nettoscheinleistung S; sowie der Knotenstrom I; sind durch die Leistungsbezie-

hung

I=8;/Uf 2.4-7)
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Ubertragungs-
leitungen

N L —V :
Kraftwerks - Lasten (z.B.Eigenbedarf)
einspeisungen am Knoten i (S;)

Bild 2.4-1 Vereinfachte Darstellung des Knotens i mit Kraftwerkeinspeisungen Sg;, Lasten §; ; und Ubertra-
gungsleitungen

.
verkniipft. Ersetzt man nun die Knotenstréme [ in Gl, (2.4-1) durch (2.4-7), so gilt fiir
den Knoten i

5=0, 3 730 - (2.4-8)
Dabei bezeichnet n die gesamte Anzahl von Netzknoten.

Fiir den Leistungsflufl ,§i,- , der iiber das die Knoten i und j verbindende Netzelement
flieBt, erhélt man mit dem allgemeinen in Bild 2.4-2 gezeigten n-Ersatzschaltbild

Si= Ui L= Py—jQy= U (Ui- U)) ¥y+ U Y . (2.4-9)
iij Yij —ji
o—> s I ——0
Yi Yio Yio Y;
\ Y
o . - o

Bild 2.4-2 Allgememes Ersatzschaltbild eines Netzelementes zwischen Knoten zund J mit den Admittanzen
),1] ’ ),10 und Y;
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In der umgekehrten Richtung fliet die Scheinleistung
Si= U Ii=Pi—iQu= U (- 0) ¥4+ U ¥y - (2.4-10)

_Die Upertragungsverluste S,y ergeben sich aus der Summe der beiden Leistungsfliisse
S;; und Sj; entsprechend

Sav=S;j+5S;; . (2.4-11)
Unter Bezug auf Gl. (2.4-9) und (2.4-10) sieht man sofort, daf3 die Ubertragungsver-
luste von den Knotenspannungen U; und Uj; abhéngig sind. Mit anderen Worten kon-

nen die Netzverluste erst dann berechnet werden wenn die komplexen Knotenspannun-
gen U; in allen Netzknoten bekannt sind.

2.4.3 Darstellung der Netzgleichungen in Polarkoordinaten
Die komplexen Knotenspannungen U; werden alle auf die gemeinsame Referenzach-
se, die hier immer mit der Spannung in Knoten 1 (Referenzknoten) zusammenfillt, be-
zogen; d. h.
U,=U/s fiur i=2,3,...,n. (2.4-12)

Fiir den Referenzknoten 1 gilt entsprechend der hier gemachten Annahme

U, = U,/0° . (2.4-13)

Die komplexen Elemente 7; der Knotenadmittanzmatrix ¥, werden in Polarkoordi-
naten durch

¥ii = yii/ 65 (2.4-14)

dargestellt. Damit lauten die Netzgleichungen (2.4-8) nach Wirk- und Blindleistimg ge-
trennt in Polarkoordinatendarstellung

n
Pi = PGi—PLi = ‘21 Ui ijij COS(di— 5j— Bij) (2.4-15)
j=

n
Qi=Qci— QL= _El Ui U;y;jsin(6;— 6;— 65) - (2.4-16)
Jj=

2.4.4 Darstellung der Netzgleichungen in kartesischen Koordinaten

Stellt man die komplexen Knotenspannungen U; durch kartesische Koordinaten dar,
so gilt mit

U= e;+if; (2.4-17)

und der Darstellung der komplexen Elemente y;; der Knotenadmittanzmatrix ¥, durch
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Vi = gi+1by (2.4-18)
fiir die Netzgleichungen (2.4-8)

PitiQi=(e+if) ¥ (@s+iby)e+if)* - (2.4-19)
j=

Aufgelost nach Real- und Imaginérteil erhédlt man fiir die Wirk- und die Blindlei-
stung ‘

Pi= ¥ {e(esy=1iby) +1i (gt b)) (2.4-20)
P!

Q= '§1 {fi(e;g— fiby) — e (fig;+ e by)} - (2.4-21)
J= .

2.4.5 Bemerkungen

Unabhiéngig von der Wahl des Koordinatensystems erhdlt man fiir die Netzgleichun-
gen ein System von nichtlinearen, algebraischen Gleichungen. Jedem Knoten i kénnen

die folgenden sechs Variablen zugeordnet werden
-

Einspeisung Last Spannung
Pg; Py Ui
Oai Ovi Oi

Die Nettowirkleistung P; und die Nettoblindleistung Q; eines Knotens i errechnen
sich gemél Gl. (2.4-6) als Differenz der Einspeisung und Last. Dabei kénnen einzelne
Leistungen auch den Wert Null annehmen, z.B. wenn keine Kraftwerkeinspeisung in
Knoten i vorhanden ist. Nimmt man an, daf} die Lasten P;; und Qy; vorgegeben sind, so
miissen noch zwei weitere Grofien in jedem Knoten vorgegeben werden, um die beiden
nichtlinearen Gleichungen (2.4-15) und (2.4-16) resp. (2.4-20) und (2.4-21) eindeutig
16sen zu konnen. Die Wahl, welche Variablen spezifiziert werden sollen, ist durch die in
Knoten i angeschlossenen Netzelemente gegeben (siche Abschn. 2.5).

2.5 Klassierung der Knoten

Der Referenzknoten, der im folgenden immer die Knotennummer 1 hat, entspricht
einer leistungsfahigen Kraftwerk- oder Netzeinspeisung, in dem weder die Wirkleistung
Pg; noch die Blindleistung Qg; Grenzen unterworfen sind. Der Spannungswinkel J;
wird zu Null gesetzt, um alle iibrigen komplexen Spannungen darauf beziehen zu kén-
nen. Der Spannungsbetrag wird vorgegeben, wobei dafiir im allgemeinen die Nenn-
spannung, d.h. U; = 1.0, gewéhlt wird. Insgesamt sind somit fiir den Referenzknoten
die Wirk- und Blindeinspeisungen Pgy und Qg zu bestimmen, da P;; und Q;, fest
sind. '
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In einem Lastknoten sind die Wirk- und Blindeinspeisungen Pg; = Qg; = 0. Da wie-
derum die Lasten P;; und Q1 vorgegeben sind, miissen in einem Lastknoten die kom-
plexen Knotenspannungen U, bestimmt werden und zwar nach Betrag U; und Winkel
0;.

In Einspeiseknoten wird angenommen, daf} die erklelstungsemspelsung Pg; iiber
die Turbinenregelung und der Spannungsbetrag U; iiber den Spannungsregler fest vor-
gegeben werden kann. Somit sind nun der Spannungswinkel 8; und die Blindleistung Q;
die in einem Einspeiseknoten zu bestimmenden GroBen. Allerdings ist dabei in jedem
Fall zu beachten, daf3 die Betriebsgrenzen

Pg;, min < Pgi < Pgi, max (2.5-1)

eingehalten werden. Ebenso miissen auch die Blindleistungsgrenzen fiir Qgi eingehalten
werden. Dies ist nicht so leicht zu iiberpriifen, denn Qg; ist ja zunéchst eine unbekannte
GroBe in einem Einspeiseknoten. Nach jedem Rechenschritt ist deshalb die Betriebsbe-
dingung

QGI min X QGI X QGI max (2-5'2)

zu priifen. Falls sie nicht erfiillt ist in Knoten i, muB} Qg; gleich dem Grenzwert Qai, min
resp. Qgi, max g€setzt werden und U als freie, durch Losung der Netzgleichungen zu be-
stimmende GréBe behandelt werden. Mit anderen Worten wird der Knoten i in diesem
Moment zu einem Lastknoten. Sobald die Ungleichung (2.5-2) im weiteren Rechenver-
lauf wieder erfiillt ist, &ndert sich die Knotenart erneut zu einem Einspeiseknoten.

Diesen Ausfithrungen entsprechend zeigt Tabelle 2-2 die Klassierung der Knoten in
die im voraus festgelegten und durch die Netzgleichungen zu bestimmenden GroBen.
Dabei ist die durchschnittliche Anzahl der verschiedenen Netzknotentypen ebenfalls
angegeben.

Tabelle 2-2 Klassierung der Knoten

Knotenart Typ Spezifizierte Grofle Unbekannte Gréf3e Anzahl
Referenzknoten Ref Ui, 01, Pry, QOry Pg1, Qg1 1
Lastknoten P-Q Pg; =0, Qg; =0, P;, Oi; U, 6 85%
Einspeisung P-U Pgi, Ui, Py, O “Qgi» & 15%

Die Aufgabe der Netzberechnung (LastfluBberechnung) besteht nun darin, das Glei-
chungssystem (2.4-15) und (2.4-16) resp. (2.4-20) und (2.4-21) fiir alle n Knoten aufzu-
stellen und unter Beriicksichtigung der Datenspezifikation nach Tabelle 2-2 zu 15sen.

Die in Tabelle 2-2 zusammengestellten Werte lassen sich auch nach systemtechni-
schen Gesichtspunkten klassieren. Der Betriebszustand eines elektrischen Energieiiber-
tragungssystems im stationdren Zustand ist durch die komplexen Knotenspannungen
U, bestimmt. Man definiert deshalb den Zustandsvektor x wie folgt

x=[8,=0,U, 6, Us,...,0n, UpT . (2.5-3)
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Dabei bezeichnet n die Anzahl der Netzknoten. Der Zustandsvektor x wird durch die
Kraftwerkeinspeisungen Pg; und Qg; beeinfluit. Die Einspeisungen spielen dabei die
Rolle von SteuergréBen, mit denen gezielt die Spannungen verdndert werden kénnen.
Deshalb definiert man als Steuervektor «

u = [Pg1, Qc1» Pcas Qcas - - - Pons Qanl ™ - (2.5-4)

Dieser Steuervektor muf stindig an die momentane Last angepalit werden. Da die
Last unter normalen Betriebsbedingungen nicht beeinfluit werden kann, bilden sie den
von auflen auf das System einwirkenden Storvektor p

p =[PL1, O1, Pi2, OLas- - -»Pra, Oual ™ - (2.5-5)

Zusammenfassend lassen sich somit die nichtlinearen Netzgleichungen allgemein
auch als

f&x,u,p)=0 (2.5-6)

schreiben. Bei dieser Darstellung wird angenommen, dafl im Netz nur P—-Q Knoten
vorhanden sind.

2.6 Beispiel

In diesem Abschnitt sollen die bisherigen Uberlegungen auf das in Bild 2.6-1a ge-
zeigte dreiknotige Testnetz mit drei gleichen Leitungen angewendet werden. In einem
ersten Schritt ist das einphasige Ersatzschaltbild mit Hilfe der in Tabelle 2-1 aufgefiihr-
ten Ersatzschaltungen entsprechend Bild 2.6-1b zu zeichnen. Knoten 1 ist der Refe-
renzknoten mit der Einspeisung Sm Ferner ist in Knoten 1 die Last S;; vorgegeben.
Die Nettoeinspeisung S; = Sgy — Sp4 ist als »Leistungseinspeisung® gekennzeichnet. In
Knoten 2 befindet sich eine Kraftwerkeinspeisung Sg,. In Knoten 3 befindet sich eine
Last mit dem Verbrauch S; ;. Um in Knoten 3 die Spannung beeinflussen zu kdnnen, ist
hier symbolisch ein Kondensator mit der Blindleistungseinspeisung Qg3 eingezeichnet,
der fiir die Blindleistungskompensation eingesetzt werden kann. Die Leitungen zwi-
schen den Knoten werden durch drei gleiche Ersatzschaltbilder dargestellt.

Durch Zusammenfassen aller Leitungsadmittanzen erhélt man die Ersatzschaltung
fiir das zu berechnende Netz entsprechend Bild 2.6-2. Es besteht nach der Zusammen-
fassung aller parallelen Admittanzen aus sechs Admittanzen. Unter Verwendung des
1. Kirchhoffschen Gesetzes ergibt sich fiir den Knotenstrom I, in den drei Netzknoten
i=1,2,3

I = 0,10+ (0,— 0p) Yo+ (0, U3) Yy3 mit ¥io= Y+ ¥
iz = 02 Y20+ (Uz—' (71) }_’12+ (02— 03) 723 mit ?20 = Y‘z)1+ 7(2)3 . (26'1)
L= Uy Pao+ (U3— Oy) Yis+ (03— Oy) Yoy mit Tao= TH+ Y5,

Unter der Annahme, daf alle drei Leitungen gleich sind, gilt fiir die Admittanzwerte
in Gl. (2.6-1) unter Beachtung, da} Y;; = Yj; gilt :
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Bild 2.6-1 a) Anlagenbild des dreiknotigen Testnetzes
b) Einphasiges Ersatzschaltbild mit der Nettoleistungseinspeisung (Knotenleistung)
S; = Sgi— Si; in Knoten i

Yio= Vyo= V3= +] =joC=j—
10= Y= Y3 X

_ _ - _ (2.6-2)
Y12= Y13= Y23=1/Zu . .

Durch Zusammenfassen der Terme mit U; 148t sich die Gl. (2.6-1) wie folgt umschrei-
ben

Ii= Uy (Yio+ Yo+ Vi3) - U, ¥y,— U ¥y
L= —U, Y+ Uy (Yoot Vig+ Va3)— Us Vo3 . (2.6-3)

L= —U,Y3— Uy Yo3+ Uy (Yao+ Vi3+ ¥ay)
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Bild 2.6-2 Vereinfachtes Ersatzschaltbild durch Zusammenfassung der Netzadmittanzen

Diese Darstellung entspricht Gl. (2.4-1). DaB die Elemente y; der Knotenadmittanz-
matrix ¥, gemif der bereits erwdhnten Definitionen (2.4-4) und (2.4-5) zu bilden sind,
zeigt sofort der Vergleich mit Gl. (2.6-3)

I = 311 Uy + 91,05+ 513 Us
L=31 U0+ 320,+5,3U; . (2.6-4)
=33 U1+ 90+ 53303

Die Elemente j; kénnen auch unmittelbar mit dem Bildungsgesetz fiir ¥ bestimmt
werden, wobei jedoch Gl. (2.6-2) zu beachten ist. In diesem Zusammenhang wird noch
einmal explizit auf den Unterschied zwischen Yi (= Admittanzwert eines Elementes
des Ersatzschaltbildes) und 7 (= Element der Knotenadmittanzmatrix Yy) hingewie-
sen.

F11= Yo+ Yo+ Yi3

. 1
Y=Yyt YntYn =) X . (2.6-5)
P13 = Yao+ Yis+ Y3

Fiir die Elemente auB3erhalb der Diagonale giltl
Fru=9u=—Yn
_ - - 1
Ju=yu=-Yunr=—-——=. (2.6-6)
- - Zy
Yu=yn=—Yn

Zusammenfassend l:ABt sich also festhalten, daB nach dem Aufstellen des einphasigen
Ersatzschaltbildes die Knotenadmittanzmatrix Yy, d1e das Netz vollstandlg beschreibt,
unmittelbar angegeben werden kann.
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Fiir die weiteren Uberlegungen wird auf die bezogene Darstellung iibergegangen. Die
Bezugswer (e sind wie folgt gewéhlt

Bezupsleistung Sz = 100 MVA
Bezugsspannung Ug = 220kV .

Die Impcedanzen der drei Leitungen sind alle gleich groB, namlich Z; =j0,1. Die
Querkapazitédten sollen in diesem Beispiel vernachlissigt werden koénnen. Die Stor-,
Steuer- und ZustandsgrofBen sind als bezogene GroéBen in Tabelle 2-3 zusammenge-
stellt. .

Tabelle 2-3 Numerische Werte fiir die Beschreibung des dreiknotigen Testnetzes

Knoten- Knoten- Kraftwerkeinspeisung Last Spannung
nummer typ :

Pg; Qai Py Ovi Ui S
1 Ref ? ? 1,0 0,5 1,0 0,0
2 P-U 1,5 ? 0,0 0,0 1,0 ?
3 P-Q 0,0 0,0 1,0 ? ? ?

Mit den oben genannten Vereinfachungen 148t sich die Knotenadmittanzmatrix Y
numerisch sofort berechnen

~20 10 10
Yo=j| 10 -20 10
10 10 -20

Die komplexen Netzgleichungen (2.4-8) lauten somit unter Verwendung der in Tabel-
le 2-3 zusammengestellten Zahlenwerte

Si=861-Su=P1+jQ1=j20-j10 U5 -j10 U3
Sy=86-S12=P+j Q=15+ 0, = —-j10 U,+j20-j 10 U, U; (2.6-7)
§3 = '§G3—'§L3 = P3+j Q3 = —1,0'—j 1,0 = —j 10 (73—j 20 0; U3+j 20 U% .

Da der Spannungsbetrag U, = 1,0 bekannt ist, hat man somit sechs Gleichungen mit
sechs Unbekannten. Die LOsung eines derartigen, nichtlinearen Gleichungssystems
wird im néchsten Kapitel behandelt. Aus der Losung fiir S; errechnet man die unbe-
kannte Einspeisung Sg; im Referenzknoten. Ferner bestimmt man mit Q, die unbe-
kannte Blindeinspeisung Qg,, wobei Q;, = 0 zu beachten ist.

AbschlieBend sollen nun noch die drei komplexen Netzgleichungen (2.6-7) durch
sechs reelle Gleichungen entsprechend Abschnitt 2.4-4 in kartesischen Spannungskoor-
dinaten dargestellt werden. Unter Verwendung der bisher benutzten Zahlenwerte lau-
ten die Gln. (2.4-20) und (2.4-21) mit '

U1=1.0 U2=e2+jf2 U3=e3+jf3 (2.6-8)

und
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yi= —j20 sowie y;=j10 fiir {I.zll’i’s; und i #j (2.6-9)
J=1,4, )

fiir die Nettowirkleistungen
P1 - —'10f2— 10f3
1.5=-10e, f3+10f,+10e5 f; . (2.6-10)

—-1.0=-10e; /,+10f3+10 e, f3

Die Beziehungen fiir die Nettoblindleistungen lauten
01=20-10e,—10 ¢4
0,=-10e,+20-10eye3—10 1> f5 . (2.6-11)
—1,0=20e3—10 e,e;— 10 f, f3+20 f3—10 e,
SchlieBlich ist zur vollstandigen Netzberechnung auch noch die Beziehung
1,0 = e3+ f3 (2.6-12)

zu verwenden, um so aus sieben Gleichungen die sieben Unbekannten Py, Qy, Q,, e,
e3, /> und f3 bestimmen zu kdnnen.

2.7 Abschlieflende Bemerkungen

Fiir die Formulierung des stationdren, mathematischen Netzmodelles bietet sich fol-
gende Vorgehensweise an:

1. Alle Ubertragungselemente werden durch ihre einphasigen Ersatzschaltbilder darge-
stellt.

2. Fiir das aus Punkt 1 resultierende Ersatzschaltbild des gesamten Netzes wird die
Knotenadmittanzmatrix ¥, aufgestellt.

3. Die Netzgleichungen sind entweder durch die Wahl von Polar- oder kartesischen
Koordinaten anzugeben.

4. Die Leistungsfliisse durch die Netzelemente lassen sich nach der Bestimmung der
Lo6sung mit GI. (2.4-9) und (2.4-10) berechnen. -

In den folgenden beiden Kapiteln werden die Methoden behandelt, wie die nicht-
linearen Netzgleichungen geldst werden konnen.

Die L6sung des nichtlinearen Gleichungssystems (2.6-10) bis (2.6-12) wird an dieser
Stelle noch nicht hergeleitet, da zunichst die entsprechenden, numerischen Verfahren
vorgestellt werden. Es ist jedoch darauf hinzuweisen, dafl die Annahme eines verlustlo-
sen Ubertragungssystems dazu fiihrt, daB die unbekannte Wirkleistung P; in Knoten 1
sofort bestimmt werden kann. Da die Summe aller Wirkleistungen P; iiber alle drei
Knoten gleich Null sein muf}, erhdlt man mit den vorgegebenen Werten Py = —0,5.
Deshalb muB von den drei Gleichungen in (2.6-10) eine fiir die numerische Losung weg-
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gelassen werden. Man kann sich leicht iiberzeugen, daf3 die drei Gleichungen in (2.6-10)
voneinander linear abhédngig sind.

Aufgaben
Aufgabe 2.1 : ,

In einer Drehstromschaltanlage sind an einer 110 kV Sammelschiene zwei Verbrau-
cher mit den Leistungsaufnahmen

Sa1 =300/36,9° kVA und S, =240/-53,1°kVA

angeschlossen.

a) Gesucht ist die einphasige Ersatzschaltung dieser Lastanordnung

b) Das vollstindige Zeigerdiagramm der drei Leiterstréme des gesamten Laststromes
ist zu zeichnen.

c) Die einphasige Ersatzschaltung sowie die Leiterstrome der beiden Verbraucher sind
in bezogenen Groflen anzugeben, wenn die Basisleistung Sz = 300 kVA und die
Basisspannung Ug = 110KV ist.

Aufgabe 2.2

Es ist zu zeigen, daB bei einem 21/380 kV Maschinentransformator mit einer Nenn-
leistung von Sy = 1000 MVA das Nenniibersetzungsverhéltnis in der bezogenen Dar-
stellung # =1 ist und somit das Ersatzschaltbild nur aus der KurzschluBimpedanz Zy
besteht.

Aufgabe 2.3

Fiir einen 380/220 kV Liangsregel-Transformator mit Sy = 1000 MVA sind die Netz-
gleichungen sowie die Be21ehungen fir die Berechnung der Wirk- und Blindleistungs-
fliisse bei Verdnderung des Ubersetzungsverhiltnisses i anzugeben. Dabei ist
Z, = j 0,05 und fiir i ein Stellbereich von 0,8 bis 1,2 (in bezogener Darstellung) zu be-
nutzen. Fiir die numerischen Berechnungen soll angenommen werden, daB die Primar-
seite als Referenzknoten behandelt werden kann; auf der Sekundirseite wird eine Wirk-
leistung von P, = —1.0 sowie eine Blindleistung von Q, = 0,5 angenommen (d. h. das
220 kV Netz speist Blindleistung in das 380 kV Netz ein, wihrend es Wirkleistung auf-
nimmt.
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3.1 Einleitung

Die Bestimmung des Betriebszustandes eines elektrischen Energieiibertragungs-
systems im symmetrischen, ungestorten Fall ist eine ganz zentrale Aufgabe, die sowohl
fiir den Betrieb wie auch die Planung eine wichtige Rolle spielt. Ausgehend von dem in
Kapitel 2 behandelten stationdren Netzmodell geht es dabei um die Fragen:

— welches Spannungsprofil stellt sich in den Netzknoten bei einer bestimmten Bela-
stung ein
— welche Leistungen flieen iiber die Netzelemente bei diesem Spannungsprofil.

Die Losung dieser Aufgaben ist auch im Hinblick auf Erweiterungen durch neue
Kraftwerkeinspeisungen und Ubertragungsleitungen bei sich verindernder Netzlast von
groflem Interesse.

Die Ausfithrungen in Kapitel 2 haben gezeigt, da3 in jedem Knoten eine nichtlineare
Beziehung gemiB GI. (2.4-8) zwischen der Knotenleistung S; einerseits und den Knoten-
spannungen U; andererseits besteht. Von den insgesamt sechs Variablen pro Knoten
miissen vier vor der Durchfiihrung der Rechnung spezifiziert werden, um dann aus je-
weils einer komplexen Beziehung pro Knoten zwei reelle Grof3en bestimmen zu kénnen.

Das Ziel dieses Kapitels besteht darin, zu zeigen, wie die nichtlinearen Netzgleichun-
gen auf iterative Art mit dem NEWTON-RAPHSON-Verfahren gel6st werden kdnnen.
Das stationdre Netzmodell besteht aus einem System von 2 »n nichtlinearen Gleichun-
gen, die in Kapitel 2 sowohl in kartesischen als auch in Polarkoordinaten angegeben
worden sind.

Nach der numerischen Losung des nichtlinearen Gleichungssystems stehen folgende
Informationen zur Verfiigung:

Referenzknoten: Wirk- und Blindleistungseinspeisungen unter Beriicksichtigung der
von den Spannungswerten abhidngigen Netzverluste

Lastknoten: Komplexe Knotenspannung nach Betrag und Phase resp. Real- und
Imaginarteil
Einspeisung: Winkel der komplexen Knotenspannung und Blindleistungseinspei-

sung, um den vorgegebenen Spannungsbetrag einhalten zu kénnen.

Insgesamt ist dadurch der momentane Betriebszustand des Netzes vollstindig be-
schrieben. Von grofler Wichtigkeit ist auch die Berechnung der einzelnen Leistungs-
fliisse §ij = Pjj+]j Qjj, die von Knoten i nach j flieen. Gl. (2.4-9) zeigt, daf die Kennt-
nis der komplexen Knotenspannungen die Voraussetzung fiir die Berechnung der Lei-
stungsfliisse darstellt. Der Vollstdndigkeit halber werden diese Beziehungen hier noch
einmal wiederholt

Si=P;—iQy=Uf (U,-0) Y+ UtYy . (3.1-1)
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In umgekehrter Richtung gilt fiir den Leistungsflufl von j nach i
Sn - _11 ] Q_u U (U Ul) YJ1+ U2 YJO . (3.1-2)

Da man die L6sung der Lastflugleichungen mit Vorteil in der bezogenen Darstel-
lung bestimmt, miissen abschlieBend die Ergebnisse auf physikalische Gréflen umge-
rechnet werden.

3.2 Das NEWTON-RAPHSON- Verfahren

3.2.1 Losung einer nichtlinearen Gleichung mit einer Unbekannten

Um dieses wichtige, numerische Lésungsverfahren auf die stationdren Netzgleichun-
gen anwenden zu koénnen, ist es zweckmiBig, zundchst das NEWTON-RAPHSON-
Verfahren fiir die L6sung einer nichtlinearen Gleichung mit einer Unbekannten vorzu-
stellen. Gesucht ist die Lésung x der nichtlinearen Gleichung

S(x)=0. 3.2-1)

Entwickelt man die nichtlineare Funktion f (x) in eine TAYLOR-Reihe um den Punkt
0 .
X", so gilt

) 1 e, 1 d(x9) S
f(x)—f(x")+—1T = X0t = - x%2+ - =0, (3.2-2)

Bricht man die Reihe nach dem Term 1. Ordnung ab, so hat man ein lineares Glei-
chungssystem der Form

df (x%
dx

f (x°)+ x-x%=0, (3.2-3)

das nach x aufgelost werden kann. Bezeichnet man die Lésung mit x!, so gilt

1_ ,0_ f(xo) -
X =X __df(xo)/dx' (3.2-9)

Da man Terme héherer Ordnung vernachlissigt hat, wird x! noch nicht mit der ge-
suchten Losung x iibereinstimmen (Bild 3.2-1). Die rekursive Wiederholung von
Gl. (3.2-4) lautet

k
xk+1=xk————f();) . (3.2-5)
df (x*)/dx
Dabei bezeichnet der hochgestellte Index ,,k “ resp. ,,k+1“ den Iterationsschritt. Er
ist nicht als Exponent zu interpretieren. Die allgemeine Rekursion (3.2-5) ist so lange zu
wiederholen, bis der Konvergenztest
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f(x)h

fx)4———————— =

f(x!) 4

Bild 3.2-1 Graphische Darstellung des NEWTON-RAPHSON-Losungsalgorithmus nach Gl. (3.2-5)

K+1_

| x x| <e : (3.2-6)

mit vorgegebener Genauigkeitsschranke ¢ erfiillt ist.

Beispiel: Das NEWTON-RAPHSON- Verfahren ist fiir die Bestimmung der Losung der
folgenden Gleichung einzusetzen

f(xX)=x+sinx—2=0 . ' 3.2-7)

Die in der Rekursion (3.2-5) erforderliche Ableitung ist durch df/dx = 1 + cosx gege-
ben. Damit lautet der Rekursions-Algorithmus zur Bestimmung der Losung der
Gl. (3.2-7)

K, cinok
XKtz kX 1+:‘nx =2 (3.2-8)
COSXx

Die folgende Tabelle zeigt die iterative Losungsberechnung, wenn der Startwert
x%= 0 gewshlt wird.

Iteration x¥ Vit df (x*)/dx
0 0 -2,0 2,0

1 1 -0,16 1,54

2 1,103 —0,0046 1,451

3 1,10606 —0,00000023 1,448

Wihlt man die Konvergenzschranke zu ¢ = 105, so lautet die Losung x = 1,10606.

3.2.2 Anwendung auf Gleichungssysteme mit mehreren Unbekannten

Zunichst sind die Losungen (x, y) der beiden Gleichungen
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S, y)=0
g(x, y)=0

(3.2-9)

zu bestimmen. Beide Funktionen werden wiederum in eine TAYLOR-Reihe um einen
fest gew#hlten Punkt (xk, yk) entwickelt

Of Ny r, BN YY)
ox oy
k Lk k _k
6g(xx,y ) Ce—x)+ g (x", y") (y—

fo, ) =5 yH+ (y=»%

(3.2-10)

gx y) =g yH+ »9 .

Durch folgende Notation kann eine iibersichtliche Schreibweise erzielt werden

FxX y5 = sk g(x*, y*) = g*
9 xk, k a xk, k
f (x5 %) = £k gx’, y") =gk . (3.2-11)
Ox Ox
af (xX, y% _ 7 dglx*, ¥
———=/y e Oy
dy oy

Ax=x-x* Ay=y-y* Af=f—f% Ag=g—g*.
Somit lautet die GI. (3.2-10) -

Af = fxAx+fXAy

(3.2-12)
Ag=gxAx+gXAy

Es ist zweckméBig, an dieser Stelle auf die Matrizenschreibweise iiberzugehen

k k
[Af} - [fx f}{} [A"] . (3.2-13)
Ag x gy| [AY

Die Koeffizientenmatrix der ersten Ableitungen in Gl. (3.2-13) nennt man die JACO-
BIsche Matrix

k k
J*= [f’]‘( f,{] : (3.2-14)
g9x Gy )

=~

Der Losungsalgorithmus fiir das Gleichungssystem (3.2-9) lautet fiir das Wertepaar
(x¥, y¥) wie folgt. Beachtet man, daB die Losungen fiir

=0 und g=0 (3.2-15)
gesucht sind, kann man in GI. (3.2-13)

Af*=0-f% und Ag*¥=0-gk (3.2-16)
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sofort berechnen und durch Inversion der JACOBIschen Matrix J fiir die k-te Iteration
die GréBen Ax* und Ay* gemaf

[i;k]_[ TN 1[§f i] (3.2-17)
g

berechnen. Daraus lassen sich die beiden verbesserten Losungswerte x*+*1und yk+1

mal der Korrekturformel

k+1 _ _k k
X =X+ Ax (3.2-18)

ykH = kg Apk

berechnen. Von diesen Werten ausgehend wird die néchste, die K+ 1 Iteration durchge-
fiihrt. Das Verfahren wird so lange fortgesetzt, bis die Konvergenzgrenze (3.2-6) fiir
beide Werte erfiillt ist.

Die Erweiterung auf 2n Unbekannte, die aus 2 nichtlinearen Gleichungen zu be-
stimmen sind, 148t sich wie folgt durchfiihren. Gegeben sind die 2n Gleichungen

fix,¥)=0

. ) 0} fuir i=1,2,3,...,n (3.2-19)
gi\Xx,)y)=

mit den beiden Vektoren

T
X = [X1,XZ,X3,. . ,xn]

(3.2-20)
y=[)’1,y2,y3,---,yn]T-
Die Verallgemeinerung von Gl. (3.2-13) lautet nun
[ AfY 'af‘f/ax1 af‘f/axn afi/ayi - 8f /0y, | [ AxY]
AfE afk/ax1 afk/ax,, afn/ayl-f‘-'af‘;/ay,, Axk
= . (3.2-21)
Agi| ag‘f/axl---ag}‘/axn 8gf/0y; -+ 8gi/0ya| | AV
| Agk| | 8g%/0x; T 0gk/Bx, B8g%/0y; - 0g%/0ya] | AVE]

Die entsprechende Matrizenschreibweise lautet

k k k k
[Af k] _ [J 6 J ]iy] [A" k] . (3.2-22)
Ag Joo Jg, | AY

Aus dem Vergleich zwischen Gl. (3.2-21) und (3.2-22) wird die Definition der Unter-
matrizen der JACOBIschen Matrix J in Gl. (3.2-22) deutlich. Die Auflésung nach den
Korrekturwerten Ax* und Ay* lautet

Ax* k1| AF
=[J . 3.2-23
[Ayk] e [Agk} 6229
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Damit werden die neuen, verbesserten Losungswerte wie folgt bestimmt

k+1 _ _k k
X=Xt A (3.2-24)

ykHt o kg Apk

Das Verfahren ist auch hier so lange iterativ zu wiederholen, bis der verallgemeinerte
Konvergenztest (3.2-6) erfiillt ist.

3.3 Losung der nichtlinearen Netzgleichungen

3.3.1 Grundsitzliche Vorgehensweise

Die bisherigen Ausfiihrungen haben gezeigt, da das NEWTON-R APHSON-Verfahren
sehr rasch zu einer Losung des nichtlinearen Gleichungssystems konvergiert. In diesem
Abschnitt wird nun die Anwendung dieses numerischen Lésungsverfahrens auf die
nichtlinearen Netzgleichungen behandelt. Als Ausgangspunkt w#hlt man die Darstel-
lung in kartesischen Koordinaten, entsprechend Abschnitt 2.4.4. Nach Wirk- und
Blindleistung getrennt gelten in jedem der n Netzknoten folgende zwei Beziehungen,
die in Kapitel 2 als Gl. (2.4-20) und GI. (2.4-21) hergeleitet worden sind. Entsprechend
den dort getroffenen Konventionen wird das komplexe Element y;; der Knotenadmit-
tanzmatrix Yy als y;; = g;;+j b;; dargestellt (siehe dazu Gl. (2.4-18)).

Wirkleistung

- {el (e_] 9ij f:l 1]) +f1 (f:l gu+e_1 13)}

J

Blindleistung (3.3-1)

0= ¥ {i(esa5—fiby) - ei(figi+eiby)
P

Dabei geht der Index ,,i“ von 1,2,3,...,n; d.h. das nichtlineare Gleichungssystem
(3.3-1) besteht somit aus 2 n Gleichungen.

Im einfachsten Fall wird zunéchst angenommen, dafl mit Ausnahme des Referenz-
knotens in jedem Knoten die Nettoscheinleistung S;= P;+jQ; vorgegeben ist und die
komplexen Knotenspannungen U; gesucht werden. Damit sind 2(n—1) nichtlineare
Gleichungen zu l6sen.

Die NEWTON-RAPHSON-Methode erfordert die Aufstellung eines linearisierten Glei-
chungssystems, das den Zusammenhang zwischen Leistungs- und Spannungsinderun-
gen beschreibt. Von Gl. (3.3-1) ausgehend erhdlt man in Analogie zu Gl. (3.2-22) fol—
gendes linearisiertes Gleichungssystem
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E Afy | AP,
J1=09P;/9f; E J, = 0P;/0¢; :
5 A| | AP,
--------------- SR N S — (3.3-2)
i Aey AQ,
J;=0Q,/8f; | J,=00Qi/0e, 5
i ! 1 LAe, | AQ,

Die Berechnung der JAcoBIschen Matrix J bestehend aus vier Teilmatrizen

g= |91 2 (3.3-3)
Iy Jg /

148t sich mit Gl. (3.3-1) unmittelbar ausfiithren. Fiir die Teilmatrix J, gilt

a) fiir Elemente auflerhalb der Diagonale
OP;/dfj= —eby+figy fur i, j=1,2,...,n aber i#j (3.3-9)
b) fiir die Diagonalelemente
OP/8fi=2figi+ ¥ (figi+eby) fiar i=1,2,...,n. (3.3-5)
Tei
Fiir die Teilmatrix J, gilt

a) fiir Elemente auferhalb der Diagonale
8Pi/6ej = eigij+fibij fir i, j=1,2,...,n aber i+j (3.3-6)
b) fiir die Diagonalelemente
OP/dei=2eigit+ ¥ (egy—fiby) fir i=1,2,...,n. (3.3-7)
i=1
Je1
Fiir die Teilmatrix J; gilt

a) fiir Elemente auflerhalb der Diagonale
00i/df;j= —eigy—fiby fur i, j=1,2,...,n aber i#j (3.3-8)
b) fiir die Diagonalelemente
80,/0fi= —2fibi+ ¥ (ejg5—fiby) fir i=1,2,...,n . (3.3-9)
Tei
Fiir die Teilmatrix J, gilt

a) fiir Elemente auflerhalb der Diagonale
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aQi/Bej = —eibij+figij fiir i, j =1,2,... ,n aber oy (33_10)

b) fiir die Diagonalelemente

n .
0Qi/0e;= —2eby— ¥ (figy+eby) fir i=1,2,. . ..n. (3.3-11)
i=1

J#i

Bei der Anwendung des NEWTON-RAPHSON-Verfahrens auf die Losung der nicht-
linearen Netzgleichungen (3.3-1) ist zu beachten, daB im Referenzknoten mit i = 1 die
Spannung U; nach Betrag und Phase vorgegeben ist. In der nach Gl. (3.3-3) definierten
JACOBIschen Matrix J muf3 die erste Zeile und Spalte fiir die weitere Rechnung wegge-
lassen werden, da wegen des Energieerhaltungssatzes J lineare Abhingigkeiten enthélt.
Die reduzierte Matrix wird mit J* bezeichnet, wobei k der Iterationsschritt ist.

Das NEWTON-RAPHSON-Verfahren besteht nun aus folgenden Iterationsschritten.
Fiir einen festen Startwert der Spannungen z. B.

Uf=ef+jf¥=1,0+j0,0 fiir i=2,3,...,n (3.3-12)

berechnet man die Leistungen PX und Q¥ mit GI. (3.3-1). Die Anderungen der Leistun-
gen AP und AQ¥ ergeben sich als Differenz zwischen den vorgegebenen (P; und Q)
und gerechneten Werten P¥ und Q¥

AP¥=P,—P¥ und AQF=0Q,—0QF. (3.3-13)

Da man die Elemente der JACOBIschen Matrix J* mit den Spannungswerten U {‘ =
e}‘+j f }‘ entsprechend Gl. (3.3-4) bis (3.3-11) berechnen kann, kann das reduzierte
Gleichungssystem (3.3-2) fiir gegebene Leistungsdnderungen nach den Spannungsidnde-
rungen aufgelést werden. Es gilt

[ Aej | —Al."z—
AeX AP}
=JH! : (3.3-14)
AfS AQ}
| Afy | AQ:]

Die neuen Spannungswerte ergeben sich nun zy
1 k k
ef*1= ek Aek und fiT =ST+AST. (3.3-15)

Mit diesen verbesserten Werten ist dai NEWTON-R APHSON-Verfahren iterativ zu wie-
derholen, indem neue Leistungswerte Pi ™ und QK *1 3¢ 1. (3.3-1) berechnet werden.
Eingesetzt in Gl. (3.3-13) ergeben sich dadurch neye Leistungskorrekturen, aus denen
mit Gl. (3.3-14) die verbesserten SpamungSerrekllnren berechnet werden kénnen. Das
Verfahren ist so lange zu Wiederholen, bis die Lt‘islungsimderungen AP¥und AQKin
Gl. (3.3-13) kleiner als eine fest vorgewdhlte Konvergen, oo ranke werden.

Der entscheidende Schritt des NEWN‘RAP.HSON-VNl‘ahrens ist die Lésung des li-
nearen Gleichungssystems (3.3-2). Anstelle der in i), (3.3-14) gezeigten direkten Matri-
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zeninversion sind die im ersten Kapitel behandelten numerisch effizienten Verfahren
der Faktorisierung und optimalen Knotenordnung zu benutzen.

3.3.2 Spannungs_geregelte Knoten

Die bisherigen Ausfithrungen standen unter der Annahme, daB aufler dem Refe-
renzknoten nur Lastknoten (P — Q Knoten) vorhanden sind. Um nun auch die span-
nungsgeregelten Knoten, die Kraftwerk- oder Netzeinspeisungen entsprechen, beriick-
sichtigen zu konnen, ist daran zu erinnern, dafl die Gl. (3.3-1) nur in den Lastknoten
benutzt werden konnen. In den spannungsgeregelten Knoten gilt anstelle der Gl. (3.3-1)

P;= _f:l {ei(e; gi— fib3) + /i (f; gis + €;by)}
J =

(3.3-16)
U?=el+f7.
Die Erweiterung des linearisierten Gleichungssystems (3.3-2) lautet nun
7 L [ ] [ AP
Af |
J3 J4 = | AQ | . (3.3-17)
Ae
55 J) | 1 Laun
Fiir die Teilmatrix J5 gilt fiir i #j
aUI/df;=0 (3.3-18)
und fiiri=j
dU2/8fi=2f; . (3.3-19)
Fiir die Teilmatrix Jg gilt fiir i #
dU2/de;=0 (3.3-20)
und fiir i =
dU?/de;=2¢; . (3.3-21)

Sind in einem Netz mit n Kgoten ng Einspeisungen (ohne den Referenzknoten zu
zihlen) vorhanden, so haben die Teilmatrizen J; bis J¢ folgende Dimensionen

dimJ, = dimJ, = (n—1), (n—1)
dlmJ3 = dlmJ4 = (n—nG— 1), (n— 1)
dimJs = dimJg = (ng), (n—1) .

Fiir die Losung des linearen Gleichungssystems (3.3-17) ist die rechte Seite durch die
Leistungsdifferenzen (3.3-13) sowie die Spannungsdifferenzen
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(AUN? = U2—(UD? (3.3-22)

gegeben. Dabei ist U7 in den spannungsgeregelten Knoten fest vorgegeben. Die Lésung
von Gl. (3.3-17) bestimmt die Korrekturen Ae* und A k die fiir die Berechnung der
verbesserten Spannungswerte benttigt werden.

Es ist zu beachten, daB nach jeder Iteration die Blindleistungen Q; in den spannungs-
geregelten Knoten berechnet werden miissen, wobei Gl. (3.3-1) zu benutzen ist. Falls
die dabei erhaltenen Werte die Ungleichung

Qi,min < Qi < Qi,max . | ’ (3.3-23)

nicht erfiillen, muf der bisher als spannungsgeregelte Knoten in einen Lastknoten um-
gewandelt werden, wobei fiir Q; die untere oder die obere Grenze eingesetzt werden
muf. Technisch beschreibt diese Ungleichung die Tatsache, daB die fiir die Spannungs-
haltung erforderliche Blindleistung nur innerhalb fester Grenzen zur Verfiigung steht.
Sobald der Wechsel vom spannungsgeregelten zum Lastknoten erforderlich wird, muf}
die entsprechende Zeile der JACOBIschen Matrix neu aufgestellt werden und die fiir die
Matrizeninversion erforderliche Faktorisierung wiederholt werden.

Sobald man die komplexen Knotenspannungen U; in den Lastknoten sowie den
Spannungswinkel §; und die Blindleistung Q; in den spannungsgeregelten Knoten
kennt, lassen sich alle Leistungsfliisse im Netz mit Hilfe der Gl. (3.1-1) und (3.1-2) be-
rechnen.

AbschlieBend ist noch darauf hinzuweisen, daf} die Beschreibung des NEWTON-
RAPHSON-Verfahrens hier mit Hilfe der kartesischen Koordinaten durchgefiihrt wor-
den ist. In dieser Darstellung treten im Gegensatz zur Polarkoordinaten-Formulierung
keine trigonometrischen Ausdriicke im linearisierten Gleichungssystem auf.

3.4 Beispiel

In Kapitel 2 ist das in Bild 3.4-1 gezeigte, dreiknotige Netz benutzt worden, um die
stationdren Netzgleichungen in kartesischen Koordinaten aufzustellen. Auf diese Glei-

Bild 3.4-1 Dreiknotiges Testnetz zur Illustration des NEWTON-RAPHSON-Verfahrens zur Lé6sung der Netz-
gleichungen
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chungen (2.6-10) fiir die Wirkleistung und (2.6-11) fiir die Blindleistung wird nun
zuriickgegriffen, um mit deren Hilfe hier die Anwendung des NEWTON-R APHSON-

Verfahrens zu zeigen. Mit den in Bild 3.4-1 vorgegebenen Zahlenwerien lauten die
Netzgleichungen

Pi=—0,5=—10£,—10f;

P,= 1,5=—10e,f3+10f,+10 e 1,

Pi=—-1,0= —10e;f,+10f;+10 e, f;

0= ? = 20-10e,—10e; . (3.4-1)
Or= ? =-10e,+20-10e,e5—1015 13
O3;=-1,0=20e2-10e,e;—10 15 f3+20 f3—10 e,

Us= 1,0=e3+f3

Zahlenwerte
U,=1,0/0° U,=1,0/?7 U;=12/?
Se1=? 811=1,0+j0,5
Scx=1,5+j? S2=0+j0
Se3=0+j0 Si3+jQ0c3=1,0+j1,0
Die Impedanzen der Leitungen sind alle gleich grof3 und betragen

Z;=0,0+j0,1 .

Alle Grofen sind in bezogener Darstellung: Ug = 220 kV, Sg = 100 MVA.
Da keine ohmschen Netzverluste beriicksichtigt werden, konnte in der Netzgleichung
(3.4-1) fiir die Wirkleistung in Knoten 1 von der Bilanz iiber das ganze Netz Gebrauch

gemacht werden

Pi+ P,+ P3;=0; d.h.P1= -0,5 .

Zur Vorbereitung des NEWTON-RAPHSON-Verfahrens ist zunédchst die JACOBIsche
Matrix mit Gl. (3.3-3) aufzustellen. Fiir die Teilmatrix J, gilt mit Gl. (3.3-4) und (3.3-5)

Ji= 10+10 ¢4 —10e2’ . : (3.4-2)
—1063 10+10€2

Fiir die Teilmatrix J, gilt mit Gl. (3.3-6) und (3.3-7)

J2=[—10f3 lon]. (3.4-3)
103 -101,

Die Teilmatrix J; besteht nur aus einer Zeile geméf Gl. (3.3-8) und (3.3-9), da der
Knoten 2 ein spannungsgeregelter Knoten einer Kraftwerkseinspeisung ist.



56 3 Lastflufiberechnung

Jy=[-10f; —10/,+40f] . (3.4-4)

Ebenso ist die Teilmatrix J, auch nur ein Zeilenvektor gemiB Gl. (3.3-10) und
(3.3-11)

Jy=[—10e; 40e3—10e,—10] . (3.4-5)
Die Teilmatrix Js lautet wegen Gl. (3.3-18) und (3.3-19)

Js=1[2/, 0]. ' (3.4-6)
Die Teilmatrix Jg lautet wegen Gl. (3.3-20) und (3.3-21)

Js=1[2e, 0] . (3.4-7)

Insgesamt lautet somit das lineare Gleichungssystem (3.3-17) fiir das dreiknotige
Testnetz

(10+10e; —10e;  —10f; 10 £, Af> AP,
—1063 1062+10 10f3 —10f2 Af3 _ AP3
10/ 40£,-10f, —10e; 40e;—10e,~10| | Aes AQs
2/ 0 2e, 0 | [Ae,| | AU3]
(3.4-8)

Es ist zu beachten, daf} hier im Gegensatz zum allgemeinen Ausdruck (3.3-17) die
Zeile der Spannungskorrektur an die Stelle der fiktiven Blindleistungsédnderung AQ,
geschrieben wird.

Mit den Startwerten e; = 1,0 und f; = 0,0 erhélt man fiir die erste Iteration

— —

-1

Af3] AP} 20 —10 0 O] 1,5
Af3 - AP} -10 20 0 0 -1,0
Aed| (AUY?| 0 0 2 0 0,0
| Aej AQj 0 0 —10 20| | -1,0]
0,06 0,03 0 0 ] 1,5] 0,066 |
10,03 0,06 0 0 -1,0( | 0,016 (.49
"o o0 05 o0 00l | o0 o
0 0 025 005] [-1,0] [-0,05
Daraus ergeben sich fiir die verbesserten Spannungswerte
f3=fi+Afy=0+0,066= 0,066
2 _ o1 1_0o_ =
fi=f3+Af1=0-0,016= —0,016 . (3.4-10)

e§=e%+Ae%=1+0

e§= e+ Ae}=1-0,05

1,0
0,95
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Damit lassen sich die Knotenleistungen sowie die Spannungen in Knoten 2 mit
Gl. (3.4-1) erneut fiir die zweite Iteration berechnen. (Der hochgestellte Index ,,2% gibt
an, daB es sich nun um die zweite Iteration handelt.)

Pi=146 P%3=-0966 Q3= —-0,933 . (3.4-11)
Der verbesserte Spannungswert lautet nun fiir Knoten 2
(U%?=1,0044 . | (3.4-12)

Die Korrekturterme ergeben sich bei vorgegebenen Sollwerten entsprechend
AP(=P,—P3= 1,5-1,466= 0,033
AP%=P,— P%= —1,0+0,966 = —0.033
AQ3=0;—03%= —1,0+0,933 = 0,066 '
(AU?? = {(Ux)*- (U%*} = 1,0—1,0044 = —0,0044

(3.4-13)

Berechnet man die JAcCOBIsche Matrix J mit den aus der ersten Iteration resultieren-
den Spannungswerten, erhilt man fiir die zweite Iteration

‘AfF] 195 -95 0,666 0,66 ' [ 0,033 ]
Af} -9,5 20 -0,166 —0,66 —0,033
Ae2| T | 0133 0 2 0 . —0,0044
| Ae3| | 0,166 -1,3 -9,5 18 | [ -0,066 |
[ 0,068 0,034 —0,0088 —0,0126 | [ 0,033 ]
0,032 0,066 0,0088  0,0126 -0,033
~ | —0,0045 -0,0023 0,501 0,00008 | | —0,0044 | (3.4-14)
| —0,0006  0,0034 0,265 0,0557 | | —0,066 |
0,0014 |
—0,0014
~ | —0,0112
| —0,0097 |

Damit erhidlt man nach der zweiten Iteration folgende Spannungswerte

f3=F2+Af3= 0,066+0,0014= 0,0681
fi=r 2+ Af3= -0,016—0,0014 = —0,0181
e3=ei+Aez= 1,0 -—0,0112= 0,9889
es=el+Aei= 0,95-0,0097 = 0,9403

(3.4-15)

Damit lassen sich die Knotenleistungen erneut berechnen

P3=1,49957 P3= —0,99959 Q3= —0,99211 . . (3.4-16)
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Der verbesserte Spannungswert in Knoten 2 lautet
(U3)*=0,9809 .

Vergleicht man diese Werte mit den vorgegebenen Leistungs- und Spannungswerten,
so stellt man fest, da3 nach zwei NEWTON-R APHSON-Iterationen das Ergebnis mit einer
Genauigkeit von etwa 2% erhalten wird.

Zusammenfassend lautet nun das Ergebnis der Netzberechnung (siehe auch Tabelle
2+3)

Knoten Einspeisung Last Spannung
Nr.

Pg Qc Py OL U )
1 0,50 1,07 1,0 0,5 1,0 0,0
2 1,50 0,61 0,0 0,0 1,0 3,9°
3 0,0 0,0 1,0 1,0 0,945 -—-1,1°
Aufgaben
Aufgabe 3.1

Fiir das nichtlineare Gleichungssystem

f,y)=x*+2y-3=0.
g(x, y)=xy-3y*+2=0

ist die Losung (x, y) mit Hilfe des NEWTON-RAPHSON-Verfahrens zu bestimmen. Als
Startwerte verwende man x° = 3 und y°=2.

_Aufgabe 3.2

Wie lautet die Berechnung der JACOBIschen Matrix J, wenn die Netzgleichungen in
der Polarkoordinatendarstellung benutzt werden?

Aufgabe 3.3

Der Wirk- und Blindleistungsflu Pj;+j Qj; ist mit Hilfe der Polarkoordinaten-
Darstellung und anschlieend mit Hilfe der kartesischen Koordinaten-Darstellung zu
bestimmen.

Aufgabe 3.4

Fiir eine Leitung mit der Lingsadmittanz Y = —j10 wird die Spannung am Lei-
tungsanfang als Referenzspannung U; = 1,0/0° gesetzt. Gesucht ist der Spannungswin-
kel 6, der komplexen Knotenspannung U, am Leitungsende sowie der Blindleistungs-
bedarf Q,, um bei variabler Wirklast Py, im Bereich von 0 < Py, < 2,0 den Spannungs-
betrag U, auf den Werten 0,9, 1,0 und 1,1 halten zu kénnen.
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4.1 Einleitung

In den bisherigen Uberlegungen zur Losung der nichtlinearen Lastflulgleichungen
sind zwei Eigenschaften der Netzgleichungen ausgenutzt worden:

a) Schwachbesetztheit der JACOBIschen Matrix J
b) Optimale Ordnung der Knoten fiir den Aufbau der JAcOBIschen Matrix J.

Die Beriicksichtigung dieser beiden Eigenschaften fithrt zu einem numerisch bereits
recht effizienten Matrizeninversionsverfahren. In diesem Kapitel wird gezeigt, daf3 die
Ausnutzung der stationir nur schwach gekoppelten Wirk- und Blindleistungsbeziehun-
gen zu einer weiteren Steigerung der numerischen Effizienz des NEWTON-RAPHSON-
Verfahrens fiihren. Inhaltlich wird im folgenden auf die in Kapitel 2 behandelten Netz-
gleichungen eingegangen. Es soll hier gezeigt werden, wie die durch physikalische Ei-
genschaften bedingte relative Unabhéngigkeit zwischen den Wirk- und Blindleistungs-
beziehungen ausgenutzt werden kann, um das NEWTON-RAPHSON-Verfahren nume-
risch in kiirzester Rechenzeit durchfithren zu kénnen.’

Die Thematik der schnellen, entkoppelten Lastfluberechnung hat im Hinblick auf
den praktischen Einsatz eine grofle Bedeutung, so daf ein grundsétzliches Verstdndnis
des Verfahrens als sehr wichtig angesehen wird.

4.2 Kopplung zwischen den Wirk- und Blindleistungsbeziehungen

In diesem Abschnitt wird gezeigt, dal die Wirkleistungen und die Spannungswinkel
einerseits sowie die Blindleistungen und Spannungsbetrdge andererseits untereinander
relativ schwach gekoppelt sind. Dazu wird von dem in Bild 4.2-1 gezeigten zweiknoti-
gen Netz ausgegangen, das unter folgenden Annahmen fiir eine Netzberechnung be-
nutzt wird:

— Der Spannungsbetrag U; im Referenzknoten 1 ist konstant.

— Die Leitungsimpedanz ist rein induktiv, d.h. Z=jX.

— Der Leistungsflul P+ j Q sei am Leitungsanfang und -ende gleich grof. Dies gilt fiir
die Wirkleistung exakt, da die ohmschen Leitungsverluste nicht beriicksichtigt wer-

den. Fiir die Blindleistung ist die Annahme ndherungsweise richtig. Diese Annahme
gilt nur in diesem Abschnitt 4.2.

Gesucht ist der Verlauf der komplexen Spannung U, in Abhingigkeit der in Knoten 2
sich andernden Wirk- und Blindleistung P+j Q.

Allgemein gilt fiir die Spannung in Knoten 2

U,=U0,-12Z , (4.2-1)
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Einspeisung Last
@ bP+jQ
P+jQ '
®+ U1LO° @T U2L52
Leitung 1-2
-
P+jQ
U,
—o
= X
U, 1
Q variabel P variabel
Ortskurve B /Ortskurve A
P fest Q fest

Bild 4.2-1 Zweiknotiges Testnetz mit Zeigerdiagramm und Ortskurven fiir P = konst resp. Q = konst

wobei die Leistung P+ j Q ndherungsweise durch
S*=P-jQ=UT 4.2-2)

gegeben ist. Setzt man den Leitungsstrom 7 in GI. (4.2-1) ein, so gilt

Uy,=U,—(P- jQ)_i* . (4.2-3)
Ui

Aufgeteilt nach Real- und Imaginérteil der Spannung U, = e,+]j f, erhilt man aus
Gl. (4.2-3) unter Beriicksichtigung, da8 U; = U, die Referenzspannung ist,

Uy=e,+jfo=U—(P-jQ) —JU (4.2-4)
1
X
=U, -0 4.2-5
e 1—Q Ul ( )
X
= — _— 4.2'6
bp) Ul ( )

In Bild 4.2-1 ist das Zeigerdiagramm der beiden Knotenspannungen U, und U, dar-
gestellt. Solange die Wirkleistung P bei konstanter Blindleistung Q variiert wird, be-
wegt sich die Zeigerspitze von U, auf der Ortskurve A. Der Verlauf von A zeigt deut-
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lich, daB3 die Wirkleistungsianderungen zu einer wesentlichen Verdnderung des Span-
nungswinkels J,, nicht jedoch des Spannungsbetrages U, fiihrt.

Wenn man nun die Blindleistung Q bei konstanter Wirkleistung P verédndert, so er-
hilt man die Ortskurve B fiir die komplexe Spannung U,. Es wird deutlich, daB die
Verdanderung von Q somit zu einer starken Beeinflussung des Spannungsbetrages U,,
jedoch nur zu einer geringen Beeinflussung des Spannungswinkels J, fiihrt.

Das hier behandelte, einfache Beispiel veranschaulicht die stationdre Entkopplung
zwischen der Wirkleistung und der Blindleistung. Im néchsten Abschnitt wird gezeigt,
wie' diese physikalische Eigenschaft beim Aufstellen des NEWTON-RAPHSON-
Algorithmus zur L6sung der nichtlinearen Netzglelchungen ausgenutzt werden kann.

4.3 Stationidres Netzmodell in Polarkoordinaten

Um die Entkopplung zwischen Wirkleistung und Spannungswinkel einerseits und
Blindleistung und Spannungsbetrag andererseits zu verdeutlichen, wird im folgenden
die Darstellung der Netzgleichungen in Polarkoordinaten benutzt. Dabei gilt fiir die
komplexe Knotenspannung, wie bereits in Kapitel 2 eingefiihrt,

U= Uexp(jo) fiur i=1,2,...,n, (4.3-1)

wobei U; der Spannungsbetrag und J; der Spannungswinkel ist. n bezeichnet die Anzahl
der Netzknoten. In Abschnitt 2.4.3 sind die stationidren Netzgleichungen in Polarkoor-
dinaten abgeleitet worden. Der Vollstindigkeit halber werden sie hier noch einmal wie-
derholt

n
P;= '21 UiU; yijcos (i — d;— ;)
j=

(4.3-2)
Q= .21 UiU; yjisin(6;— 6;— )
J=

Es ist darauf hinzuweisen, da} y;; < 6;; die komplexen Elemente der Knotenadmit-
tanzmatrix Y, darstellen. Die Diagonalelemente y;; enthalten die Langs- und Quer-
admittanzen der Netzelemente; y;; ist durch den negativen Wert der Netzadmittanz zwi-
schen den Knoten / und j gegeben.

Bezeichnet man den Referenzknoten wiederum mit 1, so erhdlt man unter Beachtung
der linearen Abhéngigkeiten innerhalb der JAcOBIschen Matrix J nach Weglassen der

ersten Spalte und Zeile von J in Analogie zu Gl. (3 3-2) folgendes, linearisiertes Glei-
chungssystem

AP, [ 8P,/85, -+ 8P,/d6, 8P,/8U, - 3P,/8U, | [ A, |
ap,| |oP.os,-. 0P85, 8P,/0U, - 0P,/0U, | | Ad,
20| [00:/08, 00./08, | 80,/8U; - 00,00, | | AU,
A0, 00,/06,+-80,/05, | 80./0Uy-+ 80./0U,] | AU,

(4.3-3)
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Die vereinfachte Schreibweise mit den in Gl. (4.3-3) angegebenen Teilmatrizen lautet
somit

2] (2]

Die Elemente der JAcOBischen Teilmatrizen H, N, M und L sind fiir die
Polarkoordinaten-Darstellung bereits in der Ubung 3.2 zu Kapitel 3 berechnet worden.
Sie lassen sich unmittelbar aus Gl. (4.3-2) berechnen. Die Elemente h;; der Teilmatrix H
lauten auflerhalb der Diagonalen

hij = 8Pi/65j = Ul[jj Yij Siﬂ(di— éj— 0ij) . (4.3-5)
Die Diagonalelemente A;; von H lauten

hi= — ¥ UUjy;sin(d;— d;— 6;) . (4.3-6)

# I ™M

J=1
J#i
Die Elemente n;; der Teilmatrix NV lauten auerhalb der Diagonalen

n;; = Uj y;c08(0;— 9;— 6) . 4.3-7)
Fiir die Diagonalelemente gilt

ni=2 U, yycos b5+ ¥ U y;cos(di— &~ ;) - (4.3-8)

Jei

Die Elemente m;; der Teilmatrix M lauten auBerhalb der Diagonalen

m;; = — U U; y;;c08(0i— 6;— 6) . 4.3-9)
Fiir die Diagonalelemente gilt

my; = j);fl U U, yycos(8,— 6, 6) . (4.3-10)

j#i

Die Elemente /; der Teilmatrix L lauten auBerhalb der Diagonalen nach Multiplika-
tion mit U

Iij = (leij = (JJ GQI/BU, = Ul(JJ yij sin(di—- Jj— aij) . (4.3-11)

Fiir die Diagonalelemente /; gilt nach Multiplikation mit U;

~ n .
li= Uil = U;8Q,/8U; = 2 U yysin(— 6) + U; ¥ U; yysin(di— &~ ;) -
j=1 (4.3-12)

J#i



4.3 Stationdres Netzmodell in Polarkoordinaten 65

Um die Grof3enordnung der verschiedenen Matrizenwerte in den Gleichungen (4.3-5)
bis (4.3-12) zu verdeutlichen und eine Entkopplung zwischen den Wirkleistungs- und
Blindleistungsbeziehungen zu erhalten, werden fiir die weiteren Ausfithrungen folgen-
de Annahmen getroffen:

— Der ohmsche Anteil R;; der komplexen Leitungs-Ldngsimpedanz Zij = Ry +] Xjj, die
zwischen den Knoten i/ und j liegt, kann in Hochspannungsfreileitungen vernachlés-
sigt werden. Dadurch gilt fiir die Elemente y;; der Knotenadmittanzmatrix Y aul3er-
halb der Diagonale

.)_"ij = - ?ij = — 1/Zij = yij/90° . (43-13)
Dabei entspricht der Wert y;; der Leitungssuszeptanz B;; = 1/.Xj;.

— Bei den Diagonalelementen y; der Knotenadmittanzmatrix Y ist zu beachten, daf3

sie als Summe aller von Knoten i ausgehenden Admittanzen zu bilden sind. Da man

in Hochspannungsfreileitungsnetzen die Wirkanteile der Queradmittanzen vernach-

lassigen kann, ohne einen nennenswerten Fehler zu machen, sind die Elemente y;
rein imagindre Grof3en

Yi=yi/£90° , (4.3-14)
wobei das Vorzeichen des Winkels davon abhidngt, ob der induktive Anteil (— Zei-

chen) oder der kapazitive Anteil (+ Zeichen) liberwiegt.
— Die Differenzen der Spannungswinkel

5{ = (Si— éj (43-15)
sind aus betrieblichen Griinden klein, so da3 die Approximationen
sind;; = d;; und cosd; =1 (4.3-16)

benutzt werden konnen.

Damit lauten die Elemente der Teilmatrizen H, N, M und L unter Ausnutzung der

Beziehungen cos(a—90°) = sin @ und sin(a¢—90°) = — cos a sowie der Gl. (4.3-14)
hi; = Ui Uj yj8in (03— 90°) = — U, U; yj; (4.3-17)
n .
hii=U; '21 U; yj; (4.3-18)
J =
j#i |
ni; = U; ;6;; =0 im Vergleich zu h; (4.3-19)
n
ng= Y Uj Yij Jij =0 im Vergleich zu A; (4.3-20)
i=1
my; = — U;U; y;6;; =0 im Vergleich zu l:j (4.3-21)
n -~
mii= Y U;U;»;0; =0 im Vergleich zu /; (4.3-22)
ji=1

J#i
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Iy = hij= — U; U; yjj (4.3-23)
-~ n

li= -2U{y;— U ¥ Uy - (4.3-24)

Setzt man dieses Ergebnis in Gl. (4.3-3) ein, so erhilt man folgendes, zwischen Wirk-
und Blindleistung entkoppeltes Gleichungssystem

£ ? e 0] il (4.3-25)
O L||AU/U AQ
Dabei ist die Teilmatrix H wie folgt aufgebaut
B+ hay
H=| : hii, : (4.3-26)
T T

Die Teilmatrix L des Blindleistungsmodells hat die Form

- 122 12n
L= s . (4.3-27)

ln2 5 lnn

Wie bereits in Gl. (4.3-12) eingefiihrt, ist es zweckmiBig, anstelle von /; die Grofe 1:1
zu benutzen, die man durch Multiplikation mit Uj; erhilt. Dadurch stlmmen die Teil-
matrizen H und L bis auf die Diagonalelemente uberem Dazu ist es erforderlich, an-
stelle des Spannungsvektors AU den Vektor AU/U zu benutzen. Seine Definition lautet

(4.3-28)

AU,/ U,
AU/U = :
AU,/ U,

Es ist nun darauf hinzuweisen, daB3 die Elemente der Teilmatrizen H und I von den
zunédchst noch unbekannten Spannungen U; abhéingig sind.

Fir die weitere Vorgehensweise wird die physikalische Eigenschaft verwendet, daB
die Spannungsbetrége U; in allen Netzknoten etwa gleich groB sind. Damit lassen sich
die Elemente von H und L niherungsweise berechnen.

by = Uié1 U; y;; = U?j_flyij (4.3-29)
j#i J#i
hi=li= - UUjyy = - Ul yy (4.3-30)
-~ n n
li= —2U} y;—- U, X Uyyy=-2 Utyi—U? DEIE (4.3-31)
iy o

Fihrt man nun die Diagonalmatrix U entsprechend der folgenden Definition ein
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U,
U, , \ (4.3-32)

diagU = .
U

so lassen sich aus H und L zwei Koeffizientenmatrizen B’ und B’ angeben. Sie werden
die Systemmatrizen des Wirk- und des Blindmodells genannt. Es ist an dieser Stelle dar-
auf hinzuweisen, daf} aufgrund der obigen Niherungen die beiden Systemmatrizen B’
und B"’ konstante, von U, unabhiingige Parameter aufweisen.

- -
Y Yy —JVa — Y
j=1
j#2
B'= — ¥ J? )’3J — Yan (4.3-332a)
Jj#3 )
n—-1
—JYon —JY3n Z ynj
- J= -
_ . -
—2yp- 'Elij =Yy cciensvery —Yan
J=
j#2
n .
B'" = —Yi3 —2yp— .Ely3j_ —Vm | . (4.3-33b)
j=
Jj#3 :
% n-1
—JYon —JYin _zynn_ .Elynj
| J = _

Unter Verwendung der Gln. (4.3-32) und (4.3-33) lauten somit die entkoppelten Last-
fluBgleichungen (4.3-25) fiir das Wirkleistungsmodell

B'Aé = (diaglU) ~2AP (4.3-34)
und fiir das Blindleistungsmodell
B AU/U = (diagU) "2AQ . (4.3-35)
Anstelle von Gl. (4.3-3) erhélt man nun zwei lineare Glelchungssysteme mit konstan-
ten Koeffizienten.
4.4 Diskussion
Es ist zundchst festzuhalten, dal3 B’ und B'’ fiir praktische Anwendungen schwach
besetzte Matrizen mit konstanten Koeffizienten sind. Sowohl B’ und B’ haben dieselbe

Besetzungsstruktur. Die numerischen Koeffizientenwerte sind durch die Werte der
Knotenadmittanzmatrix Y gegeben. ,
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Vergleicht man die entkoppelten LastfluB3gleichungen (4.3-34) und (4.3-35) mit dem
in Kapitel 3 behandelten vollstindigen NEWTON-RAPHSON-Modell, so sind folgende
Gesichtspunkte mafigebend.

Durch die Entkopplung der beiden Gleichungssysteme fiir die Wirk- und Blindlei-
stung wird die Dimension der Systemmatrizen B’ und B'’ halbiert.

Die Systemmatrizen B’ und B'' enthalten nur konstante Koeffizienten, so daf3 die
Faktorisierung nur wegen der sich im Laufe der Iteration verindernden rechten Seite
des Gleichungssystems wiederholt werden muf3. Dies ist — wie in Kapitel 1 ausgefiihrt
— verglichen mit der vollstdndigen Faktorisierung mit geringem Aufwand moglich.

Die konsequente Anwendung des Entkopplungsprinzips verlangt, daB all diejenigen
Netzelemente, die das Blindleistungs-Spannungs-Modell beeinflussen, bei der Berech-
nung von B’ weggelassen werden sollen; z. B. Kompensations-Drosseln oder Transfor-
matoren mit Ubersetzungsverhéltnis # # 1. In dhnlicher Weise sollen phasendrehende
Transformatoren (Querregler) nicht in die Berechnung von B'’ aufgenommen werden.
Unter Beachtung dieser Punkte ist B’ und B'' immer symmetrisch.

4.5 Iterationsverfahren

Die wechselseitige iterative Losung der entkoppelten Gleichungssysteme (4.3-34) und
(4.3-35) unter Verwendung der aktuellen Spannungswerte fiihrt zu sehr kurzen Rechen-
zeiten. Pro Iterationszyklus erhédlt man die Spannungswinkelabweichungen A¢ bei der
Auflésung des Wirkleistungsmodells (4.3-34) und die bezogenen Spannungsbetragsab-
weichungen AU/U nach der Losung des Blindleistungsmodells (4.3-35). Man spricht
dabei von zwei Halbiterationen..

In jeder Halbiteration werden die jeweils aktuellen Knotenspannungen fiir die Be-
rechnung der rechten Seite eingesetzt, wodurch eine Kopplung zwischen den beiden
Gleichungssystemen (4.3-34) und (4.3-35) erreicht wird. Die Konvergenz wird separat
fiir jedes Teilmodell einzeln iiberwacht. Bild 4.5-1 zeigt das FluBdiagramm fiir die
Durchfithrung der entkoppelten Lastfluberechnung. Dabei sind die beiden binidren
Gréflen p und g, die nur die Werte 0 und 1 annehmen, fiir die Konvergenzkontrolle er-
forderlich. '

Fiir die Erlduterung des Iterationsverfahrens wird zunichst angenommen, daf3 der
Knoten 1 der Referenzknoten und alle iibrigen Knoten als P— Q-Knoten betrachtet
werden konnen. Demzufolge kennt man in allen Netzknoten i=2,3,...,n die
Nettowirk- und -blindleistungen P; resp. Q;. Ausgehend von festen Startwerten fiir die
n—1 komplexen Knotenspannungen U; mit i=2,3,...,n werden zundchst mit
Gl. (4.3-2) die sich daraus ergebenden Knotenwirkleistungen P? berechnet. Daraus be-
stimmt man die Abweichungen AP? mit

AP?=pP,—p? . (4.5-1)

Falls der Konvergenztest fiir den groBten aller AP? Fehler, d.h.
max | AP | <ep , (4.5-2)

noch nicht erfiillt ist, wird das P-6-Modell mit der bereits faktorisierten Matrix B' nach
A¢ aufgelost und die so erhaltenen Spannungswinkel-Anderungen zur Verbesserung
wie folgt verwendet

6'=06%+A6° . (4.5-3)
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Faktorisierung von B'
und B" _
Startwerte fir U?

Vorgabe von €p und €q

Y
q
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1
0

'

Berechnung von AP

p=0 q=0?

P-5 - Modell |6sen (Gl.4.3-34)

'
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.
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Bild 4.5-1 FluBdiagramm fiir das entkoppelte LastfluBverfahren basierend auf der NEWTON-RAPHSON-
Methode

Dabei ist gleichzeitig der Iterationszihler k, der als hochgestellter Index verwendet
wird, um eins erhéht worden. Danach ist die erste Halbiteration abgeschlossen.

Mit den bereits verbesserten Spannungswinkeln  werden nun die Blindleistungen Q;
entsprechend

AQY= Q- Q) fir i=2,3,...,n . (4.5-4)
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berechnet, wobei Q? mit Gl. (4.3-2) berechnet wird. Ist der zugehdrige Blindleistungs-
Konvergenztest, der fiir den gréBten AQ2-Fehler d. h.

max | AQ?| < &q , (4.5-5)

noch nicht erfiillt, wird das Q-U-Modell mit der bereits faktorisierten Matrix B’ nach
AU/U aufgel6st und die so erhaltenen Spannungsbetragsinderungen zur Verbesserung
der Spannungsbetrige entsprechend

U'=U%+AU° (4.5-6)

benutzt. Dabei wird der Iterationszihler / des Blindmodells um eins erhéht. Damit ist
die zweite Halbiferation abgeschlossen.

Wenn beide Konvergenztests (4.5-2) und (4.5-5) erfiillt sind, wird der Lo6sungsalgo-
rithmus abgebrochen. Die komplexen Knotenspannungen U, erlauben die Berechnung
aller Leitungsfliisse, bevor das Verfahren abgeschlossen wird.

Die bisherige Diskussion der entkoppelten Lastflulberechnung basiert auf der An-
nahme, daf} alle Knoten vom Typ P— QO Knoten sind. Im folgenden wird gezeigt, dal
die Beriicksichtigung der spannungsgeregelten P— U-Knoten keine neuen Probleme
bringt. Lediglich die Matrix B” muB in der Dimension um die Anzahl der P— U-
Knoten verringert werden. Nach jeder Q — U-Iteration miissen die Blindleistungen Q; in
den P— U-Knoten mit Hilfe von Gl. (4.3-2) berechnet werden. Dabei werden in den
P — U-Knoten die spezifizierten Spannungswerte und in den P— QO-Knoten die aktuel-
len, durch die Iteration bestimmten Spannungswerte verwendet. Solange die Unglei-
chungen

min < Q; < Q™ (4.5-7)

in den P— U Knoten nicht verlet;kt sind, kann die Iteration fortgesetzt werden. Ande-
renfalls muf3 der bisher als P— {/ Knoten behandelte Knoten in einen P— QO Knoten
tiberfithrt werden, wobei fiir Q; entweder die obere oder die untere Grenze O™ resp.

"™ eingesetzt werden muf.

4.6 Konvergenzverhalten

Bild 4.6-1 zeigt ein typisches Konvergenzverhalten der entkoppelten LastfluBbe-
rechnung, indem die gréten Abweichungen von AP; und AQ; gemil Gl. (4.5-1) resp.
(4.5-4) iiber der Anzahl Iterationen aufgetragen werden. Jede Ldsung des Gleichungs-
systems (4.3-34) resp. (4.3-35) bringt eine deutliche Reduktion des Fehlers AP; und
AQ;.

Die Auswirkung von Anderungen der Spannungswinkel Ad auf die Blindleistungsbi-
lanzen AQ; duBert sich dadurch, da3 die maximalen Abweichungen AQ; in der P—J-
Iteration zunehmen. Dasselbe gilt fiir die AP;-Anderungen wihrend der ersten Q- U-
Iterationen. Allerdings sind die Auswirkungen nicht so ausgeprégt wie im ersten Fall,
weil die Wirkverluste, verursacht durch Blindleistungsfliisse, normalerweise kleiner
sind als die Blindverluste, die durch Wirkleistungsfliisse verursacht werden.
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Bild 4.6-1 Typisches Konvergenzverhalten des entkoppelten Lastflulverfahrens

4.7 Gleichstrom-Lastflufiberechnung

Fiir zahlreiche Netzberechnungen reicht eine N#dherung oft fiir erste Uberlegungen
aus. Aufbauend. auf den bisherigen Uberlegungen erscheint die Benutzung des P — -
Modells fiir eine ungefihre Netzberechnung ausreichend. Dabei setzt man alle Span-
nungsbetrige U; = 1.0 und erhilt so das lineare Gleichungssystem (4.3-34), das man oft
als Gleichstrom-LastfluBmodell (DC-Lastflul) bezeichnet. Da man die Nettowirk-

leistungen P; in allen Netzknoten kennt, kann man anstelle von Gl. (4.3-34) unmittelbar
schreiben

B'6=P . ' 4.7-1)

Es ist darauf hinzuweisen, daB bisher beim P — §-Modell eine Linearisierung in der
Umgebung des aktuellen Betriebspunktes vorgenommen wird, d.h. die Gl. (4.3-34) gilt
nur fiir Abweichungen beziiglich des Betriebspunktes. Demgegeniiber ist das DC-Last-
fluBmodell ein lineares Gleichungssystem, in dem durch eine Matrizeninversion fiir die

vorgegebene Wirkleistungen P; in allen Netzknoten unmittelbar die Spannungswinkel
J; berechnet werden kénnen.
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Aufgaben

Aufgabe 4.1

Fiir das in Bild U 4.1-1 gezeigte, zweiknotige Netz soll die Entkopplung zwischen
der Wirk- und Blindleistung untersucht werden. Dazu sind folgende Kurven zu berech-
nen und zu diskutieren:

Starres Netz Uy=1.0 ~ Uy=U, /s,

@ —— @—
-

20=j0.1 P2|_+j QZL

Bild U4.1-1 Zweiknotiges Netz fiir die Bestifnmung der Entkopplung zwischen Wirk- und Blindleistung

a) Spannungsbetrag U, als Funktion der Last P, in Knoten 2 mit der Blindleistung
0,1 in Knoten 2 als Parameter.

b) Spannungswinkel d, als Funktion der Last P,; in Knoten 2 mit der Blindleistung Q5.
in Knoten 2 als Parameter.

¢) Spannungsbetrag U, als Funktion der Last Q,; in Knoten 2 mit der Wirkleistung Py;
in Knoten 2 als Parameter.

d) Spannungswinkel d, als Funktion der Last Q,; in Knoten 2 mit der Wirkleistung P,y
in Knoten 2 als Parameter.

Aufgabe 4.2

Fiir das in Kapitel 3, Bild 3.4-1 ausfiihrlich vorgestellte, dreiknotige Testnetz ist eine
Gleichstrom-LastfluBberechnung durchzufiihren. Fiir die Knoten- und Leitungsdaten
wird auf Bild 3.4-1 in Kapitel 3 verwiesen. Neben der Berechnung der Spannungswinkel
sind auch die Wirkleistungsfliisse auf den drei Leitungen zu bestimmen. Diese Ergeb-
nisse sind mit den in Kapitel 3 angegebenen, exakten Werten zu vergleichen.



S5 Bewertung der Lastfluflberechnung
und Sensitivititsanalyse

5.1 Diskussion der Lastflufiergebnisse

Auf der Basis der bisherigen Uberlegungen zur Berechnung des stationiren Betriebs-
zustandes eines elektrischen Energieversorgungssystems mit Hilfe der LastfluBberech-
nung soll nun an Hand des folgenden Beispiels die Interpretation der Ergebnisse ver-
deutlicht werden. Grundsétzlich sind die beiden folgenden Fragen zu kldren:

® Welche Ubertragungsleitungen und Transformatoren sind iberlastet?
® Welche Knotenspannungsbetriage sind auflerhalb der zuldssigen Grenzwerte?

Beide Aspekte miissen fiir eine Vielzahl verschiedener Einspeise- und Belastungs-
situationen iiberpriift werden. So ist etwa fiir den Starklastfall zu priifen, ob Spannun-
gen untere Grenzwerte nicht verletzen. Bei einer Schwachlastsituation ist zu priifen, ob
durch kapazitive Spannungsiiberhdhungen keine Grenzen nach oben iiberschritten wer-
den. Schon aus diesen ersten Uberlegungen geht deutlich hervor, daB die LastfluBbe-
rechnung sowohl fiir die Betriebsfithrung wie auch die Ausbauplanung eines elektri-
schen Energieversorgungssystems ein unerlidflliches Hilfsmittel darstellt.

Bild 5.1-1 zeigt das zu untersuchende Netz, wobei die Element-Daten in Tabel-
le 5-1 und die Knotendaten in Tabelle 5-2 zusammengestellt sind. Als Basisleistung
wird Sg =100 MVA, als Basisspannung Up = 220 kV verwendet. Wo keine Einheiten
angegeben sind, handelt es sich stets um bezogene Grof3en.

Die Berechnung des Betriebszustandes mit Hilfe eines Lastflqurogramms fiithrt zu
denin Tabelle 5-3 und 5-4 gezeigten Ergebnissen. Dabei werden diese hier zwar in be-
zogener Darstellung angegeben; in der Praxis sind sie jedoch immer in physikalische
Einheiten umgerechnet, um unmittelbar mit den Erfahrungswerten des Betriebes vergli-
chen werden zu kénnen.

Die Beurteilung dieser Ergebnisse in Tabelle 5-3 und 5-4 fiihrt zu folgenden Feststel-
lungen:

Tal;,)elle 5-1 Leitungs- und Transformatordaten

|
Anfangs- End- R X B SN Bemerkung
knoten knoten '
1 2 0,0012 0,015 0,0 4,0 Blocktransformator
2 6 0,023 0,138 0,271 2,0 Freileitung
2 4 0,015 0,092 0,181 2,0 Freileitung
3 4 0,001 0,012 0,0 5,0 Blocktransformator
4 7 0,023 0,138 0,271 2,0 Freileitung
5 6 0,002 0,024 0,0 2,5 Blocktransformator
6 7 0,015 0,092 0,181 2,0 Freileitung
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Bild 5.1-1 Siebenknotiges Testnetz zur Illustration der LastfluBberechnung
Tabelle 5-2 Knotendaten
Knoten- Knoten- Spannungen Einspeisungen Lasten Grenzen
nummer typ

Ui 51 P, G QG P L QL Qmax Qmin
1 3 1,0 0,0 ? ? 0,0 0,0 4,0 0,0
2 1 ? 0,0 0,0 2,0 0,3 - -
3 2 1,05 ? 5,0 ? 0,6 0,08 4,0 -3,0
4 1 ? ? 0,0 0,0 2,0 0,2 - -
5 2 1,05 ? 2,0 ? 0,5 0,05 1,4 -1,0
6 1 ? ? 0,0 0,0 1,0 0,3 - -
7 1 ? ? 00 0,0 4,0 1,0 - -

1. Der Spannungsbetrag U, in Knoten 7 liegt 13,6% unterhalb des Nennwertes. Die
Ursache dafiir ist die groBe Last in Knoten 7.

2. Die Leitung L4 -7 ist zu 33,3% iiberlastet. Die Ursache ist die niedrige Spannung
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Tabelle 5-3 Knotendaten nach der LastfluBberechnung

Knoten- Spannungen Einspeisungen Lasten
nummer

U ;i Pg 108 Py 19,3
1 1,00 0,0 3,42 0,001 0,0 0,0
2 0,997 -2,9 0,0 0,0 2,0 0,3
3 1,050 -0,9 5,0 1,84 0,6 0,08
4 1,027 -3,6 0,0 0,0 2,0 0,2
5 1,007 -11,8 2,0 1,4 - 0,5 0,05
6 0,972 —13,8 0,0 0,0 1,0 0,3
7 0,864 —24,0 0,0 0,0 4,0 - 1,0

U;, die bei einem entsprechend grofen Spannungsabfall zu einem erheblichen
Blindleistungsflul Q4 fiihrt. _

3. Die Leitung L6 — 7 ist geringfiigig iiberlastet, was wiederum mit der niedrigen Span-
nung U; zusammenhéngt.

Um diesen Betriebszustand zu verbessern, gibt es eine Reihe von Méglichkeiten. Eine
davon besteht darin, eine zusétzliche Leitung zwischen den Knoten 2 und 7 mit den
Daten

R27 = 0,027 X27 = 0,16 Bz7 = 0,326 SN = 2,0

in Betrieb zu nehmen. Die erneute LastfluBberechnung zeigt, dafl nach Einschalten die-
ser Leitung keine Uberlastung mehr auftritt. Ferner betrigt nun die Spannung in
Knoten 7: U; = 0,946.

Als weitere Moglichkeit wird nun untersucht, welche Anderungen durch das An-
heben des Spannungsbetrages erreicht werden, indem kapazitive Leistung in Knoten 7
eingespeist wird (Blindleistungskompensation). Die Blindleistung Q;, betrédgt in der
bisherigen Rechnung: Q;; = 1,0. Eine kapazitive Einspeisung mit z. B. einer Kondensa-
torbatterie in Knoten 7 bewirkt eine Verringerung von Q;; auf den neuen Wert
Q17 =0,2. Dadurch wird der Spannungsbetrag U, angehoben. Dazu ist ein Kompensa-
tionskondensator C = 5,4 uF erforderlich. Die Ergebnisse fiir diesen Betriebszustand
zeigt Tabelle 5-5.

Tabelle 5-4 Leistungsfliisse iiber Leitungen und Transformatoren

Anfangs- End- Pij Qij Sij ) Pji jS Sji
knoten i knoten j

Leitung

2 6 1,33 -0,05 1,33 -1,29 0,04 1,29
4 7 2,45 1,07 2,67 -2,28 -0,34 2,31
2 4 0,07 -0,42 0,43 -0,07 0,25 0,26
6 7 1,78 0,92 2,01 -1,72 -0,66 1,84
Transformator

1 2 3,41 0,00 3,41 -3,41 0,00 3,41
3 4 4,40 1,76 4,74 —4,38 -1,52 4,64
5 6

1,50 1,35 2,02 -1,42 -1,25 1,95
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Tabelle 5-5 Knotendaten der LastfluBberechnung mit einer Blindleistungskompensation
in Knoten 7

Knoten- Spannungen Einspeisungen Lasten
nummer

U o Pg 96 Py 193
1 1,000 0,0 3,28 -0,46 0,0 0,0
2 1,004 -2,8 0, 0, 2,0 0,3
3 1,050 2,5 5,00 0,83 0,6 0,08
4 1,038 -0,2 0, . 0, 2,0 0,2
5 1,050 -6,5 2,0 0,82 0,5 0,05
6 1,030 -8,3 0, 0, 1,0 0,3
7 0,990 14,0 0, 0, 4,0 0,2

Dieses illustrative Beispiel zeigt, daB mit einem LastfluBprogramm eine Vielzahl von
moglichen Verdnderungen des Betriebszustandes systematisch untersucht werden kann.
Ferner bietet das Arbeiten mit einem LastfluBprogramm dex Vorteil, Erfahrungen in
der Netzfiihrung analytisch zu verifizieren und mit Hilfe von|Simulationsverfahren zu
erweitern.

Abschlielend sei noch auf den Einsatz von LastfluBprogrammen fiir die Ausfall-
simulation hingewiesen. Fiir die Sicherung einer unterbrechungsfreien Energieversor-
gung miissen im Rahmen der Netzsicherheitsrechnung die Auswirkungen von
Kraftwerks- und Leitungs- resp. Transformatorausfillen systematisch untersucht wer-
den. Dazu sind eine Vielzahl von Varianten mit dem LastfluBprogramm durchzurech-
nen. Kann ein beliebiges Element ausfallen, ohne daB dadurch die Versorgungskonti-
nuitét gestdrt wird, spricht man von der Einhaltung des ,,n — 1“-Prinzips. Bezogen auf
das obige Bejspiel stellt man fest, dal der Ausfall der Leitung von Knoten 2 nach Kno-
ten 7 zu unzuldssigen Grenzwertiiberschreitungen fiihrt; d.h. das n— 1-Prinzip wire
demzufolge nicht erfiillt.

5.2 Sensitivititsanalyse der Lastflufigleichungen

In diesem Abschnitt wird folgende Problemstellung untersucht. Unter der Vorausset-
zung, dafl ein bestimmter stationdrer Betriebszustand eines elektrischen Netzes vor-
liegt, der mit Hilfe eines LastfluB Programms berechnet werden kann, soll nun die
Auswirkung kleiner Anderungen in den Kraftwerkeinspeisungen oder den Knoten-
lasten auf das Spannungsprofil untersucht werden. Dabei sollen die Auswirkungen
nicht durch eine erneute Lésung der LastfluBgleichungen, sondern durch eine lineari-
sierte Extrapolation um den bereits bekannten Betriebspunkt herum berechnet werden.

Es wird von der allgemeinen Formulierung der LastfluBgleichungen als System von 7
nichtlinearen, komplexen Netzgleichungen der Form

f,u,p)=0 (5.2-1)

ausgegangen. Dabei ist der Zustandsvektor x durch die komplexen Knotenspannungen
U;mit i=1,2,...,n, der Steuervektor u durch die komplexen Kraftwerkeinspeisungen
Sci und der Storvektor p durch die komplexen Knotenlasten Sy ; gegeben. n bezeichnet
die Anzahl der Netzknoten.
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Es kann nun festgestellt werden, da Anderungen in p und # zu einem neuen Zu-
standsvektor x und damit zu einem neuen Betriebspunkt fithren, der durch die Bezie-
hung

F &+ Ax,u’+ Au, p®+Ap)=0 (5.2-2)

beschrieben wird. Natiirlich beschreibt die Gl. (5.%—2) nur den stationdren Zustand
nach den durch Ap, Au und Ax hervorgerufenen Anderungen. Der transiente Uber-
gang von einem Betriebszustand in den anderen wird dabei nicht modelliert.

In Komponentenform folgt fiir die i-te Gleichung der Vektorbeziehung (5.2-2)

fi(x?+ AX1,X(2)+ A)Q,. . .,ll?'f‘ Aul,ug+ Allz,. .oy
pi+Apy, P+ Aps,...)=0 . (5.2-3)
Entwickelt man die nichtlinearen Funktionen f; in TAYLOR-Reihen um den stationi-

ren Ausgangszustand (x° u° p® und beriicksichtigt man nur Terme erster Ordnung,
so gilt anstelle von Gl. (5.2-2)

£x%u® p%+ Afi A+ i Bfl - of; Auy+ of; iyt - -
9x1 8x2 duy du,
P1 ) 2) :

Dabei ist der erste Term wegen Gl. (5.2-1) definitionsgemdf3 gleich Null. Die partiel-
len Ableitungen sind fiir die Werte x %, u ® und p ° zu berechnen. Im Referenzknoten mit
der Nummer 1 gilt §; = 0 = konst. (Referenzachse) und somit ist Ax; = 0. Insgesamt
konnen somit alle » Reihenentwicklungen (5.2-4) in Matrizenform geschrieben werden.

ofi i+ 8f . dfi] | 0 1 [8fi  8fi] —Aul_
dx; | 0x, dxy, uy uy,
8/2 é 9f,  0fr Ax, 8f  9fr Au,
0x; i 0x; 0x7, ouy ousy,
: ! Jy ¢ + Ju
0/2n i fon 0o Ax, 0/ Ofm Au,
| dx; ! Ox, oxyn | | ] | Bm duzw | | ]
_ S a4 -
8fi  dfi Apy 0
ap, dP2n
8 . df Ap, 0
op D2
: J : : :
+ p I (5.2-5)
af2n 6on
Apa, 0
L3y dpum] | ] L
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In abgekiirzter Form gilt somit fiir das linearisierte Gleichungssystem (5.2-5)

JxAx+J,Au+J,Ap=0 . (5.2-6)

Wegen der bereits genannten Eigenschaften des Referenzknotens mit Ax; = 0 kann
die erste Zeile und die erste Spalte in Gl. (5.2-5) gestrichen werden; d. h. das reduzierte
Gleichungssystem hat die Dimension (2n—1). Fiir die Dimension der JACOBIschen
Matrizen in Gl. (5.2-6) gilt

dimJ, = 2n—-1)x@2n-1) dimJ,=dimJ,=2n—-1)x2n . (5.2-7)

Fir die Berechnung der JACOBIschen Matrix J,, ist die Abhéngigkeit der Lasten von
der Spannung als bekannt vorauszusetzen. Deshalb miissen fiir die Sensitivitétsanalyse
entsprechende, stationdre Lastmodelle bekannt sein, denn nur so kénnen die Anderun-
gen des Betriebszustandes richtig bestimmt werden.

Verwendet man fiir die Definition des Zustandsvektors x die in Gl. (3.3-2) benutzte
Anordnung fiir Real- und Imaginirteil der komplexen Knotenspannungen, so ist die
JAcCOBIsche Matrix J, in Gl. (5.2-6) mit derjenigen in Gl. (3.3-2), wie sie fiir die Erkla-
rung des NEWTON-RAPHSON-Verfahrens benutzt wurde, identisch.

L&st man nun GI. (5.2-6) nach Ax auf, so erhilt man die Auswirkung von Anderun-
gen in den Einspeisungen Au resp. in den Lasten Ap auf das Spannungsprofil

Ax=—J T, Au-J T, Ap
=SyAu+S,Ap . (5.2-8)

Dabei bezeichnen S, und S, die Empfindlichkeitsmatrizen von Anderungen in u resp.
in p auf den Zustandsvektor x. Sie sind durch die in Gl. (5.2-6) definierten JACOBIschen
Matrizen J, J,, und J, definiert.

5.3 Lastflufl-Steuerung mit Regeltransformatoren

In diesem Abschnitt wird die Fragestellung untersucht, wie mit Hilfe eines linearisier-
ten Modells die Auswirkungen von Regeleingriffen an Stelltransformatoren auf die
Verteilung der Wirk- und Blindleistungsfliisse bestimmt werden konnen. Auf diese
Weise wird es moglich, eine bestehende LastfluBverteilung mit Hilfe von Quer- und
Léangsregler so zu beeinflussen, dafl bestimmt Betriebszustinde erreicht werden; z. B.
kann so die Frage untersucht werden, durch welche Steuereingriffe am Regeltransfor-
mator die Uberlastung einer Ubertragungsleitung abgebaut werden kann.

5.3.1 Querregelung und WirkfluB}-Steuerung

Die Lastflul-Steuerung kann mit dem in Kapitel 2 beschriebenen Lings- und Quer-
regelungs-Transformator durchgefiihrt werden. Der Wirkleistungsflu3 P;; durch einen
Transformator zwischen den Knoten i (Primérseite) und j (Sekundirseite) wird durch
die Kurzschlu3-Reaktanz Xj; des Transformators und das Ubersetzungsverhéltnis # be-
stimmt. Ausgehend vom Transformatormodell (Kapitel 2) und den in Kapitel 3 berech-
neten Wirkleistungsfliissen gilt

P;; = UiU;Byjsin(d;— i — o) . (5.3-1)
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Dabei ist die Transformator-Suszeptanz B;; durch den inversen Wert der Kurzschluf3-
reaktanz X;; = Im(Z) gegeben

Bij = 1/X1 . (53‘2)

Der Winkel g;; bezeichnet die Phasendrehung des Querreglers, die zusitzlich zu der
von der KurzschluBimpedanz Z, bewirkten Phasendrehung als Regelgréf3e zu beriick-
sichtigen ist.

Um eine lineare Sensitivitdtsanalyse durchfithren zu konnen, werden in GI. (5.3-1)
folgende Vereinfachungen benutzt.

a) Die Spannungsbetridge U; und U; werden durch die Nennspannungen approximiert;
d.h. in der bezogenen Darstellung gilt

Ui=U;=1,0 . (5.3-3)

b) Die sin-Funktion wird durch das Argument approximiert, da die Winkeldifferenz
eine kleine Grofie ist

sin (51— 5j— aij) = (51— 51) - O - (5.3-4)
Verwendet man diese beiden Vereinfachungen in Gl. (5.3-1), so kann man folgende,

linearisierte Beziehung fiir den Wirkleistungsfluf} durch den Querregler mit der Phasen-
drehung ¢;; angeben

Pjj = B;; (6;— &) — ; By . ' (5.3-5)

Lost man Gl. (5.3-5) nach der durch den Querregler hervorgerufenen Phasendrehung
a;; auf, so gilt

Qi = (51— 5_]) - Pij /Bij . (53-6)

Diese Beziehung l4Bt sich mit dem in Bild 5.3-1 gezeigten, linearen Gleichstrom-
Ersatzschaltbild darstellen.

Der Querregler besteht somit in der linearisierten Darstellung aus einer Spannungs-
quelle, deren Betrag durch P;;/B;; gegeben ist, sowie einem Quellen-Innenwiderstand,

Knoten i Knoten
Primarseite Sekundadrseite

—

Bild 5.3-1 Gleichstrom-Ersatzdarstellung des Querreglers
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der durch die Kurzschluireaktanz X;; = 1/ B;; gegeben ist. Ist der Querregler in der Mit-
telstellung mit a;; = 0, so gilt ?ild 5.3-1 ohne diq_ Spannungsquelle.

Fiir den Netzbetrieb ist die Uberwachung der Ubertragungsleitungen von groem In-
teresse. Mit Hilfe des in Bild 5.3-2 gezeigten, fiinfknotigen Netzes soll die Wirk-
leistungs-Steuerung mit dém Querregler untersucht werden, wobei von dem linearisier-
ten Modell (5.3-6) Gebrauch gemacht wird. Zwischen den Knoten 3 und 5 ist ein quer-
regelnder Transformator eingebaut. Er wird zur Steuerung des Wirkleistungsflusses
auf der Leitung von Knoten 4 nach 5 eingesetzt. Im folgenden wird gezeigt, wie die Ver-
anderung der zusétzlichen Phasendrehung 35 den WirkleistungsfluBes P,s beeinfluBit.

A
@ ? Querregler p——— @

(75

a)

/B4, b)

Bild 5.3-2 Fiinfknotiges Netz zur Untersuchung der Wirkleistungs-Steuerung mit dem Querregler
a) Anlagenbild mit Querregler zwischen Knoten 3 und 5
b) Ersatzschaltung unter Verwendung von Bild 5.3-1

Bild 5.3-2 zeigt neben dem Anlagenbild die im weiteren Verlauf der Berechnung be-
nutzte Ersatzschaltung. Fiir den Querregler und die speziell interessierende Ubertra-
gungsleitung von Knoten 4 nach 5 gilt



5.3 Lastfluf3-Steuerung mit Regeltransformatoren 83

035 = (93— 0s5) — P35/ Bss
0 = (94— 95) — P4s/ Bys

(5.3-7)

Fiir die Beschreibung des iibrigen Netzes werden die in Kapitel 4.7 vorgestellten
Gleichstrom-Lastfluf3gleichungen verwendet. Sie lauten fiir das vorliegende Netz mit
Knoten 1 als Referenzknoten, d.h. §; = 0 und die Beziehung fiir P, wird weggelassen,
um keine linearen Abhédngigkeiten einzufithren

Py = 6,B13+ (02— 94) B4+ (92— J5) Bys
P3 = (03— 04) B34+ P35

Py = (04— 02) Byy+ (04— 03) Byg+ Pus
Ps5= (05— 02) Bys— P3s— Pys .

(5.3-8)

Die beiden Gleichungssysteme (5.3-7) und (5.3-8) sind miteinander gekoppelt und
kénnen in Matrizenschreibweise zusammengefaf3it werden. Dabei nimmt man die Pha-
sendrehung o35 sowie die Einspeisungen resp. Lasten in den Knoten 2, 3, 4 und 5 als be-
kannt an.

035 [ —1/Bss] 1 -1 Pss
0 . —1/By 1 -1 | | Py
I R R [ S
P, | _ i Biy+ By + Bos —By  —Bys ()
P, 1 g By, —By 03
P, E’ 1 — By —Bj4 B+ By 04
| Ps | | —1 i -1 — B»s Bss | Os |
(5.3-9a)

Allgemein 148t sich Gl. (5.3-9) folgendermafen schreiben

al Za C5 Py -
M )

Dabei ist Cg eine Untermatrix der Knoten-Zweig-Inzidenzmatrix. Bj ist ein Teil der
Knotenadmittanzmatrix, wobei der Zweig des Querreglers und die zu iiberwachende
Leitung nicht in By enthalten sind. Die Impedanzmatrix Z g beschreibt den Netzteil be-
stehend aus Querregler und Freileitung zwischen den Knoten 4 und 5.

Da GI. (5.3-9) linear ist, kann sie unmittelbar als Inkremental-Beziehung angegeben
werden

Aa _ ZS C5 APﬁ . . (5 3_10)
AP| |CT Bg|| Ad '

Die Losung dieses linearen Gleichungssystems ergibt die gesuchten Abhéngigkeiten
zwischen dem Querregler und dem Wirkleistungsflu3 auf der zu iiberwachenden Lei-
tung. ’ '
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APﬁ= Ys T5 Aa (5311
A T Xs||AP| "~ | -3-40)

Dieses Ergebnis der linearen Sensitivitdtsanalyse 148t sich wie folgt interpretieren.
Die Teilmatrizen in GI. (5.3-11) haben folgende Bedeutung

Ys: Das Element (i, j) gibt an, wie sich der i-te WirkleistungsfluB} (z. B. P4s) aufgrund
des j-ten Querreglers (z. B. a3s5) verdndert. Die Dimension der quadratischen sym-
metrischen Matrix Y ist durch die Anzahl der Querregler und iiberwachten Lei-
tungen gegeben. Im vorliegenden Fall ist es eine (2 X 2) Matrix.

Xs: Das Element (i, j) dieser Sensitivitdtsmatrix gibt an, wie sich der Spannungswinkel
o; dndert, wenn die Einspeisung P; um AP; gedndert wird. Die Dimension der qua-
dratischen, symmetrischen Matrix X ist durch die Anzahl der Netzknoten n—1
gegeben, da der Referenzknoten wie erwidhnt weggelassen werden muf3.

Ts: Das Element (i, j) dieser Sensitivitdtsmatrix beschreibt die Abhingigkeit des i-ten
Wirkleistungsflusses (z.B. P,s) beziiglich der j-ten Wirkleistungseinspeisungs-
Anderung APj (z.B. AP;). Die Rechtecksmatrix T's hat / Zeilen ugd n—1 Spalten;
dabei ist / durch die Anzahl der zu iiberwachenden und regelnden Ubertragungsele-
mente (z.B. /=2) und n—1 durch die Anzahl Netzknoten gegeben (z.B.
n—1=4).

5.3.2 Lingsregelung und Blindfluf}-Steuerung

Der Blindleistungsflu Q;; durch einen Transformator zwischen den Knoten i (Pri-
madrseite) und j (Sekundérseite) wird durch die Kurzschlu3-Impedanz Z, des Transfor-
mators bestimmt. Ausgehend vom Transformator-Modell, wie es in Kapitel 2 vorge-
stellt worden ist, gilt mit den in Kapitel 3 berechneten BlindleistungsfluB-Beziechungen

2 U
Qij=—;]—;— ij——U—‘(—j—’—BijCOS(cSi—éj) : (5.3-12)

.

Dabei ist die Transformator-Suszeptanz B;; durch die inverse Kurzschlureaktanz X;;
gegeben. Unter Verwendung der in Abschnitt 5.3.1 benutzten Eigenschaften der klei-
nen Winkeldifferenz (6;— J;) gilt mit guter Naherung fiir den Blindstrom auf der Pri-
marseite

Ji,-=—Qi=l<—U—i— Uj> B . (5.3-13)
Ui d\u
Fiir den Blindstrombetrag J;; auf der Sekundérseite des Transformators gilt
in=&= Uj——lﬁ- Bji . (5.3-14)
U ti

Das Nenn-Ubersetzungsverhéltnis iy eines Transformators ist durch
iUn=Ui/Uj=1 (5.3-15)

in der bezogenen Darstellung gegeben.
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Um nun die Auswirkungen eines Langsreglers auf die Blindflu3-Verteilung in einem
Energieiibertragungssystem untersuchen zu konnen, ist festzuhalten, dafl nun zusétz-
lich zum Spannungsabfall des Blindstromes Jj; iiber der KurzschluBreaktanz Xj; ein
Spannungsabfall e; als RegelgroBe eingestellt werden kann. Um die Auswirkungen die-
ser RegelgroBe analytisch mit Hilfe der Sensivititsanalyse beschreiben zu konnen, wird
zwischen der Primér- und Sekundirseite des Liangsreglers, die mit / und j bezeichnet
werden, ein zusitzlicher, fiktiver Knoten k eingefiihrt. Die Regelgrofie ey tritt zwischen
den Knoten i und k auf. Zwischen den Spannungen U, auf der Primérseite des Trans-
formators und der Spannung U, am fiktiven Knoten k gilt nun

ey = Ui— Uy . (5.3-16)

Fiir den Spannungsabfall zwischen dem fiktiven Knoten k und der Sekundérseite j
des Langsreglers gilt mit der Kurzschlufl-Reaktanz Xj; und dem durch den Transforma-
tor flieBenden Blindstrom Jj

Uc— U= XiJ5 - (5.3-17)

Dabei ist anzumerken, daB die in Gl. (5.3-16) und (5.3-17) angegebenen Operationen
algebraisch und nicht vektoriell durchgefiihrt werden konnen, da die Regelgrof3e e; die
gleiche Phasenlage wie der Spannungsabfall Xj;J;; hat. Dies rithrt daher, dal} entspre-
chend Gl. (5.3-13) nur der zum BlindleistungsfluB Q;; proportionale Blindstrom Jj; in
Gl. (5.3-17) beriicksichtigt wird.

Eliminiert man nun in Gl. (5.3-16) und (5.3-17) die flktlve Hilfsspannung Uy, so er-
hilt man fiir die Regelgrofle e;,

eix = Uj— Uj_XijJij . (5.3-18)
Aufgelost nach dem Blindstrom Jj; erhélt man schlieBlich
Jij= (Ui— Uj—ew) By , (5.3-19)

wobei die Kurzschlufreaktanz Xj; durch den entsprechenden Suszeptanzwert
Bj;; = 1/X;; ersetzt worden ist.

Fiir den sekundérseitigen Blindstrom Jj; erhélt man bei Vernachldssigung der Eisen-
verluste unmittelbar

Ji=—Jji - < (5.3-20)

Da die Regelgrofle ey im Liangsregler zwischen den Knoten / und j auftritt, der fiktive
Knoten k jedoch eliminiert worden ist, wird fiir die weiteren Uberlegungen die Bezie-
hung ey = e;; verwendet. Lost man nun Gl. (5.3-19) nach e;; auf, so erhilt man aus die-
ser Beziehung analog zu Bild 5.3-1 ebenfalls ein lineares Netzwerk als Ersatzschaltung
fiir den Léangsregler tiberfithrt werden. Bild 5.3-3 zeigt die entsprechende Ersatzschal-
tung, derzufolge der Léngsregler durch eine Spannungsquelle e; mit dem Innenwider-
stand 1/B;; nachgebildet wird.

Anhand des in Bild 5.3-4 gezeigten, fiinfknotigen Netzes soll die BlindfluB3-
Steuerung mit dem Langsregler illustriert werden, wobei von dem linearisierten Modell
nach Gl. (5.3-18) Gebrauch gemacht wird. Zwischen den Knoten 4 und 5 ist ein ldngs-
regelnder Transformator eingebaut. Er wird zur Blindfluf-Steuerung auf der Leitung
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Bild 5.3-3

P3A

1/B,

—O

»Gleichstrom“-Ersatzschaltbild des Léngsreglers fiir lineare Sensitivitdtsanalyse

a)
Langsregler

P,

b)

P, P,

Bild 5.3-4 Fiinfknotiges Netz zur Untersuchung der Blindleistungs-Steuerung mit dem Lingsregler
a) Anlagenbild mit Langsregler zwischen Knoten 4 und 5
b) Ersatzschaltung unter Verwendung von Bild 5.3-3
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von Knoten 3 nach 5 eingesetzt. Im folgenden wird gezeigt, wie die Verdnderung der
Spannungsbetragsdnderung e,s den Blindleistungsflufl Qs beeinfluft.

Wendet man das Modell nach GI. (5.3-18) auf das in Bild 5.3-4a gezeigte Netz an,
so erhdlt man das in Bild 5.3-4b gezeigte Ersatzschaltbild fiir den Blindleistungs-
Spannungs-Zusammenhang. Fiir die beiden interessierenden Ubertragungselemente
zwischen den Knoten 3 und 5 resp. 4 und 5 gilt mit Gl. (5.3-18) folgendes Gleichungs-
system

0= U3— U5—J35/B35 ) (53-21)
e4s= Uy— Us—J45/B45 . (53-22)

Fiir die Beschreibung des iibrigen Netzes wird der linearisierte Zusammenhang zwi-
schen dem Blindstrom J; = Q;/U; und den Knotenspannungen U; verwendet, d.h., die
Approximation cos(d;— J;) = 1. Somit gilt

J1=Qy/Uy=(Uy— U,) By,

Jo= Qy/ Uy = (Uy— Uy) Biz+ (U — Uy) Bys+ (Uy— Us) Bys

J3=Q3/ U3y = (Us— Us) B34+ J3s (5.3-23)
Jo= 04/ Uy = (Us— Uy) Byy+(Us— Us) By + Jss

Js=Qs/Us = (Us— Upy) Bys— J35— Jus

Die beiden linearen Gleichungssysteme (5.3-21) bis (5.3-23) lassen sich wie folgt in
der Matrizenschreibweise darstellen

0 [ —1/Bj; | 1 -1 ] [Jss]
es ~1/Bys | 1 =1 | | s
Ji| i B;; —Bp - U
Ll { —=Biy  Biy+By+Bys. —Byy  —Bys U,
J3 1 ! By, —By Us
Js § — By — B3y By+ By U,
| Js]  L-1 - 3 —Bys . : Bys| [ Us]
(5.3-24)

In allgemeiner Schreibweise gilt anstelle von Gl. (5.3-24)

e _ ZU CU J; | )
ey

Dabei besteht der Vektor J; aus den beiden interessierenden Blindstrémen auf den
Leitungen von Knoten 3 nach 5 resp. 4 nach 5

J"j - l:J35:| — I:Q35/U3] . (5.3-26)
Jas Ous/ U, A
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Die Matrix Cy ist analog zu GIl. (5.3-9) eine Teilmatrix der Knoten-Element-
Inzidenzmatrix. Allerdings muf nun hier darauf hingewiesen werden, daB mit
Gl. (5.3-25) keine analoge Form zur Gleichstrom-LastfluBberechnung des P— ¢-
Modells erhalten worden ist. Bei vorgegebenen Blindeinspeisungen oder -belastungen
Q; konnen die entsprechenden Blindstrome J; nicht berechnet werden, da die Span-
nungsbetrédge nicht bekannt sind.

Fiir die weiteren Sensitivitdts-Uberlegungen ist zu beachten, daB die Spannungsbe-
trdge in P— U-Knoten und im Referenzknoten nicht variiert werden konnen, sondern
fest vorgegeben sind. Demzufolge muf3 beim Ubergang von Gl. (5.3-25) auf die hier in-
teressierende Inkrementalform beachtet werden, daB in der Sensitivitits-Beziehung
(5.3-26) resp. (5.3-27) alle Zeilen und Spalten, die zu P— U-Knoten resp. zum Refe-
renzknoten gehodren, weggelassen werden miissen. Demzufolge lautet die Sensitivitéts-
beziehung fiir das Blindleistungs-Spannungs-Modell in der Inkrementalform

Ae| _| 20 Cu|| Ay . (5.3-27)
AT| |cif Byl AU

Die in dieser Beziehung auftretenden Vektoren und Matrizen haben folgende Form

0 0 [ AQ35/ U, |
Ae €4s €4s AT AQys/ Uy
[ ]= AJ,| = | AQ,/U,| und [ “J = AU, , (5.3-28)
gl AJs AQs/ U, ag AU,
AT | AQs/Us) AU
—1/Bs;s . i 1 —1
~1/Bys | ~1
! L N R .
[2} 23] = . : Biy+Byu+Bys . —By| - (5:329
1 . L By .
| -1 -1 ' s — Bys . Bs |

Die Auflésung nach den unbekannten GréBen AJ; und AU erfordert eine Matrizen-
inversion. Die Losung lautet fiir die gesuchten Sensitivitdtsbeziehungen

Mol | To Th) A (5.3-30)
AU || T x| ar |

Nun lassen sich die Teilmatrizen in Gl. (5.3-30) wie folgt interpretieren

Y{;: Das Element (i, j) gibt an, wie sich der i-te Blindstrom (z. B. J35) aufgrund des j-ten
Léngsreglers (z. B. e4s5) verdndert. Die Dimension der symmetrischen Matrix Y7 ist
durch die Anzahl der iiberwachten und regelnden Léngstransformatoren gegeben.
Im vorliegenden Fall ist es eine (2 X 2) Matrix.

X{: Das Element (i, j) gibt an, wie sich der Spannungsbetrag U, aufgrund der Ande-
rung des Blindstromes AJ;im Knoten j dndert. Die Dimension von Xy, ist durch die
Anzahl der P— Q-Knoten im Netz gegeben.
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T{;: Das Element (i, j) beschreibt die Abhéngigkeit des i-ten Blindstromes beziiglich
der j-ten Blindstroménderung AJ;in Knoten j. Die Rechtecksmatrix T'y hat soviele
Zeilen, wie es iiberwachte Leitungen und Langsregler gibt; die Zahl der Spalten
von Ty ist durch die Zahl der P— U-Knoten gegeben.

5.3.3 Abschlielende Bemerkungen

Die Ausfithrungen in diesem Abschnitt 5.3 haben gezeigt, wie man aufgrund lineari-
sierter Netzgleichungen die Auswirkungen von Eingriffen am Querregler resp. am
Langsregler auf die Wirk- resp. Blindfluverteilung untersuchen kann, ohne die gesam-
te LastfluBberechnung durchfithren zu miissen. Dabei féllt ein hohes Mafl an Analo-
gien zwischen dem Wirk- und dem Blindleistungsproblem auf. Dazu muf} jedoch im
linearisierten Blindleistungsmodell anstelle von Leistungsfliissen und Knotenleistungen
mit entsprechenden Blindstromwerten gearbeitet werden. Da der Stellbereich der
Regeltransformatoren begrenzt ist, haben die hier abgeleiteten Beziehungen einen recht
weiten Einsatzbereich. Sie erméglichen, die Auswirkungen von Steuereingriffen auf die
LastfluBverteilung in Netzen sehr schnell und recht genau zu bestimmen. Wichtige An-
wendungen sind die Netzsicherheitsrechnung und die LastfluBoptimierung.

Aufgaben

Aufgabe 5.1

Im Rahmen dieser Ubungsaufgabe werden die in Abschnitt 5.3.1 fiir das in Bild 5.3-2
gezeigte fiinfknotige Netz abgeleiteten Sensitivitdtsbeziehungen numerisch ausgewer-
tet. Fiir die Beschreibung des stationdren Ausgangszustandes enthélt Tabelle 5-6 die
Knotendaten und die Tabelle 5-7 die Leitungsdaten in bezogener Darstellung.

Tabelle 5-6 Knotendaten

Knoten- Knoten- Einspeisung Belastung Spannungswerte
nummer typ ;
Pg 0/ Py oL U o8
1 3 ? ? 0, 0, 1,0 0,0
2 1 0,0 0,0 1,0 0,5 ? ?
3 1 0,0 0,0 1,0 0,5 ? ?
4 2 2,0 ? 0,0 0,0 1,0 ?
5 1 0,0 0,0 1,5 0,5 ? ?

Tabelle 5-7 Leitungsdaten

Anfangs- End- X1 Bemerkungen
knoten knoten

1 2 0,1 Freileitung

2 4 0,1 Freileitung

2 5 0,1 Freileitung

3 4 0,1 Freileitung

3 5 0,3 Querregler mit ¢ =0
4 5 0,1 Freileitung
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le 5-10, diejenigen der Leitungen in Tabelle 5-11 zusammengestellt. Die Bezugsspan-
nung betrdgt Ug = 220 kV, die Bezugsleistung Sg = 100 MVA.

Tabelle 5-10 Knotendaten

Knoten- Spannungen Einspeisungen Lasten
nummer
Y o Pg 103 Py o

1 220,0 0, 150,0 - 61,6 0,0 0,0
2 209,1 -0,1° 0,0 0,0 100,0 50,0
3 204,6 —13,9° 0,0 0,0 100,0 50,0
4 220,0 -6,7° 200,0 157,1 0,0 0,0
5 202,8 -15,0° 0,0 0,0 150,0 50,0

Tabelle 5-11 Leitungsdaten

Anfangs- End- Pij Qij Pji jS
knoten knoten

1 2 150,0 61,6 -150,0 -35,3
2 4 -39,6 —46,4 39,6 50,5
2 5 89,6 31,7 - 89,6 -21,7
3 4 -116,2 -57,8 116,2 77,3
3 5 16,2 7,8 -16,2 -17,4
4 5 44,2 29,3 —44,2 -20,9

Ausgehend von diesem stationidren Betriebszustand sind folgende Fragen zu kliren:

a) Wie wirkt sich die Langsregelung allein auf den BlindleistungsfluB Qs aus?

b) Welchen Einfluf3 haben Blindleistungsinderungen AQ; in Knoten i = 2,3 und 5 auf
den Blindleistungsfluf} Q;5?

¢) Welchen Einfluf} hat die Langsregelung auf die Spannungsbetrige U, in den Knoten
i=2,3und 5?

d) Welchen Einflufl haben Blindleistungsdnderungen AQ; von 5% in den Knoten 2, 3
und 5 auf die Spannungsbetrige U;?



6 Wirtschaftliche Lastverteilung
6.1 Einleitung

In den bisherigen Uberlegungen zur stationidren Netzberechnung wurden noch keine
besonderen Gesichtspunkte bei der Spezifikation der Wirkleistungseinspeisung Pg; der
Generatorknoten beriicksichtigt. Nimmt man jedoch an, da} die gesamte Netzlast be-
kannt ist (durch Messung oder State Estimation fiir die Behandlung von Betriebsfra-
gen; durch Prognose fiir die Behandlung von Planungsaufgaben), so erhebt sich die
Frage, wie man diese auf die verschiedenen, zur Verfiigung stehenden Kraftwerke auf-
teilt. Im vorliegenden Zusammenhang wird nicht auf das Problem der Einsatzplanung
von Kraftwerken eingegangen, sondern nur die vereinfachte Aufgabenstellung der wirt-
schaftlichen Lastverteilung behandelt. Dabei handelt es sich um eine Momentanopti-
mierung, indem die gesamte Netzlast nach den wirtschaftlichen Gesichtspunkten

a) Kosten der Energieerzeugung )
b) Kosten der Energieerzeugung und Ubertragungsver}uste

auf die verfiigbaren, in Betrieb stehenden Kraftwerke aufgeteilt wird. Um den Rahmen
dieser Ausfiihrungen nicht zu sprengen, werden dabei die Aspekte der Netzsicherheits-
berechnung nicht behandelt. Dieses Kapitel stellt somit nur die grundsétzliche Proble-
matik der Optimierung vor; es dient als Einfithrung in die optimale LastfluBberech-
nung.

Fiir die weiteren Uberlegungen werden folgende einschrinkenden Voraussetzungen
verwendet:

— Die Einsatzplanung der thermischen Kraftwerke beziiglich der Jahres-, Monats- und
Tagesoptimierung wird hier nicht behandelt. ,

— Die Einspeisungen der Wasserkraftwerke sind fest und werden deshalb nicht weiter
beriicksichtigt.

— Der Schaltzustand und die Parameter des Ubertragungsnetzes sind bekannt.

— Die Knotenspannungen U; werden als konstante Gréf3en angenommen.

— Die Kostenfunktion, deren Minimum bestimmt werden mufB, beschreibt die Erzeu-
gungskosten, die durch die Priméirenergiekosten vorgegeben sind.

Mathematisch gesehen handelt es sich somit um folgende Aufgabe. Fiir eine skalare

Kostenfunktion C, die die Energieerzeugungskosten beschreibt, ist das Minimum zu
bestimmen

!
C = C(Pg1,Pc2;- - -5 Pgny) = Min . (6.1-1)
Dabei sind die Nebenbedingungen in Form der Netzgleichungen

f&,u,p)=0 6.1-2)
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sowie Betriebsgrenzen in Form von Ungleichungen
glx,u,p)<0 (6.1-3)

zu beriicksichtigen.

6.2 Optimale Lastverteilung ohne Beriicksichtigung der Netzverluste

6.2.1 Definition der Kostenfunktion C

Die Kostenfunktion C beschreibt die stiindlichen, arbeitsabhidngigen Kosten der
Stromerzeugung. Sie hat als Einheit DM/h. Die Kostenfunktion C enthélt nicht die
festen Kosten wie Wartung, Personalkosten und Ausbaukosten, sondern nur die Be-
triebskosten, die im wesentlichen durch die Brennstoffkosten verursacht werden. Be-
zeichnet man nun mit ¢; die Kosten des Kraftwerkes in Knoten i, so sind die Gesamt-
kosten aller ng Kraftwerkeinspeisungen durch

C= .’:Ecl Ci (PGI) (62-1)

gegeben. Dabei sind die einzelnen Kosten c;

c=c¢(Pg) fir i=1,2,...,ng (6.2-2)
als stetige Funktionen der abgegebenen Wirkleistungen Pg; entsprechend Bild“6.2-1
angenommen. Die Kostenfunktionen c; werden aufgrund energiewirtschaftlicher Uber-

legungen aus den Primérenergiekosten, dem Heizwert sowie der erzeugten Energie pro
Betriebszeiteinheit bestimmt. Da sie auch den vom Betriebszustand des Kraftwerkes ab-

?CJDM/M

Psi IMW]

|

|

: —
PGi,min PGi,max

Bild 6.2-1 Verlauf einer Kostenfunktion ¢; als quadratische Funktion der erzeugten Wirkleistung Pg;
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hédngigen Wirkungsgrad beinhalten, sind es im allgemeinen nichtlineare Funktionen,
die zwischen der minimal abgebbaren Leistung Pg; mi, und der Nennleistung Pg; max de-

finiert sind. Fiir die weiteren Uberlegungen wird fiir die Kostenfunktion c; ein Polynom
der Form

¢;(Pg) = i+ BiPgi+ yiP&; (6.2-3)

verwendet. Im allgemeinen reicht dieser Ansatz aus, da der exakte Kurvenverlauf durch
Gl. (6.2-3) hinreichend genau approximiert wird.

6.2.2 Nebenbedingungen

Vom Standpunkt des Energieversorgungssystems konnen die einzelnen Kraftwerk-
einspeisungen Pg; nicht beliebig gewdhlt werden, da sie die Netzgleichungen bei vorge-
gebener Last erfiillen miissen. Berticksichtigt man nun, daf3 die Blindleistungs-Einspei-
sungen Qg; die Kostenfunktionen c; nicht beeinflussen, so konnen die 2 n-Netzgleichun-
gen (n = Anzahl der Netzknoten), die als Nebenbedingungen beriicksichtigt werden
miissen, ersetzt werden durch eine einzige Nebenbedingung, die aussagt, daf} die Wirk-
leistungsbilanz im Gesamtsystem gleich Null sein muf}

ng
S (Pg1,Pgs- - -5 Pgn) = ‘ZipGi_PL_PV'—_ 0. (6.2-4)

1=

Die gesamte Netzlast Py ist als Summe der Knotenlasten Py; gegeben

n
P =Y Py; . (6.2-5)

i=1

Dabei erstreckt sich diese Summe iiber alle Netzknoten n.

Da im vorliegenden Zusammenhang die Leitungsverluste Py zunédchst vernachldssigt
werden, reduziert sich Gl. (6.2-4) auf

ng
f(Pg1,sz,. . ,PGnG) = 'E1PGi_PL = 0 . (62-6)
1=

Als weitere Nebenbedingungen sind Ungleichungen zu beriicksichtigen, die durch be-
triebliche Gegebenheiten festgelegt sind. Die Wirkleistungs-Einspeisung eines Kraft-
werkblockes kann nur innerhalb fester Grenzen liegen

Pgi,min < Pgi < Pgi, max - (6.2-7)
Will man auch Netzsicherheitsbedingungen beriicksichtigen, so sind ferner auch die,

Grenzen fiir die Blindleistungen Qg;, der Spannungsbetridge U; sowie die Leitungsbela-
stungen S;; zu beachten.
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6.2.3 Lastverteilung auf zwei Kraftwerk-Einspeisungen
In diesem Abschnitt soll ein einfaches Beispiel bestehend aus zwei Kraftwerk-
Einspeisungen behandelt werden. Es hat den Vorteil, daB die Lésung des Optimie-
rungsproblems geometrisch veranschaulicht werden kann. Das Resultat wird dann im
néchsten Abschnitt auf den allgemeinen Fall mit ng Kraftwerk-Einspeisungen erwei-
tert. Fir ng = 2 lauten die Gln. (6.2-1) und (6.2-6)
- C=c¢1(Pg1) + 2 (Pgy) (6.2-8)
mit der einen Nebenbedingung

S (Pg1,Pg2) = Pg1+Pg,— P =0 . (6.2-9)

Die einzelnen Kostenfunktionen c, resp. ¢, sind jeweils nur Funktionen von Pg; resp.
Pg;. Sie sind in Bild 6.2-2 dargestellt.

A K

F)GZ,mir\

G1

I 1 1
I:>G1,min P1 F>G‘l,qu F)L

Bild 6.2-2 Verlauf der Kostenfunktionen c¢; und ¢, sowie der Nebenbedingung

Mathematisch wird der Losungspunkt M so bestimmt, daB die Kostenfunktion C
nach GIl. (6.2-8) mit der Nebenbedingung (6.2-9) dadurch erweitert wird, da3 man diese
mit dem LAGRANGE-Faktor A multipliziert und zur Kostenfunktion C hinzufiigt; d. h.

' !
C' = ¢y (Pg1) + ¢ (Pgy) — A(Pg1 + Pg,— P1) = min . (6.2-10)

Neben den beiden unbekannten Systemvariablen Pg; und Pg, muf3 man nun auch
den zunéchst unbekannten Faktor A bestimmen. Da alle drei Variablen so gew#hlt wer-
den miissen, daB die in Gl. (6.2-10) formulierte Minimumsbedingung erfiillt ist, kdnnen
die folgenden drei Optimalitdtsbedingungen angegeben werden
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aC’ dCl
_ =0 6.2-11
8C’ _ da _,_, (6.2-111b)
%(I%— = Pg1+Pg—PL=0 . (6.2-12)

Setzt man fiir die einzelnen Kostenfunktionen ¢; die quadratischen Ausdriicke von
Gl. (6.2-3) ein, so fiihren diese Bedingungen auf ein lineares Gleichungssystem beste-
hend aus den drei Gleichungen

pi1+2y1Pgi—A=0
B2+2 y3Pg—A=0 (6.2-13)
Pgi+ Pgy—PL=0

mit den drei Unbekannten Pg;, Pg, und A.

Aus den beiden Gleichungen (6.2-11a) und (6.2-11b) folgt unmittelbar durch Ver-
gleich

dCl/chn = dCz/dP(;z =1. (62-14)

Das bedeutet, daB3 die spezifischen Kosten dcy/dPg; und dc,/dPg, ausgedriickt in
DM/MW h im Optimumspunkt fiir beide Kraftwerke gleich sein miissen. Man nennt
diese spezifischen Kosten auch Inkremental-Kosten, die im Optimum gleich sein miis-
sen. Der LAGRANGE-Faktor A ist wertméfBig durch die Inkremental-Kosten festgelegt.
Graphisch sind die spezifischen Kosten dc;/dPg; durch die Steigung der Kostenfunk-
tion ¢; (Pg;) gegeben. Sie beschreiben den Kostenzuwachs, wenn die Leistung um dPg;
erhoht wird.

6.2.4 Optimale Lastverteilung fiir den allgemeinen Fall

Im allgemeinen Fall muf} Gl. (6.2-11) statt fiir zwei nun fiir ng Gleichungen der Form

oC’
9Pg;

=0 fir i=1,2,...,ng _ (6.2-15)

erfiillt sein. Die durch die Nebenbedingung (6.2-6) mit dem LAGRANGE-Multiplikator
modifizierte Kostenfunktion C’ lautet nun

ng
C' = Cq (PG1)+ Cy (sz)+ s +an(PGnC,)—A' <E1 PGi_PL> . (62-16)
i=

Die Optimalitdtsbedingungen (6.2-15) ergeben nun mit (6.2-16) folgendes lineares
Gleichungssystem bestehend aus ng+ 1 Gleichungen
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o =d(;fi —A=0 fir i=1’2s-"9nG

0Pg; Gi (6.2-17)
aC’ "G
—_— Psi—P; =0

B i§1 Gi—PL

Nimmt man fiir die einzelnen Kostenfunktionen c; quadratische Formen in Pg; an, so
sind die Zuwachskosten dc;/dPg; lineare Funktioen in Pg; (sieche Bild 6.2-3). Die Zu-
wathskosten, die durch den LAGRANGE-Multiplikator A gegeben sind, sind alle gleich
und so zu wihlen, da3 die Summe aller resultierender Einspeisungen den vorgegebenen
Lasten P entspricht.

F)Gi,mctx
A dc;/dPg; Fo1,mox
I |

/

PGng,max

G’. e e e e— e— e— e—

2
=

<

i

Bild 6.2-3 Verlauf der Inkremental-Kosten dc;/dPg; in Abhéngigkeit der Kraftwerk-Einspeisungen Pg;

Sobald die Betriebsgrenzen von Pg; in einem Kraftwerk erreicht sind, wird es fiir die
Optimierung nicht weiter beriicksichtigt. Man setzt die entsprechende Einspeisung auf
den Wert

Pgi= Pgimax 1€Sp. Pgi= PgGi min (6.2-18)

fest und optimiert dann unter der Nebenbedingung

! h :
'Zl Pg; = Py - 'El (PGi,max+PGi,min) . (62'19)
1=

1=

Die linke Summe in Gl. (6.2-19) beinhaltet nur solche Kraftwerke, bei denen die Un-
gleichung (6.2-7) noch nicht verletzt ist; die rechte Summe beinhaltet alle Kraftwerke,
bei denen die Ungleichung (6.2-7) an den Grenzen erreicht ist.

Mit den (ng+1) linearen Bedingungen nach Gl. (6.2-17) kénnen die (ng+1) Unbe-
kannten Pg,, Pg,,.. .»Pgn,, sowie der Wert der Zuwachskosten, der gleich dem
LAGRANGE-Multiplikator A ist, bestimmt werden.
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6.2.5 Numerische Berechnung des Optimums

Zunichst soll kurz an Hand von Bild 6.2-3 eine graphische Lésung diskutiert wer-
den. Ausgehend von der Tatsache, daB die optimale Lésung gleiche Zuwachskosten
dc;/dPg; aller Kraftwerk-Einspeisungen verlangt, wird die optimale Lastverteilung auf
der horizontalen Geraden in Bild 6.2-3 gefunden. Im Sinne eines Ansatzes kann man
somit einen plausiblen Wert fiir den LAGRANGE-Multiplikator A wéhlen und dann die
zugehorigen Einspeisungen Pg; ablesen. Alle Einspeisungen miissen gleich der Summe
der gesamten Last P; sein. Ist diese Bedingung nicht erfiillt, so muf3 ein neuer Wert fiir
A gewidhlt werden, bis die Leistungsbilanz erfiillt ist.

Mit Hilfe eines einfachen Rechenprogramms kann die wirtschaftliche Lastverteilung
in folgenden Schritten erreicht werden.

Schritt 1: Wahl eines Anfangswertes 1© fiir den LAGRANGE-Multiplikator, d.h. die
Zuwachskosten

Schritt 2: Berechnung der einzelnen Kraftwerks-Einspeisungen PQ entsprechend den
Zuwachskosten dc;/dPg;, wie sie in Bild 6.2-3 dargestellt sind. Wahlt man
fiir die Kostenfunktion c¢; die quadratische Form von Gl. (6.2-3), so erhilt
man bei vorgegebenen Zuwachskosten A = dc;/dPg; die entsprechende Ein-
speisung gemif Gl. (6.2-13)

Pg’$=_1_< dei —,Bi> fir i=1,2,...,ng

2y; \ dPg;
=‘21_(A(0)_ﬁi) fir i=1,2,...,ng . (6.2-20)
Vi

Schritt 3: Uberpriifung der Beziehung

ng
Y PQ=Pp . (6.2-21)

i=1

Schritt 4: Falls die Beziehung (6.2-21) nicht erfiillt ist, muB ein neuer Wert 1) gewihlt
werden und das Verfahren ab Schritt 2 wiederholt werden. Bei der Wahl des
neuen Wertes 1) muB natiirlich das Resultat von Schritt 3 beriicksichtigt
werden, indem zu beachten ist

ngG
falls ¥ PQ <P ->AV=2@ 4L A1 mit A1>0 . (6.2-22)

i=1

Diese Vorgehensweise ist in Bild 6.2-4 an Hand eines Netzes mit drei Einspeisungen
graphisch dargestellt.

6.3 Optimale Lastverteilung unter Beriicksichtigung der Netzverluste

Die Leitungsverluste konnen in geographisch kleinen Netzen ohne weiteres vernach-
ldssigt werden. Sie miissen jedoch in groBeren Netzen bei der Optimierung beachtet
werden, da sie hier einen spiirbaren EinfluB auf die wirtschaftliche Lastverteilung ha-
ben. Die Beriicksichtigung der Netzverluste fithrt dazu, daB man die einfache Regel der
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A dci/dPg; Y. P

)\(O)

* Psi

Bild 6.2-4 Graphische Darstellung der wirtschaftlichen Lastverteilung

gleichen Inkremental-Kosten in allen Kraftwerken, wie sie in Abschnitt 6.2 hergeleitet
worden ist, nicht mehr verwenden kann. Im folgenden werden bei den Netzverlusten
nur die Wirkverluste beriicksichtigt.

6.3.1 Optimalititsbedingung

Die optimale Lastverteilung in Netzen mit nennenswerten Ubertragungsverlusten be-
ruht ebenfalls auf der Optimierung der Kostenfunktion (6.2-1). Allerdings muf} anstelle
der einfachen Nebenbedingung (6.2-6) die allgemeinere Nebenbedingung (6.2-4) mit
den Netzverlusten Py benutzt werden. Unter Verwendung des LAGRANGE-
Multiplikators lautet die erweiterte Kostenfunktion C’ in diesem Fall

ng ng .
C’ = E ci(PGl)—A' <' Zl PGl_PL—PV> . (6.3'1)
. 1=

1=

Bei der Herleitung der Optimalititsbedingung wird davon ausgegangen, daB die
Spannungsbetrédge aller Knotenspannungen konstant sind. Durch die Bildung der par-
tiellen Ableitungen in GI. (6.3-1) nach allen Pg; sowie dem LAGRANGE-Multiplikator A
erhélt man die (ng+ 1) Bedingungen fiir die optimale Lastverteilung

0C" _ ¢ ;a0 fur i=1.2,...,ng (6.3-22)
0Pgi dPg; 9Pg; '

] I!G
8 _ ¥ p—P-Py=0 . (6.3-2b)
oA i=1

Damit hat man ein Gleichungssystem, um die ng+ 1 Unbekannten Pgy,. . . » PGn,; SO~
wie A zu bestimmen. Die partiellen Ableitungen dPy/dPg; bezeichnet man als
Inkremental-Ubertragungsverluste. Sie beschreiben die Anderung der Ubertragungs-
verluste Py, wenn die Kraftwerks-Einspeisung Pg; gedndert wird. Die Optimalitadtsbe-
dingung lautet nun von Gl. (6.3-2a) ausgehend
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_ dCi/dPGi
1-9Py/0Pg;

= konst . (6.3-3)

Man nennt diese Optimalitdtsbedingungen die Koordinations-Gleichungen der wirt-
schaftlichen Lastverteilung. Sie konnen numerisch ausgewertet werden, wenn die
Inkremental-Ubertragungsverluste 8 Py/8Pg; bekannt sind. Es ist darauf hinzuweisen,
daB fiir die Bestimmung der Netzverluste Py eine vollstindige Netzberechnung durch-
gefiihrt werden muf}, da erst die Kraftwerk-Einspeisungen und die Lasten iiber die
Netzgleichungen die Bestimmung von Py ermoglichen. Will man diese Berechnung um-
gehen, so ist eine Verlustformel zu entwickeln, die die Bestimmung von Py aufgrund
der Knotenleistungen P;+ j Q; ermdglicht.

Um die Bedeutung der Koordinations-Gleichungen sowie der Verlustformel zu ver-
anschaulichen, wird im nidchsten Abschnitt ein Optimierungsproblem mit zwei Kraft-
werk-Einspeisungen untersucht.

6.3.2 Optimale Lastverteilung fiir zwei Kraftwerk-Einspeisungen
Der Ausgangspunkt fiir die folgenden Uberlegungen ist das in Bild 6.3-2 gezeigte,

zweiknotige Netz mit zwei Kraftwerk-Einspeisungen. Dabei sollen folgende vereinfa-
chende Annahmen getroffen werden.

G1 | | G2

P, #PLz

Bild 6.3-2 Zweiknotiges Netz mit Ubertragungsverlusten

1. Die Leltung wird nur durch eine Langsimpedanz Z; = R +jX beschrieben, wobei
X?> R?gilt. Dies ist fiir Freileitungen im allgemeinen erfiillt.

2. Die Verlustleistung Py ist wesentlich kleiner als die Kraftwerk-Einspeisungen Pg;
resp. Pg, und die Lasten Py resp. Pj,.

3. Es wird angenommen, daB die Spannungsbetrige in beiden Netzknoten gleich grof3
sind: Uy = U, =1,0.

4. Der Spannungswinkel § zwischen den beiden komplexen Spannungen U; und U, soll
so klein sein, daB die Approximationen sind = J und cosd = 1 — §2/2 benutzt wer-
den konnen. Dabei gilt = 6, — 5.

5. Die beiden Generatoren seien beziiglich der Erzeugungskosten identisch und werden
deshalb durch die gleiche Inkremental-Kostenkurve beschrieben
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dCi/dPGi = ﬂi+ 2 Yi PGi . (63-4)

Der Wirkleistungsflu3 P, von Knoten 1 nach 2 resp P,; von Knoten 2 nach 1 ist
durch die folgenden beiden Ausdriicke gegeben, wenn die oben genannten trigonome-
trischen Approximationen unmittelbar benutzt werden (siche auch Gl. (2.4-9))

R 2 X
Pu=Pa=-Pu=p7 g 0724 7 579
‘ (6.3-5)
R 2 X
PusPamPu= o 5w O e ® ’

Die Ubertragungsverluste Py erhilt man als Summe dieser beiden Leistungsfliisse

R 6% .

Py=Py;+Py=—s———
vErRtn = e

(6.3-6)

Somit lassen sich in diesem Beispiel die Inkremental-Verluste d Py /8 Pg; wie folgt be-
stimmen :

8Py _ 8Py 85 _ 2R . 85
8Pgy 00 O8Pg R*+X? 0Pg
8Py OPy 96 2R 30 | (6.3-7)

dPg, 980 dPg; R*+X> 08Pg

Die hier auftretenden partiellen Ableitungen dd/9Pg; fiir i = 1,2 erhilt man aus
Gl. (6.3-5)

0P, R 1) X 17
=l=——: t— 2
0Pg R°+X O0Pgy R°+X“ 0dPg
8Py _,__R 8 X 085 (6.3-8)
0Pg, R2+X2 BPGZ R2+X2 0Pg; -

Damit lassen sich nun die beiden partiellen Ableitungen bestimmen

90 _ R*+Xx?
9Pg; RO+X

fir i=1:4; fir i=2:— . (6.3-9)

Substitution von Gl. (6.3-9) in Gl. (6.3-7) ergibt

aPV=2R—5— fir i=1:4; fir i=2:— . (6.3-10)
0Pg; RotX

Da nach Vereinfachung 1 das Verhéltnis von Leitungsreaktanz zu -widerstand sehr
viel groBer als eins ist, erhdlt man schlielich fiir die gesuchten Inkremental-Verluste

0Py
9Pg;

=i2-§6 fur i=1:4; fir i=2:— . (6.3-11)
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Damit sind die Inkremental-Verluste durch den Spannungswinkel ¢ zwischen den
beiden komplexen Knotenspannungen U; und U, ausgedriickt. Man kann & auch mit
der tibertragenen Wirkleistung P, ausdriicken und so auf die explizite Bestimmung
von ¢ verzichten. Ndherungsweise gilt

Py, = U’XU2 sind = d6/X . (6.3-12)

Da im Knoten 1 die Wirkleistung-Bilanz
PG1—PL1 = P12 (63-13)
gilt, folgt schlieBlich mit Gl. (6.3-12) und (6.3-13) fiir die Inkremental-Verluste

0Py
9 Pg;

= +2RPy;= +2R(Pg1—Pyy) . (6.3-14)

Setzt man diesen Ausdruck in die Optimalititsbedingung ein, erhélt man

aC’
= B1+2y1Pg1 = A(1 -2R(Pg1— Pry)) (6.3-15)
9Pgy
acC’
= fr+2y:Pgy = A(1+2R(Pg1— Ppy)) (6.3-16)
9Pc; .
oC’ 2
YN = Pgy+ Pgy— Pp1— Pra— Py = Pg1+ Pga— Pry— PLa— R(Pgy— PLy)" =0,
(6.3-17)
wobei in der letzten Beziehung von Gl. (6.3-6) in der Form
R 2 _ R oo 52 _ 2
PV:WJ —?5 —RP12—R(PG1—PL1) (6.3"18)
Gebrauch gemacht worden ist; d.h. Gl. (6.3-17) lautet nun
Pgi+ Pgy = P+ Pra+ R(Pgi— PLy)* . (6.3-19)

Mit den nichtlinearen Gleichungen (6.3-15), (6.3-16) und (6.3-19) konnen die drei
Unbekannten Pg;, Pg, und A bestimmt werden.

6.3.3 Verallgemeinerung der Optimalititsbedingungen

Das einfache Beispiel von Abschnitt 6.3.2 hat gezeigt, daf bei Beriicksichtigung der
Ubertragungsverluste bei der optimalen Lastverteilung folgende Eigenschaften auftre-
ten:

1. die einzelnen Generatoren werden mit unterschiedlichen Inkremental-Kosten betrie-
ben;
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2. diejenigen Generatoren, die durch groe Inkremental-Verluste (8 Py /9 Pg;) gekenn-
zeichnet sind, werden mit den geringsten Zuwachskosten dc;/ dPg; betrieben;

3. wihrend die Inkremental-Kosten nur positive Werte annehmen kénnen, kénnen die
Inkremental-Verluste sowohl positive wie auch negative Werte annehmen.

So wie Bild 6.2-3 die verlustlose Optimierung beschreibt, so zeigt Bild 6.3-3 eine gra-
phische Darstellung der Optimierung unter Beriicksichtigung der Ubertragungsverluste
Py . Dabei wird deutlich gemacht, daf fiir die Bestimmung der einzelnen Generatorlei-
stungen Pg; die einzelnen Inkremental-Verluste bekannt sein miissen. Fiir deren Be-
stimmung muf} zuerst untersucht werden, wie die Netzverluste Py in Abhingigkeit der
Aufteilung der Erzeugung Pg; auf die Kraftwerk-Einspeisungen variieren.

pdc;/dP;,
M1-P, /8Py

A13P /aPG,)//V

A1 P . 13Pg;)

O ©
@

PG'

> |

Po1 Foi Pong

Bild 6.3-3 Graphische Darstellung der optimalen Lastverteilung unter Beriicksichtigung der Ubertragungs-
verluste

Die Herleitung einer allgemeinen Verlustformel fiir die Berechnung der Ubertra-
gungsverluste beginnt mit der Uberlegung, daB die Summe aller erzeugten und aller ver-
brauchten Wirkleistungen gleich den Verlusten des Ubertragungsnetzes sein muB; d. h.
man kann unter Beachtung des Vorzeichens die Verluste als Summe iiber alle Netto-
Knotenleistungen bestimmen

Sy=Py+iQy= ¥ §= ¥ UTIF . (6.3-20)
) )

Dabei bezeichnet U; die komplexe Knotenspannung in Knoten i und IT den konju-
giert-komplexen Knotenstrom. Den letzten Ausdruck in Gl. (6.3-20) kann man als ska-
lares Produkt der beiden komplexen Vektoren Uy und I, schreiben. Dabei bezeichnet
der Index k Knoten bezogene GréBen

Py+jOy=U/I} . (6.3-21)

Die Knotenspannungen und -strome Uy resp. Iy sind — wie in Kapitel 2 ausgefiihrt —
iber die Knotenimpedanzmatrix Z, miteinander verbunden
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Uk =Zka . (63-22)
Damit kann Gl. (6.3-21) umgeschrieben werden

Py+iOy= @Z )Ty =1 Z, Ty . ' (6.3-23)

Die letzte Beziehung in Gl. (6.3-23) ergibt sich aus der Tatsache, da3 Zy eine symme-
trische Matrix ist; d.h. Z, = Z§.

Die Knotenimpedanzmatrix Z, ist durch die inverse Knotenadmittanzmatrix
Yy=2Zy ! gegeben. Sie kann als Summe von Real- und Imaginérteil geschrieben werden

ATRARRATY X11*** X1n
Zy=R+)}X=| : I I N (6.3-24)

Int*** Tnn Xn1*** Xnn

Zerlegt man die komplexen Knotenstrome 7; in Wirk- und Blindstrom I,; resp I, so
gilt allgemein

I Iy
Lo=I+ilg=| i | +i| 1] . (6.3-25)
I I

Damit kann nun Gl. (6.3-23) wie folgt geschrieben werden
Py+jQv= W +il) " R+iX)Up—ily) - (6.3-26)
Die Wirkverluste Py sind durch den Realteil gegeben

Py=IIRI,+IXI,+I3RI-13XI, . (6.3-27)

Weil X eine symmetrische Matrix ist, 148t sich leicht zeigen, daB der zweite und vierte
Term in Gl. (6.3-27) gleich sind; d. h. die Verlustformel kann wie folgt geschrieben wer-
den

Py=IIRI,+I3RI, , (6.3-282)
was in ausfiihrlicher Schreibweise zum Ausdruck
n n .
= -21 kZ ik (Ipi I ok + 151 qx) (6.3-28b)
Jj= =

fithrt. Die Bedeutung von Gl. (6.3-28) liegt darin, dafl damit die gesamten Netzverluste
aufgrund der Knotenstrome I, ohne Losung der Netzgleichungen bestimmt werden
kénnen. Normalerweise sind nicht die Knotenstrome sondern die Knotenleistungen be-
kannt; d.h. aus der Beziehung zwischen den Knotenlelstungen, -spannungen und
-strémen werden die Knotenstrome eliminiert. Es gilt

Pi+jQ;= UTI = U pvi—i1q) = Uj(cosd; +jsind)(Ipi—ily) - (6.3-29)
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Die Aufteilung in Real- und Imaginérteil fiir die Knotenstrome I; und I ergibt
somit

Ipi = (1/U;) (P;cos d;+ Q;sin &) (6.3-30a)
Iqi = (I/Ul) (P, sin Ji— Qi CosS 6,) . (63-30b)

Ersetzt man diese Ausdriicke fiir die Strome in den Verlustbeziehungen (6.3-28), so
erhélt man nach kurzer Umrechnung fiir die Verlustformel

L (ax (PPt Q00+ A (QPc— P10 (6.3-31)

wobei die Parameter aj; und g wie folgt definiert sind

rjk

Qix = COS(JJ'—‘ 5]() =Tk
i Yk
(6.3-32)

r; .
.Bjk = JZ, sm(éj— 5]() = rjkéjk .
j Yk

Dabei ist gy die Winkeldifferenz d;— dy, wie sie z. B. mit einer Gleichstrom-Lastfluf3-
berechnung bestimmt werden kann. Uj und Uy sind bezogene GroBen.

Im néchsten Schritt muB3 nun ein allgemeiner Ausdruck fiir die Inkremental-Uber-
tragungsverluste (8 Py/0Pg;) abgeleitet werden. DefinitionsgeméB gilt mit Gl. (6.3-31)

oP n n 9
ap:i = 5k op, Gk PPt 0,00+ B (G P PiQW) (6.3-33)

wobei die Ableitung auf der rechten Seite statt nach Pg; nach P; durchgefiihrt wird.
Dies ist in so fern zuléssig, als daB} P; = Pg;— Py; definiert ist und P;; = konstant ange-
nommen wird. Nimmt man nun an, daB die Ableitungen 9a;/0P;=0 und
9B;x/0P; = 0 sind, so erhélt man fiir die gesuchten Inkremental-Verluste in guter Nihe-
rung unter gleichzeitiger Ausnutzung der Eigenschaft

k=0 und By= — By (6.3-34)

die Beziehung
n
OPy/0Pgi=2 k)_: 1 (Pxaik— QxBix) - (6.3-35)

Damit kann nun die Optimalit4tsbedingung (6.3-3) als System von ng+ 1 nichtlinea-
ren Gleichungen aufgestellt werden. I néchsten Abschnitt wird auf die numerische
Losung dieses Gleichungssystems und damit der Ermittlung der optimalen Lastvertei-
lung eingegangen.



6.3 Optimale Lastverteilung unter Beriicksichtigung der Netzverluste 107

6.3.4 Numerische Berechnung der optimalen Lastverteilung

Die ng Gl. (6.3-3) der Optimalitdtsbedingung sowie die Leistungsbilanz (6.2-4) der

Nebenbedingung definieren die ng optimalen Kraftwerk-Einspeisungen Pg; sowie den
Wert des LAGRANGE-Multiplikators A. Die Berechnung des Optimums ist im Vergleich
zum verlustlosen Fall etwas komplizierter, denn die Optimalitdtsbedingungen enthalten
die Verlustformel, die erst nach einer vollstindigen LastfluBberechnung ausgewertet
werden kann. Das Optimierungsprogramm fiir die Bestimmung der wirtschaftlichen
Lastverteilung unter Beriicksichtigung der Netzverluste hat folgende Struktur:

1.

w

Ausgehend von den fiir die LastfluBberechnung iiblichen Knoten- und Leitungs-
Spezifikationen werden in Abhédngigkeit vom Knotentyp die entsprechenden Gro-
en berechnet und fiir die Losung der Optimalitdtsbedingung bereitgestellt

Referenzknoten: Wirk- und Blindleistung P, resp. Oy
P— U-Knoten: Blindleistung Q; und Spannungswinkel J;
P—Q-Knoten: Spannungsbetrag U; und Spannungswinkel g;

Damit werden die Netzverluste Py auf der Basis von Gl. (6.3-31) sowie die Inkre-
mental-Verluste 8Py /0P, fiir i=1,2,...,ng mit Gl. (6.3-35) bestimmt

. Das nichtlineare Gleichungssystem (6.3-2) kann nun aufgestellt und gelést werden.
. Das Ergebnis aus Schritt 3 ergibt neue Kraftwerk-Einspeisungen Pg;, mit denen das

Verfahren ab Schritt 1 wiederholt werden muf3, bis die Konvergenz des Iterations-
Verfahrens festgestellt wird.
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Aufgaben

Aufgabe 6.1

Fiir ein Energieversorgungssystem soll fiir den verlustlosen Fall die optimale, wirt-
schaftliche Lastverteilung bestimmt werden. Dabei handelt es sich um ein System mit
drei Kraftwerk-Einspeisungen, deren Betriebskosten wie folgt ermittelt worden sind

Kraftwerk 1: ¢; (Pg;) = 0,01 P%;+ 5,0 Pg; + 360
Kraftwerk 2: ¢, (Pgy) = 0,02 P%,+4,0 Pg,+ 300
Kraftwerk 3: c¢; (Pg3) = 0,02 P43+ 3,0 Pg3+200 .

Die gesamte, zu versorgende Last betrdgt P; = 975 MW. Fiir die Bestimmung der
wirtschaftlichen Lastverteilung ist eine graphische Losung anzugeben.

a) Wie groB sind im optimalen Betriebspunkt die Wirkleistungs-Einspeisungen der drei
Kraftwerke und wie groB sind die Inkremental-Kosten in diesem Fall?

b) Wie hoch sind in diesem Fall die drei Einzel- sowie die Gesamtkosten fiir die Strom-
erzeugung im optimalen Betriebspunkt?

c) Wie hoch sind dazu im Vergleich die Kosten, wenn die gesamte Last Py gleichméiBig
auf die drei Kraftwerks-Einspeisungen verteilt wiirde?

Aufgabe 6.2

Bild U 6.2-1 zeigt ein Netz mjt zwei Kraftwerk-Einspeisungen, die iiber eine Leitung
miteinander verbunden sind.

Po1 Ps2

PLZ' ClLZ'—'O

Bild U6.2-1 Zweiknotiges Netz mit zwei Kraftwerk-Einspeisungen

In Knoten 2 ist eine Last Py, zu versorgen. Die Ubertragungsleitung hat 10% Verlu-
ste; d.h. bei 100 MW iibertragener Leistung ist mit 10 MW Verlusten zu rechnen. .

a) Gesucht ist die Lastaufteilung auf die beiden Einspeisungen, wenn der LAGRANGE-
Multiplikator A = 6,00 DM/MW h vorgegeben wird. Die Inkremental-Kosten der
beiden Einspeisungen sind durch

dcy/dPg = 0,007 Pgy+ 4,10 DM/MW h
dCz/dPGZ = 0,014 P02+ 4,60 DM/MW h

gegeben. Die in Knoten 2 zu versorgende Last Py, ist aus A und Py zu bestimmen.
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b) Mit welchen Kostendnderungen ist zu rechnen, wenn die Ubertragungsverluste bei
der optimalen Lastaufteilung zunichst vernachlissigt und dann beriicksichtigt wer-
den? Dabei soll mit der in Aufgabe a) berechneten Last gearbeitet werden.

Aufgabe 6.3

Ausgehend von dem in Bild U 6.3-1 dargestellten Netz mit fiinf Knoten und 7 Lei-
tungen ist mit Hilfe e@pes Rechenprogramms die wirtschaftliche Lastverteilung unter
Beriicksichtigung der Ubertragungsverluste zu ermitteln.

. N | 5

Bild U6.3-1 Fiinfknotiges Netz zur optimalen Lastverteilung

Die Leitungsdaten sind aus Tabelle 6-1 und die Knotendaten aus Tabelle 6-2 zu
entnehmen.

Tabelle 6-1 Leitungsdaten

Anfangsknoten Endknoten R X wC/2 ﬁ‘iﬁ‘l‘—
1 2 0,0408 0,3146 0,0740 1200
1 3 0,0308 0,2375 0,0558 1200
1 4 0,0417 0,3216 0,0756 1200
2 3 0,0237 0,1824 0,0429 1200
2 5 0,0364 0,2808 0,0660 1200
3 5 0,0178 0,1369 , 0,0322 1200
4 5 0,0571 0,4401 0,1035 1200

Tabelle 6-2 Knotendaten

Knoten Knotentyp Last . U-Betrag Generator
MW MVar

1 U-6 230 0 1,05 ja

2 P-Q 200 130 unbekannt nein

3 P-U 165 42 1,02 ja

4 P-Q 170 28 unbekannt nein

5 P-U 210 76 1,02 ja

Die Blindleistungsgrenzen sind mit Qp, = —200 MVAr und Qpax = 200 MVAr an-
zusetzen. Als BezugsgréBen sollen Sg = 100 MVA und Up = 138 kV verwendet werden.



6 Wirtschaftliche Lastverteilung

In das Netz speisen 3 Generatoren an den Knoten 1, 3 und 5 ein. Die Kostenkurven
der drei Kraftwerke sind aus Aufgabe 6.1 zu entnehmen. Dabei entspricht der Genera-
tor an Knoten 1 der Kostenfunktion c;, derjenige an Knoten 3 der Kostenfunktion c,
. und derjenige an Knoten 5 der Kostenfunktion c3.

Als Startwerte fiir die iterative Lésung der Netzoptimierung ist von einer gleichméfi-
gen Verteilung der Last auf die drei Kraftwerks-Einspeisungen auszugehen.
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7 Symmetrische Kurzschluf}-Strom-Berechnung

7.1 Einleitung

Die Berechnung symmetrischer Fehler (dreipoliger Kurzschluf}) in einem Drehstrom-
system spielt bei der Netzausbauplanung wie auch bei der Betriebsplanung eine wichti-
ge Rolle. Der dreipolige Kurzschlufl wird durch eine leitende Verbindung der drei Leiter
gegen Erde verursacht. Er fiihrt von allen méglichen Fehlern immer zum gréf3iten Feh-
lerstrom. Seine Kenntnis ist in zweierlei Hinsicht wichtig:

— Die Abschaltleistung der Leistungsschalter muf3 so bemessen sein, daf in jedem Be-
triebszustand eine sichere Unterbrechung der moglichen Fehlerstrome gewahrleistet
wird.

— Die zuverlissige Einstellung der Netzschutzeinrichtungen erfordert die Kenntnis der
Fehlerstrome, um sowohl amplituden- wie auch zeitgerecht reagieren zu kénnen.

Im Gegensatz zu den bisherigen Netzberechnungen wird in diesem Kapitel kein sta-
tiondrer Betriebszustand berechnet. Vielmehr ist das Ziel der Kurzschluf3-Strom-Be-
rechnung die Bestimmung der Fehlerstrome. Dabei wird jedoch nicht deren zeitlicher
Verlauf als Losung einer Differentialgleichung bestimmt. Fiir einen bestimmten Zeit-
punkt, z.B. 3 bis 6 Perioden, d.h. 60- - -120 ms, nach Auftreten des Fehlers wird der
KurzschluBBstrom mit Hilfe algebraischer Gleichungen, die auf der Netzwerktheorie be-
ruhen, berechnet. Von grof3er Bedeutung sind ferner der Anfangs-Kurzschluf3strom 7’
sowie der stationdre Kurzschluf3strom 7.

Die Berechnung symmetrischer KurzschluB3fehler basiert auf der einphasigen Darstel-
lung des Drehstromsystems. Somit konnen die in Kapitel 2 vorgestellten Modelle fiir
die Betriebselemente elektrischer Energieversorgungssysteme verwendet werden. Im
nichsten Kapitel werden unsymmetrische Fehler, wie z.B. der einpolige Erdkurz-
schluB3, mit Hilfe der symmetrischen Komponenten behandelt. Bei symmetrischen,
dreipoligen Fehlern kann stets mit dem Mitsystem allein gearbeitet werden.

Falls die KurzschluBimpedanz Zf an der Fehlerstelle zwischen dem Leiter und Erde
gleich Null ist, spricht man von einem satten Kurzschlufl. Im allgemeinen Fall ist je-
doch Zf#0, da der im KurzschluBfall auftretende Lichtbogen einen bestimmten
Widerstand hat.

In den nichsten beiden Abschnitten werden zwei Moglichkeiten zur Berechnung des’
Kurzschlufistromes behandelt. In Abschnitt 7.2 wird ein Ersatzschaltbild hergeleitet,
das den Synchrongenerator und -motor im Kurzschluf3fall beschreibt. Zusammen mit
der Netzreaktanz kann damit fiir einfachere Félle der Kurzschluf3strom berechnet wer-
den. Die zweite Berechnungsart basiert auf dem Netzwerktheorem der Ersatzspan-
nungsquelle nach THEVENIN. Sie wird in Abschnitt 7.3 vorgestellt. Sie bildet die Vor-
aussetzung fiir die allgemeine Vorgehensweise zur KurzschluB-Strom-Berechnung mit
Hilfe der Knotenimpedanzmatrix, die in Abschnitt 7.5 behandelt wird.
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7.2 Kurzschlufl-Strom-Berechnung mit Ersatzschaltung

7.2.1 Leerlaufender Synchrongenerator

Fiir die Berechnung des symmetrischen KurzschluBstromes mit Hilfe algebraischer
Gleichungen ist zu beachten, dafl der Synchrongenerator nicht mit Hilfe einer konstan-
ten Maschinenreaktanz modelliert werden kann. Bild 7.2-1 zeigt den typischen Verlauf

eines Kurzschluflstromes, der an den Klemmen eines Drehstromgenerators gemessen
worden ist. :

T Kurzschluf-Strom

2\/7_%‘ | Subtransienter Anteil
X / u i i

\ Transienter Anteil

\

( Gleichstromanteil

\ \
I E ,KK

YET#’
A

~
-
[
el —
Dg’
:‘:>1
N
IS
a
L]

00 e

Unsymmetrie wegen
Gleichstromanteil

Bild 7.2-1 Zeitlicher Verlauf des Kurzschlu-Stromes mit eingezeichneten Hiillkurven
— Anfangs-Kurzschlu3-Wechselstrom (subtransienter Anteil) I}’

— Transienter KurzschluB-Wechselstrom 7

— Anfangswert des Gleichstromes 4 ~|/2 I’

— Dauerkurzschluf3-Strom I

Zu beachten ist, dal wegen des Gleichstromanteiles zundchst kein natiirlicher Stromnulldurchgang auftritt,
so daf} der Fehlerstrom nur verzégert abgeschaltet werden kann

Betrachtet man zunéchst Fehler, die bei leerlaufendem Generator auftreten, so erhilt
man unmittelbar nach Auftreten des Kurzschlusses fiir den Anfangs-Kurzschlu3strom,
der auch als subtransienter Kurzschlustrom bezeichnet wird,

[\ =E§/i Xy . (7.2-1)
Dabei ist £ die vor dem Fehler vorhandene, stationére Polradspannung, die ja mit

der Leerlaufspannung an den Maschinenklemmen iibereinstimmt. Die subtransiente
Maschinenreaktanz X}’ ist durch die Bauform des Generators bestimmt.
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GemaB Bild 7.2-1 ist I} der Effektivwert des Kurzschlustromes im Augenblick, in
dem der KurzschluB3fehler auftritt (¢ =0). StoBkurzschluf3-, Ausschaltwechsel- und
DauerkurzschluB3strom werden mit Hilfe von Faktoren, die in den VDE Vorschriften
0102 resp. 0530 festgelegt worden sind, berechnet. Fiir weitere Einzelheiten wird auf
diese Vorschriften verwiesen.

Im Zeitpunkt 3 bis 6 Perioden nach Auftreten des Fehlers hat sich I}’ auf den Wert
des transienten Kurzschluf3stromes

I,=EY/i X} | (7.2-2)

verringert. Dabei ist X} die transiente Maschinenreaktanz. Schlie8lich lautet der sich
einstellende stationidre Fehlerstrom, der natiirlich vorzeitig abgeschaltet werden mufl,
wenn Zerstorungen verhindert werden sollen,

Ik=EY/iX4 . (7.2-3)

Dabei ist X, die Langsreaktanz des Generators.

Befindet sich der Fehlerort F unmittelbar in der Ndhe des Synchrongenerators, so ist
der EinfluB der zeitlich sich andernden Maschinenreaktanzen mafligebend. Je weiter der
Fehlerort F vom Synchrongenerator entfernt ist, um so geringer ist dieser Einfluf}, da
nun die Netzreaktanz dominiert. Fiir die Berechnung der Fehlerstrome sind im Nenner
der Gln. (7.2-1) bis (7.2-3) zu den Maschinenreaktanzen die Netzimpedanzen Zy, die
zwischen Maschine und Fehlerort Fsind, zu addieren. Dadurch lautet der Ausdruck fiir
den Anfangs-KurzschluB3strom

=0
Iy = _Bs_ | (7.2-4)

JXd +2Zn

Die Bestimmung der Netzimpedanz Zy beruht auf der Stern-Dreieck-Umwandlung
sowie der Zusammenfassung von Parallel- und Reihenschaltungen der Impedanzen, die
das Netz zwischen Generator und Fehlerstelle beschreiben. Der damit verbundene Auf-
wand ist fiir gré6Bere, vermaschte Netze betrachtlich, so da3 dann die systematische
Vorgehensweise nach Abschnitt 7.5 vorzuziehen ist.

Tabelle 7-1 enthilt typische Werte in bezogener Darstellung fiir die bisher genann-
ten Synchrongenerator-Reaktanzen.

Tabelle 7-1 Synchronmaschinen-Reaktanzen fiir Fehlerstromberechnungen

Reaktanz Turboldufer Wasserkraft- Synchronmotor
generator
langsam schnell
X4 1,15 1,00 1,00 0,80
Xi 0,15 0,30 0,35 0,30
X{ 0,10 0,20 0,20 0,18

7.2.2 Allgemeiner Belastungszustand

Die bisherigen Uberlegungen miissen nun dahingehend verallgemeinert werden, daf3
vor Auftreten des KurzschluBfehlers ein beliebiger Belastungszustand angenommen
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werden kann. Dadurch wird die Klemmenspannung des Synchrongenerators Ug nicht
mehr mit der Polradspannung E° phasengleich sein. Fiir die Berechnung des Fehler-
stromes Iy’ wird von der in Bild 7.2-2 gezeigten Ersatzschaltung ausgegangen.

Fehlerstelle

@ } Netz r; Last Cl)

I
r
Y
<

iXy ZN
- -

®
TS

O
v

Bild 7.2-2 KurzschluB3-Strom-Berechnung

a) Anlagenbild

b) Ersatzschaltbild vor Fehler

¢) Ersatzschaltbild fiir Kurzschluf3, sobald Schalter S geschlossen ist

Der stationére Betrieb vor Auftreten des Fehlers an der Fehlerstelle F wird durch den
Laststrom I} und die Spannung U; gekennzeichnet (s. Bild 7.2-2b). Das zwischen dem
Generator und der Last befindliche Ubertragungsnetz wird durch die Impedanz Zy, be-
schrieben. Die Last wird durch die Impedanz Z; dargestellt.

Die Ersatzschaltung fiir die Berechnung des Anfangs-KurzschluBwechselstromes
zeigt Bild 7.2-2c. Der dreipolige KurzschluB3 wird durch SchlieBen des Schalters S dar-
gestellt. Die Fehlerimpedanz Z modelliert den Lichtbogenwiderstand. Die Polradspan-
nung E{ errechnet sich aus dem Laststrom i, vor Auftritt des Fehlers sowie der sub-
transienten Generatorreaktanz X§' und der Generatorklemmenspannung Ug gemiB
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E=Ug+iX{ I . (7.2-5)

Dabei wird deutlich, daB der Wert von E¢ durch den Laststrom vor Auftreten des
Fehlers bestimmt ist. Insofern spielt die Vorbelastung fiir die Berechnung des Kurz-
schluBstromes eine wichtige Rolle. Im Gegensatz dazu beschreibt die stationére Polrad-
spannung E% jeden beliebigen, stationidren, ungestorten Betriebszustand unabhéngig
von der GroBe des Laststromes I} .

Ist die Berechnung des Kurzschluf3stromes im transienten Zeitbereich von Interesse,
so ist in Bild 7.2-2 anstelle der subtransienten Polradspannung E;’ mit der transienten
Polradspannung EG zu arbeiten; sie ist durch die Beziehung

EL5= Ug+j X4l (7.2-6)

vorgegeben.

Vergleicht man dieses Ergebnis mit demjenigen von Abschnitt 7.2-1, so stellt man
fest, daB fiir die Berechnung des KurzschluB3stromes im allgemeinen Betriebszustand
die Parameter des Generatorersatzschaltbildes vom Lastzustand abhéngig sind.

7.2.3 Synchronmotoren

Synchronmotoren haben dhnliche Reaktanzen wie Generatoren (siche Tabelle 7.2-1).
Im Kurzschluf3fall nimmt der Synchronmotor keine Leistung mehr auf; die rotierende
Energie und die elektromagnetische Feldenergie bewirken eine Leistungseinspeisung
vom Motor in das Netz. Die entsprechenden Beziehungen fiir die Ersatzschaltungen
von Synchronmotoren lauten fiir den Anfangs-Kurzschluf3strom

Eiyj= Un—j X1 (7.2-7)
resp. fiir den transienten Zeitbereich
Ei= Un—jXily . (7.2-8)

Dabei ist Uy, die Klemmenspannung und I; der Laststrom vor Auftreten des Fehlers.
X und X sind die wirksamen Motorreaktanzen im Fehlerfall fiir den jeweiligen Zeit-
bereich. Ej{j beschreibt die Ersatzspannungsquelle fiir den subtransienten Fehlerstrom,
E}4 diejenige fiir den transienten Fehlerstrom.

7.3 Satz von THEVENIN

Durch die Anwendung des Satzes von THEVENIN ist es moglich, im Kurzschluf3fall
eine dquivalente Netzdarstellung zu finden, die fiir die Berechnung des Fehlerstromes
I} gut geeignet ist. Die Spannungs- und Stroménderungen m einem Netzwerk, die
durch Einfiigen einer Impedanz (hier der Fehlerimpedanz Z f) zwischen zwei Netz-
knoten hervorgerufen wird, sind mit den Anderungen identisch, die durch eine mit der
Impedanz in Reihe geschalteten Ersatzspannungsquelle hervorgerufen werden, wenn
die Ersatzspannungsquelle dem Betrage und Vorzeichen nach dem Spannungswert ent-
spricht, der vor dem Einfiigen der Fehlerimpedanz Z f zwischen den beiden Netzknoten
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bestanden hat. Gleichzeitig miissen alle iibrigen aktiven Spannungsquellen im Netz in-
aktiv gemacht werden.

Wendet man dieses Netzwerktheorem auf das in Bild 7.2-2 gezeigte Netz an, so stellt
man fest, daf} die einzufiigende Ersatzspannungsquelle den Betrag U; haben muf3. Die
dquivalente Netzimpedanz Z,, die von der Fehlerstelle F aus im Fehlerfall gesehen
wird, betriagt

Z,= InHIXDZy | (7.3-1)
ZN+JX{1’+ZL )

Die dquivalente Impedanz Z, errechnet sich somit aus der Parallelschaltung von Z;
und (Zn+j XY).

Bild 7.3-1 zeigt das mit dem Satz von THEVENIN berechnete Ersatzschaltbild fiir die
Bestimmung des Anfangs-KurzschluBstromes I}'.

Z4 1f Fehlerstelle F
- >

UL Al

Bild 7.3-1 Aquivalentes Netz fiir die KurzschluBBstromberechnung gemaf Bild 7.2-2

Damit kann der AnfangskurzschluBstrom IT an der Fehlerstelle F berechnet werden

= —_—UL_—f : (7.3-2)
Za+ Z
Es ist zu beachten, daf} fiir die Bestimmung des subtransienten KurzschluBstromes
[’ der Wert I™, der mit dem Satz von THEVENIN berechnet worden ist, um den stationi-
ren Betriebsstrom vor Auftreten des Kurzschlusses vergrof3ert werden muf.

Wenn der transiente Fehlerstrom I berechnet werden muf}, dann ist in GI. (7.3-1)
nicht mit der subtransienten Maschinenreaktanz, sondern mit der transienten Reaktanz
X zu arbeiten.

Wie bereits erwdhnt, muf} der gesamte KurzschluBstrom als Uberlagerung des statio-
nidren Betriebsstromes sowie des Fehlerstromes /T nach dem Satz von THEVENIN be-
stimmt werden

I =I"+I; resp. I,=I"+1; . (7.3-3)

Der Betrlebsstrom I ist normalerweise im wesentlichen ein Wirkstrom, wihrend der
Fehlerstrom /' ein betragsmiBig viel groBerer Blindstrom ist. Entsprechend Bild 7.3-2
ergibt deshalb die Anwendung des Uberlagerungssatzes nur eine geringere Vergrofe-
rung des Fehlerstromes. Fiir viele praktische Anwendungen rechnet man nur mit dem
Fehlerstrom 7.
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Betriebsstrom Gesamter Anfangs-
vor dem Fehler kurzschlufiwechsel -
I strom |-,
I

|
1"
Anfangskurzschlufl-Strom
nach dem Satz von Thevenin

Bild 7.3-2 Anwendung des Uberlagerungssatzes zur Bestimmung des gesamten KurzschluBstromes Iy

Aus diesen Uberlegungen geht deutlich hervor, daB fiir die Anwendung des Satzes
von THEVENIN die Spannung U; am Fehlerort vor Auftreten des Kurzschlusses berech-
net werden muB. Fiir die praktische Durchfithrung der Fehlerstromberechnung wird
aus Griinden der Vereinfachung U; durch die um einen Faktor ¢ > 1 vergrof3erte Nenn-
spannung Uy am Fehlerort ersetzt. Nach VDE 0102 gilt = 1,1.

7.4 Kurzschluf}-Leistung

Um die Auswirkung eines dreipoligen Kurzschlusses auf ein Netz numerisch bestim-
men zu kénnen, benutzt man oft den Begriff der Kurzschlu3-Leistung. Damit erhélt
man ein MaB a) fiir den Spannungseinbruch im Netz und b) fiir die Beanspruchung von
Schaltern und anderen Netzelementen im Kurzschluf3fall.

Die bezogene Anfangs-KurzschluB-Leistung eines Netzknotens ist definiert als

Si'=U.I . (7.4-1)

Dabei ist Uy der bezogene Spannungsbetrag an der Fehlerstelle F vor Auftreten des
Kurzschlusses und 7}’ der bezogene Betrag des Anfangs-Kurzschlufistromes.
Die transiente Kurzschluf3-Leistung ist entsprechend als

St= UL (7.4-2)

definiert.

Die Kurzschluf3-Leistung kann sowohl entsprechend Abschnitt 7.2 mit Hilfe der Er-
satzschaltungen fiir die Synchronmaschinen wie auch mit dem Satz von THEVENIN
nach Abschnitt 7.3 bestimmt werden.

Da die dquivalente Netzimpedanz Z, im wesentlichen induktiv ist, ist die KurzschluB-
Leistung vorwiegend eine induktive Blindleistung. Sie ist wie der Kurzschlu3strom we-
gen der zeitabhingigen Maschinenreaktanzen im allgemeinen Fall nicht konstant. Die
Annahme eines starren Netzes, in dem sich die Spannung im Kurzschluf3fall nicht &n-
dert, bedeutet, daB die KurzschluB-Leistung unendlich groB ist. Die zuléssige maximale
KurzschluB3-Leistung ist fiir jede Spannungsebene durch die Schaltertechnologie vorge-
geben. Im 380 kV Netz betrédgt sie rund 50 GVA.
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7.5 Digitale Kurzschlufl-Strom-Berechnung
7.5.1 Problemstellung

Es wurde bereits darauf hingewiesen, daB die Berechnung der symmetrischen Kurz-
schluBstrome nur in einfachen Fillen mit den in den Abschnitten 7.2 und 7.3 behandel-
ten Verfahren durchgefiihrt werden kann. Fiir grofere Netze ist die Entwicklung eines
digitalen Rechenprogramms unbedingt erforderlich, um rasch und genau die Fehler-
strome und KurzschluB-Leistungen an beliebigen Fehlerstellen im Netz berechnen zu
koénnen. ' '

Um die folgenden Uberlegungen moglichst iibersichtlich zu gestalten, werden die
mathematischen Zusammenhénge zur Berechnung eines dreipoligen Kurzschlusses zu-
niachst an Hand des in Bild 7.5-1 gezeigten dreiknotigen Netzes erldutert. Dabei ent-
spricht die Einspeisung in Knoten 1 einem Kraftwerk, wahrend durch G2 in Knoten 2
die Einspeisung aus einem Nachbarnetz dargestellt werden soll.

61 Netz(G2)

Bild 7.5-1 Dreiknotiges Testnetz fiir die KurzschluBberechnung in Knoten 3

Aufbauend auf den fiir dieses Beispielnetz gewonnenen Ergebnissen wird das Ver-
fahren zur KurzschluB3strom-Berechnung danach verallgemeinert.

Der Netzzustand im stationdren, ungestérten Betriebszustand ist durch die Lésung
der LastfluBgleichungen, wie sie in den Kapiteln 2 und 3 behandelt worden sind, gege-
ben. Nun soll in Knoten 3 ein symmetrischer, dreipoliger Kurzschluf3 auftreten. Um das
Ausschaltverhalten des Leistungsschalters und die Einstellung der Schutzeinrichtung
richtig zu spezifizieren, sollen fiir den transienten Zeitbereich, d.h. drei bis vier Peri-
oden nach Auftreten des Fehlers folgende Gréf3en bestimmt werden:

— Transienter Kurzschluf3strom I; an der Fehlerstelle in Knoten 3
— Transiente KurzschluB3-Leistung Sg
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— KurzschluBstrome auf den zum KurzschluBort fithrenden Leitungen
— Die Spannungsbetridge in den Knoten 1 und 2.

7.5.2 Netzmodell fiir symmetrische Fehlerstromberechnungen

Die einphasige Netzdarstellung des zu untersuchenden 110 kV Testnetzes ist in
Bild 7.5-2 dargestellt. Die drei Ubertragungsleitungen sind je 50 km lang mit der
Léangsimpedanz Z; = j 0,1 in der bezogenen Darstellung. Die Basisleistung ist 50 MVA
und die Basisspannung 110 kV. Die Querglieder werden vernachléssigt.

Bild 7.5-2 Ersatzschaltung fiir das dreiknotige Testnetz

Jede Netzeinspeisung wird entsprechend Abschnitt 7.2 durch eine Spannungsquelle
hinter einer Reaktanz dargestellt. Dazu benutzt man fiir die Generatordarstellung die
transiente Reaktanz X}, wéhrend fiir die Netzeinspeisung die Netzimpedanz Zy ver-
wendet werden muf}. Die Transformatoren werden durch die als bekannt vorausgesetz-
ten Kurzschluf3-Impedanzen modelliert. Es gelten folgende Werte in der bezogenen
Darstellung

Element Nennleistung Reaktanz

Generator 1 2,0 transiente Reaktanz Xj = 0,1
Transformator 1 2,0 Kurzschlufireaktanz X, = 0,05
Netzeinspeisung 4,0 Netzreaktanz X} = 0,05

Transformator 2 4,0 Kurzschlu3reaktanz X = 0,025
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Die Lasten in Knoten 1 und 3 werden durch folgende bezogenen GréBen vorgegeben
S11=10+j0,5 und §;,=0,5+j0,0 .

Nimmt man an, da3 die Spannungsbetrége in diesen beiden Knoten gleich 1,0 (d. h.
gleich Nennspannung) sind, so kann man die Lasten einfach durch folgende Lastadmit-
tanzen darstellen. Mit der Beziechung

S=P+jQ=Ur*=Y*U* - (7.5-1)

erhélt man unmittelbar fiir die oben spezifizierten Lasten ¥;; =1—j 0,5 und Y13=0,5.

Fiir die weiteren Uberlegungen wird mit diesen Admittanzen gearbeitet; d.h. man
nimmt an, daf} sie spannungsunabhéngig sind. Bild 7.5-2 zeigt die einphasige Ersatz-
schaltung als Ausgangspunkt fiir die Fehlerstromberechnung.

Zusammenfassend gelten in Bild 7.5-2 folgende numerischen Werte:

Generator 1: Transiente Reaktanz Xj§; = 0,1

Transformator 1: Kurzschlufireaktanz X,; = 0,05
Generator 2: Transiente Reaktanz X}, = 0,05
Transformator 2: KurzschluBBreaktanz X, = 0,025

Leitungsreaktanzen: Zy_,=2Z;_3=2Z,_3=j0,1
Admittanzen der

Leitungskapazitdten: Y./2 =j0,02 n
Lastadmittanzen: Yi1=1-j0,5 Yi3=0,5

7.5.3 Berechnung des stationiren Netzzustandes

Nach den Spezifikationen der Lasten und der Einspeisung in Knoten 2 kann nun mit
den in Kapitel 3 und 4 behandelten Methoden eine LastfluBberechnung durchgefiihrt
werden, um so alle Knotenspannungen und Leitungsstréme vor Auftreten des Fehlers
berechnen zu kénnen. Das Ergebnis dieser Berechnung ist das vollstdndige Spannungs-
profil, das durch den folgenden Spannungsvektor U gegeben ist

vdi= |09 . (7.5-2)

In vielen praktischen Féllen wird man auf diese exakte Bestimmung des Spannungs-
profiles verzichten und folgende beiden wichtigen Vereinfachungen verwenden:

a) alle Knotenspannungen werden gleich der Nennspannung oder gleich der um den
Faktor o vergroflerten Nennspannung gesetzt (d. h. gleich 1,0 in der bezogenen Dar-
stellung)

b) alle Betriebsstrome vor dem Auftreten des Fehlers werden zu Null angenommen, da
sie im Vergleich zum Fehlerstrom viel kleiner sind.

Die zweite Voraussetzung impliziert die Annahme, daB in Bild 7.5-2 nicht nur die

Queradmittanzen der Leitungen, sondern auch die Lastadmittanzen vernachléssigt
werden.
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Die Anderungen der Strome, die durch den Kurzschlu3 hervorgerufen werden, wer-
den im wesentlichen durch die induktiven Langsimpedanzen der Leitungen bestimmt.
Bei Impedanzwerten in der GroBenordnung von 0,1 erhilt man Stréme in der GréBen-
ordnung von 10. Wéhrend die Stréme vor dem KurzschluB vorwiegend Wirkstréme
sind, sind sie nach dem Auftreten des Kurzschlusses vorwiegend induktive Blind-
strome. Den gesamten Fehlerstrom Iy nach dem Kurzschluf3 erhilt man als vektorielle
Summe zweier um 90° gegeneinander phasengedrehter Stréme entsprechend Bild 7.3-2.
Dabei zeigt sich, dafl der Gesamtstrom I} nach Auftreten des Fehlers ungefiahr gleich
der grofiten Komponente der vektoriellen Summe ist; d.h. mit anderen Worten, daB3
der Betriebsstrom vor Auftreten des Fehlers vernachlidssigt werden kann. Bild 7.5-3
zeigt das aufgrund dieser Uberlegungen vereinfachte Netz, das fiir die weiteren Kurz-
schluBberechnungen verwendet wird. Somit kann im folgenden die Approximation
I, =If benutzt werden.

Bild 7.5-3 Vereinfachtes Netzmodell fiir die KurzschluBberechnung ohne Vorbelastung

7.5.4 Anwendung des THEVENIN-Theorems

Nun werden die im Netz auftretenden Strom- und Spannungsinderungen berechnet,
die durch den dreipoligen Kurzschluf3 in Knoten 3 hervorgerufen werden. Sie kénnen
mit dem Satz von THEVENIN dadurch berechnet werden, daB3 in Knoten 3 eine Span-
nungsquelle U = 1,0 in Reihe mit der Fehlerimpedanz Z zur Nachbildung des Licht-
bogenwiderstandes eingefiigt wird. Entsprechend Bild 7.5-4 wird jedoch im folgenden
mit einem satten KurzschluB, d.h. Zf=0, gearbeitet. Alle tibrigen Spannungsquellen
sind inaktiv zu machen.

An dieser Stelle ist es zweckmiBig, den Fehlerstromvektor I{ einzufithren. Seine Di-
mension ist durch die Anzahl der Netzknoten vorgegeben. Entsprechend der Annahme,
daf} der Fehler in Knoten 3 auftritt, lautet der Fehlerstromvektor fiir den vorliegenden
Fall

If=| 0 | . (7.5-3)

Demnach besteht der Vektor If aus Nullelementen lediglich im Fehlerknoten ist der
zunéchst noch unbekannte Fehlerstrom I3 mit negativem Vorzeichen einzusetzen. Der
Wert von I3 wird in Abschnitt 7.5.5 berechnet.



124 7 Symmetrische Kurzschluf3-Strom-Berechnung

Bild 7.5-4 Berechnung der Strom- und Spannungsidnderungen mit dem Satz von THEVENIN

Die von der Ersatzsp_e_mnungsquelle verursachten Knotenspannungen werden als
THEVENIN-Spannungen U; bezeichnet und im Vektor U T zusammengefaBt

Ur= | U3 | =Zk . (1.5-4)

Entsprechend Gl. (7.5-4) lassen sich die THEVENIN-Spannungen U T aus dem Strom-
vektor If und der Knotenimpedanzmatrix Z; berechnen. Diese 148t sich durch Matri-
zeninversion aus der Knotenadmittanzmatrix ¥ bestimmen

Z, =Y. (7.5-5)
Es ist der Vollstindigkeit halber darauf hinzuweisen, daf} es leistungsfdahige, numeri-

sche Verfahren gibt, um die Knotenimpedanzmatrix Z, direkt ohne Matrizeninversion
aufzustellen.

7.5.5 Uberlagerungssatz

Fiir die Bestimmung der gesamten Kurzschlugréfien miissen die Ergebnisse von Ab-
schnitt 7.5.4 und 7.5.3 addiert werden. Allgemein gilt fiir die Knotenspannungen im
Fehlerfall

vi=00+z 1l =U%+UT . (7.5-6)

Dabei ist UQ der Vektor aller Knotenspannungen im ungestdrten Zustand und Uy
der THEVENIN-Spannungsvektor gemaf Gl. (7.5-4).

Mit Gl. (7.5-6) kann nun der bisher unbekannte Fehlerstrom f§ berechnet werden, da
zusitzlich zu den Spannungsgleichungen (7.5-6) noch folgende Beziehung gilt

Ui=2'15 . (1.5-7)
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Da ein satter Kurzschlufl angenommen worden ist, gilt U § =0und Zf= 0. Damit hat
man noch eine zusitzliche Bestimmungsgleichung, um die beiden Fehlerspannungen
Ut und Uf sowie den Fehlerstrom 1 ! berechnen zu konnen. Durch den Ubergang zur
Komponentenschreibweise erhdlt man

- Ui=U09-2;s15
U= U3- 215 (7.5-8)
U5=0=U3-2:;15 .
Dabei bezeichnet z;; das (i, j)-te Element der Knotenimpedanzmatrix Z,. Daraus
folgt unmittelbar fiir den Fehlerstrom I3
=037, (7.5-9)
sowie die Spannung in Knoten 1 und 2
o5 = 9= 229
Z33
(7.5-10)
0i-03-2.09 .
233

Nun lassen sich die Fehlerstrome auf den Leitungen mit den Fehlerspannungen und
den Leitungsldngsimpedanzen Z;; berechnen. Allgemein gilt

i~ U
Z;

(sl

Iij =

(7.5-11)

Um das Belsplelnetz dieses Abschnittes nun doch numerisch durchrechnen zu koén-
nen, muf} zunéchst die Knotenimpedanzmatrix Z, bestimmt werden. Fiir die Knoten-
admittanzmatrix Y, gilt zunidchst mit den in Bild 7.5-3 gemachten Vereinfachungen

-26.7 10 10
Yi=] 10 -33.3 10
10 10 -20

Die direkte Matrizeninversion ergibt fiir die Knotenimpedanzmatrix Z

0,073 0,039 0,056
Z,=Y:'=j 0,039 0,056 0,047
0,056 0,047 0,101

Fiir den satten KurzschluB3 in Knoten 3 erhidlt man mit Gl. (7.5-9) fiir den Fehler-
strom
Ii= L 59,9
j 0,101
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79
IT=— v (7.5-16)
Zf+ Zi
Die Knotenspannungen Uj lauten nun
Of= 09--5 09 (7.5-17)

Z'+z

Die KurzschluBstrome auf den Leitungen sind durch Gl. (7.5-11) bereits angegeben
worden.

7.5.7 Digitales Rechenprogramm

Bild 7.5-5 zeigt das FluBdiagramm fiir die hier behandelte symmetrische
KurzschluBstrom-Berechnung. Es ist zu beachten, da3 beim Aufstellen der Knotenad-
mittanzmatrix ¥ die KurzschluBreaktanzen der Transformatoren, die Maschinenreak-
tanzen der Generatoren sowie die 4quivalenten Impedanzen der Netzeinspeisungen und
der Lasten zu beriicksichtigen sind. Anstelle der Berechnung der Knotenimpedanz-
matrix Z, als Inverse der Knotenadmittanzmatrix Y, gibt es direkte, leistungsfahige
Verfahren. Fiir deren Beschreibung wird auf die Spezialliteratur verwiesen.

Aufstellen der Knotenadmittanzmatrix Y,

Lastflufberechnung (Vorbelastung)

Erweiterung der Admittanzmatrix Y, um
Lastadmittanzen Y, und Netz- resp. Gene-
rator- und Transformator-Admittanzen

IN
=

"
1<
=4

Fehlerstrom If nach Gl (7.5-16)
Knotenspannungen L_JJ- nach Gl. (75 -17)
Leitungsstréme If; nach Gl (75 -11)

Bild 7.5-5 FluBdiagramm fiir die symmetrische Kurzschluf3-Strom-Berechnung
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Aufgaben

Aufgabe 7.1

Zwei Generatoren sind iiber einen Dy5-Transformator (d. h. Dreieck-Stern-Trans-
formator mit einer Phasendrehung von 150° zwischen Primér- und Sekundirspan-
nung) entsprechend Bild U 7.1-1 mit einem Versorgungsnetz verbunden. Die Primar-
spannung betrdgt 21 kV, die Sekundidrspannung 110 kV. Die Nenndaten der beiden
Generatoren lauten

Generator 1 Generator 2
Nennleistung Sy 50 MVA 25 MVA
Klemmenspannung U 21 kV 21 kV

@___
—QD—
© F

Bild U7.1-1 Kraftwerkeinspeisung mit zwei Generatoren in ein 110 kV Netz bei einem Sammelschienen-
kurzschluf3 an der Fehlerstelle F

Die auf die jeweilige Nennleistung bezogene subtransiente Generatorreaktanz X 4 be-
tragt X4 = 0,25. Die KurzschluBBreaktanz des Transformators ist Zy = j 0,1, bezogen
auf die Nennleistung des Transformators Sy = 75 MVA.

Vor Auftreten des Fehlers betrdgt die sekundidre Klemmenspannung des Transfor-
mators 100 kV. Der Transformator wird im Leerlauf betrieben. Zwischen den Maschi-
nen fliefit kein Ausgleichsstrom.

Gesucht ist der subtransiente KurzschluBstrom, wenn auf der Hochspannungsseite
des Transformators (Fehlerstelle F in Bild U 7.1-1) ein dreipoliger KurzschluB auftritt.

Aufgabe 7.2

Ein Synchrongenerator mit einer Nennleistung von Sg = 30 MVA versorgt iiber eine
Leitung mit der bezogenen Léngsreaktanz X = 0,1 eine Last, die aus einem Synchron-
motor besteht, dessen Nennleistung ebenfalls Sy; = 30 MVA betrigt. Die Nenniibertra-
gungsspannung betrdgt 10 kV. Beide Synchronmaschinen haben die subtransiente
Reaktanz X§' = 0,2 bezogen auf die Nennleistung.

Die Lastaufnahme des Motors betragt 20 MW bei einem Leistungsfaktor cos ¢ = 0,8.
Vor Auftreten eines dreipoligen Kurzschlusses an den Motorklemmen betrigt die
Klemmenspannung Uy = 9.1 kV.

Mit Hilfe der Ersatzschaltungen fiir Synchronmaschinen sind die KurzschluBstréme
des Generators und des Motors sowie der GesamtkurzschluBstrom an der Fehlerstelle F

zu berechnen. Als Basisleistung ist Sp =30 MVA, als Basisspannung Uy = 10 KV zu
verwenden.
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Aufgabe 7.3

Mit Hilfe des Satzes von THEVENIN ist der AnfangskurzschluB3strom I’ bei einem
Fehler in Knoten 3 des in Bild 7.5-2 gezeigten Netzes zu berechnen. Dabei sind die
Querglieder der Leitungen sowie die Lastadmittanzen zu vernachlédssigen. Fiir die Kno-
tenspannungen wird einheitlich die bezogene Spannung U;= 1,0 fiir i=1,2,3 ange-
nommen.

Gesucht ist der subtransiente KurzschluBstrom, wenn auf der Hochspannungsseite
des Transformators (Fehlerstelle F in Bild U 7.1-1) ein dreipoliger Kurzschluf} auftritt.

Aufgabe 7.2

Ein Synchrongenerator mit einer Nennleistung von Sg = 30 MVA versorgt iiber eine
Leitung mit der bezogenen Lingsreaktanz X7 = 0,1 eine Last, die aus einem Synchron-
motor besteht, dessen Nennleistung ebenfalls Sy; = 30 MVA betrigt. Die Nenniibertra-
gungsspannung betrdgt 10 kV. Beide Synchronmaschinen haben die subtransiente
Reaktanz X} = 0,2 bezogen auf die Nennleistung.

Die Lastaufnahme des Motors betrigt 20 MW bei einem Leistungsfaktor cos ¢ = 0,8.
Vor Auftreten eines dreipoligen Kurzschlusses an den Motorklemmen betrdgt die
Klemmenspannung Uy = 9.1 kV.

Mit Hilfe der Ersatzschaltungen fiir Synchronmaschinen sind die KurzschluBstrome
des Generators und des Motors sowie der GesamtkurzschluBstrom an der Fehlerstelle F
zu berechnen. Als Basisleistung ist Sg = 30 MVA, als Basisspannung Ug = 10 KV zu
verwenden.

Aufgabe 7.3

Mit Hilfe des Satzes von THEVENIN ist der Anfangskurzschluf3strom I}’ bei einem
Fehler in Knoten 3 des in Bild 7.5-2 gezeigten Netzes zu berechnen. Dabei sind die
Querglieder der Leitungen sowie die Lastadmittanzen zu vernachléssigen. Fiir die Kno-
tenspannungen wird einheitlich die bezogene Spannung U;= 1,0 fiir i=1,2,3 ange-
nommen.
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8.1 Einleitung

Die im letzten Kapitel eingefithrte Berechnung des symmetrischen, dreipoligen Kurz-
schluB-Stromes wird in diesem Kapitel dahingehend erweitert, dal nun auch unsymme-
trische Fehler bestimmt werden kénnen. Zwar liefert der symmetrische Kurzschluf}-
Fehler stets den groBten Fehlerstrom; er spielt jedoch beziiglich seiner Haufigkeit nicht
die gleiche Rolle wie einpolige und zweipolige Fehler. Unsymmetrische Fehler lassen
sich nicht mehr durch das in Kapitel 7 benutzte, einphasige Wechselstrom-Ersatzschalt-
bild darstellen. Die Methode der symmetrischen Komponenten fiir die Berechnung der
unsymmetrischen Fehler erweist sich als besonders gut geeignet, eine Computer orien-
tierte Losung abzuleiten. Die Grundprinzipien dieses Transformationsverfahrens wer-
den im vorliegenden Zusammenhang als bekannt vorausgesetzt, so daf} die Uberlegun-
gen in Abschnitt 8.2 als Zusammenfassung der wichtigsten Beziehungen unsymmetri-
scher Fehler in Energieiibertragungssystemen anzusehen sind. Sie stellen jedoch keine
Einfiihrung in die Methode der symmetrischen Komponenten dar. Fiir die Behandlung
der entsprechenden, mathematischen Grundlagen wird auf die einschlédgige Literatur
verwiesen. ,

Um die Methode der symmetrischen Transformation auf die Berechnung unsymme-
trischer Fehler in Energieiibertragungssystemen anwenden zu konnen, werden in Ab-
schnitt 8.3 einige wichtige Ersatzschaltbilder von Drehstromkomponenten in symmetri-
schen Komponenten vorgestellt. Damit wird die Moglichkeit geschaffen, einfache
Fehlerstrom-Berechnungen mit symmetrischen Komponenten entsprechend Abschnitt
8.4 durchzufiihren. Diese Vorgehensweise hat den Vorteil, daf3 sie sehr anschaulich ist
und einen guten Bezug zwischen physikalischen Vorgidngen und mathematischer Be-
schreibung gibt.

Allerdings ist die genannte Vorgehensweise fiir eine systematische Rechnerldsung we-
niger geeignet. Darauf wird in Abschnitt 8.5 eingegangen. Mit Hilfe der symmetrischen
Komponenten und der Matrizendarstellung wird die Computer-orientierte Fehler-
strom-Berechnung behandelt. Wie schon in Kapitel 7 erwdhnt wird dabei aus Platz-
griinden nicht auf die effiziente Erstellung der fiir die Fehlerstrom-Berechnung wichti-
gen Knotenimpedanzmatrix eingegangen.

Die Kenntnis des in Kapitel 7 behandelten, dreiphasigen, symmetrischen Kurzschluf3-
Stromes ist fiir die Dimensionierung der Schaltanlagen und die Einstellung der Schutz-
einrichtungen wichtig, da bei dieser Fehlerart der grofite, mogliche Fehlerstrom flief3t.
Beziiglich der Héufigkeit des Auftretens haben jedoch im Vergleich dazu die unsymme-
trischen Fehler eine viel groBere Bedeutung. Unsymmetrische Fehler entstehen durch
Uberbriickung oder Durchschlag der Isolation zwischen einem oder mehreren Leitern
und Erde bzw. geerdeten Leitern oder geerdeten Anlageteilen. Behandelt werden in die-
sem Kapitel folgende Fehlerarten

— Einpoliger Erdkurzschluf}
— Zweipoliger Kurzschlufl mit Erdberithrung
— Zweipoliger Kurzschlufl ohne Erdberithrung.
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Bild 8.1-1 zeigt diese drei Fehlerarten zusammen mit dem in Kapitel 7 behandelten
dreipoligen, symmetrischen Kurzschluf3.

a a
b b
. b — —
" v
a) b)
T7777777777 777777 777777777 7777777~
a a
b b
C — = Cc
Ty & R
¥ia
c) d)
77777 77777777777 T 777777 777777777

Bild 8.1-1 Fehlerarten und KurzschluB3-Stréme
a) dreipoliger Kurzschluf3 (sieche Kapitel 7)

b) zweipoliger Kurzschlufl ohne Erdberiihrung
c) zweipoliger Kurzschlufl mit Erdberiihrung
d) einpoliger Erdkurzschlufl

Es ist an dieser Stelle noch anzumerken, daB bei der Berechnung der in Bild 8.1-1
dargestellten Fehlermdéglichkeiten die Sternpunktbehandlung der das Netz speisenden
Transformatoren eine wichtige Rolle spielt. Dabei unterscheidet man folgende vier

Moglichkeiten

— isolierter Sternpunkt

— Sternpunkt mit Ldschspule

— starr geerdeter Sternpunkt

— niederohmig geerdeter Sternpunkt.

Die beiden erst genannten Moglichkeiten findet man besonders in Mittel- und Nie-
derspannungsnetzen der Energieverteilung. Der einpolige Fehler (ErdschluB) ist dabei
mit einem relativ kleinen Strom verbunden. Der Erdschlufl im Mittelspannungsnetz
schriankt die Versorgungskontinuitdt im allgemeinen nicht ein. Der ErdschluB3-Strom
1aBt sich in isolierten und gel6schten Netzen aus der Kenntnis der Leiter-Erd-
Kapazitidten hinreichend genau berechnen.

In den Hoch- und H6chstspannungsnetzen der Energieiibertragung ist der Transfor-
mator-Sternpunkt starr geerdet, so daf3 ein- und zweipolige Fehler mit erheblichen
Strémen verbunden sind. Fiir deren Berechnung miissen unsymmetrische Betriebszu-
stande untersucht werden. Dazu eignet sich die im folgenden Abschnitt beschriebene
Methode der symmetrischen Komponenten besonders gut.
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8.2 Symmetrische Komponenten

In den bisherigen Uberlegungen wurde stets vorausgesetzt, daB sich das Drehstrom-
system in einem symmetrischen Betriebszustand befindet. Konsequenz dieser Voraus-
setzung ist die Tatsache, daB das Drehstromsystem mit einem einphasigen Wechsel-
strom-Ersatzschaltbild modelliert werden kann. Mit dem Ubergang auf unsymmetri-
sche Betriebszustinde miissen andere, mathematische Methoden verwendet werden,
um ein geeignetes Modell fiir die Berechnung herleiten zu kénnen. Dabei gibt es zahlrei-
che Verfahren, die alle das gemeinsame Ziel haben, das unsymmetrische Drehstrom-
system in drei symmetrische Systeme zu transformieren. Ein Verfahren, das sich fiir die
unsymmetrische Fehlerstromberechnung besonders gut eignet, ist die Methode der
symmetrischen Komponenten.

8.2.1 Transformation mit symmetrischen Komponenten

Physikalisch gesprochen besteht bei einem unsymmetrischen Betriebszustand eine
Abhingigkeit zwischen den Phasengréfen. Das Ziel der Transformation mit symmetri-
schen Komponenten besteht darin, das unsymmetrische System durch drei symmetri-
sche Systeme darzustellen. Die Voraussetzung fiir die Anwendbarkeit dieses Verfahrens
ist die Eigenschaft, daB sich das zu untersuchende Drehstromsystem durch eine
zyklisch-symmetrische Impedanzmatrix der Form

U, A B C]| [L
Up| =|C A B| | 4 (8.2-1)
U, B C A] |I

darstellen 14Bt. Dabei bilden die Leiter-Erd-Spannungen U,, Uy, und U, den Vektor U,;
der Index ,,p* bedeutet, dal} es sich dabei um einen physikalischen Vektor handelt. Die
Strangstrome I,, I, und I, bilden den Vektor I, entsprechend der folgenden Definition

U, I,
Uy=| Oy I,= |I,| . (8.2-2)
U. [

Die Netzwerk-Impedanzmatrix Z,

A B C
Z,=|C A B (8.2-3)
B C A

beschreibt den Zusammenhang zwischen den Leiterstromen und den Leiterspannun-

gen. In einem symmetrischen Betriebszustand sind die komplexen Elemente Bund C

gleich Null, so daB zwischen den Leitern @, b und c keine Abhéngigkeiten bestehen.
Mit der Transformationsmatrix 7'

1 1 1
a 1|, (8.2-4)
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wobei der komplexe Drehoperator @ durch
a@=-expj120° = cos120° +jsin120° = —0,5+j 0,866 (8.2-5)

definiert ist, gilt zwischen den physikalischen Strémen I, und den transformierten
Komponenten Strémen I folgende Beziehung

I,=TI; . (8.2-6)

Dabei besteht der Stromvektor I aus den drei Komponentenstrémen I, , I_ und

I,
I=|I_| . ’ (8.2-7)
i .

I, bezei_c_:hnet den komplexen Strom des Mitsystems; /_ denjenigen des Gegensyst-
ems und /, denjenigen des Nullsystems. Wihrend das Mit- und Gegensystem zwei
Drehstromsystemen entspricht, bildet das Nullsystem ein Wechselstromsystem.

Durch Matrizeninversion kénnen von Gl. (8.2-6) ausgehend die auf symmetrische

Komponenten transformierten Strome des Mit-, Gegen- und Nullsystems berechnet
werden

I,=T7'I, . (8.2-8)

Die inverse Transformationsmatrix T ~! ist durch folgenden Ausdruck definiert

2

1 a a
T '=111 a* a| . (8.2-9)
11

Es bleibt noch zu ergénzen, dafl unsymmetrische Spannungen in gleicher Weise wie
die Stréme in symmetrische Komponenten transformiert werden

U=T"'U, . (8.2-10)

Die entsprechende Riicktransformation von symmetrischen Komponenten auf physi-
kalische Spannungswerte ist durch

U,=TU; (8.2-11)

gegeben.

8.2.2 Leistungsberechnung

In einem Drehstromsystem ist der komplexe Leistungsflu S durch die Leiterstrome
und -spannungen gegeben .

S=P+jQ=UJ, + Uy +UIF =ULI} . (8.2-12)
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Fiir die letzte Beziehung ist die Definition (8.2-2) verwendet worden. Nach Anwen-
dung der Transformationsvorschriften (8.2-6) und (8.2-11) erhilt man fiir den Lei-
stungsfluB S unter Beachtung der Gl. (1.2-1) die Beziehung

S=@U)\(TI)*=UTT"T*I1? =3UI; . (8.2-13)

Somit 148t sich der LeistungsfluB S unmittelbar auch mit den auf symmetrische Kom-
ponenten transformierten GroBen berechnen. Abgesehen vom Faktor 3 handelt es sich
somit um eine leistungsinvariante Transformation.

8.2.3 Netzgleichungen

Die Darstellung der Netzgleichungen mit Hilfe der Impedanzmatrix gemédf GI. (8.2-1)
mit physikalischen GréBen kann auch auf symmetrische Komponenten transformiert
werden. Wiederum erhilt man mit Gl. (8.2-6) und (8.2-11) von Gl. (8.2-1) ausgehend

Uy=TU;=2,1,=Z,TI; . (8.2-14)

Aufgeldst nach dem Spannungsvektor U erhdlt man

U=T"'Z,TI,=ZJ], . (8.2-15)
Somit lautet die Impedanzmatrix Z, ausgedriickt in symmetrischen Komponenten

Z,=T'Z,T . (8.2-16)
Fiir die entsprechende Darstellung mit der Netzadmittanzmatrix Y, definiert als

I,=Y,U, (8.2-17)

erhilt man fiir die Transformationsvorschrift

Y,=T 'Y,T . (8.2-18)

Die beiden Matrizen Z und Y, sind Diagonalmatrizen, solange die Netzimpedanz-
matrix Z, eine zyklisch-symmetrische Matrix ist. Deshalb kann das Mit-, Gegen- und
Nullsystem jeweils getrennt behandelt werden. Man spricht auch von der Entkopplung
des Mit-, Gegen- und Nullsystems.

8.3 Ersatzschaltbilder in symmetrischen Komponenten

8.3.1 Ubertragungselemente

Bild 8.3-1 zeigt in vereinfachter Form die dreiphasige Darstellung einer D.rehstrom-
iibertragung (Freileitung oder Kabel), wobei die Querglieder im Ersatz.schaltblld wegge-
lassen worden sind. Gegeniiber dem in Kapitel 2 vorgestellten einphasigen Ersatzschalt-
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Knoten 1 Knoten 2

a 1 70 a
a
S .
b : 7 b
—
Cc i Z c
Cc U
——
Vot _ Vet Ye2 _ Ya2
Y | %3

' ¥y = Y Yy
E IF—‘ 7777777
e —— < -

Bild 8.3-1 Dreiphasige Energieiibertragung mit Impedanz Zg fiir den Ausgleichsstrom der unsymmetri-
schen Belastung

bild miissen fiir den unsymmetrischen Betriebszustand sowohl alle drei Leiter wie auch
die Riickleitung fiir den Ausgleichsstrom, der durch die Vektorsumme

Ig=I,+L,+1. _ (8.3-1)

gegeben ist, dargestellt werden. In Bild 8.3-1 wird angenommen, daB der Ausgleichs-
strom Ig durch die Erdimpedanz Zy gegeben ist. Allgemein ist jedoch festzuhalten, daf3
die den Ausgleichsstrom I festlegende Impedanz Zg durch den im allgemeinen unbe-
kannten Strompfad von I bestimmt ist. Deshalb muf3 man fiir die Bestimmung von Zg
auf Messungen oder entsprechende, durch Rechnung nur teilweise zu bestimmende Er-
fahrungswerte zuriickgreifen.

Fiir den Spannungsabfall zwischen den beiden in Bild 8.3-1 gezeigten Schaltanlagen
gilt allgemein

Ua Us Zy+Zg Zg Zg I,
Ui | — | U | = Zy  Zy+Zpy Zg L . (8.3-2)
Uq U Zg Zg Zy+Zg I,

In Vektorschreibweise gilt mit physikalischen GréBen
Un—Up=2Z,I, . (8.3-3)

Die Transformation auf symmetrische Komponenten ergibt fiir die Impedanzmatrix
Z mit Gl. (8.2-16)

Z, 0 0
Z=T"'Z,T=|0 Z 0 : (8.3-4)
0 0 Zy+3Z |
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Daraus folgt, daB das Ersatzschaltbild des Ubertragungselementes im Mit- und
Gegensystem durch das bereits in Kapitel 2 behandelte symmetrische Ersatzschaltbild
gegeben ist. Ohne Vernachldssigung der Querglieder erhélt man fiir das Mit- und
Gegensystem der Freileitung oder des Kabels das in Tabelle 2.1 vorgestellte n-Ersatz-
schaltbild. Das Ersatzschaltbild des Nullsystems zeigt Bild 8.3-2. Es besteht aus der
Liangsimpedanz Z; des Ubertragungselementes sowie dem dreifachen Wert der Riicklei-
tungsimpedanz Zg; somit ist die Nullimpedanz eines Ubertragungselementes durch

Zy=Zy+3 Zg (8.3-5)
gegeben.
Zq
o- I —0
l‘_J01 L_J02
(o, -0

Bild 8.3-2 Nullsystem eines passiven Ubertragungselementes (Freileitung oder Kabel)

8.3.2 Synchronmaschine

Der allgemeine Betriebszustand einer Synchronmaschine ist durch die Vektorbezie-
hung

Uy,=E,-Z,, (8.3-6)

gegeben. Dabei ist der Vektor U, durch die drei Klemmenspannungen U,, U, und, U,
gegeben; die durch die Erregung der Maschine festgelegten Polradspannungen E,, E,
und E_ bilden den Vektor E,,. Die drei Strangstréme 7,, I, und I, definieren den Vektor
I,,. Die Impedanzmatrix Z, ist durch die Induktivitdten der Stator- und Rotorwicklun-
gen der Maschine sowie den zugehdrigen ohmschen Widerstdnden gegeben. Sie hat die
allgemeine Form einer zyklisch-symmetrischen Matrix
Z, 7, Z
Zp = 23 21 Zz . (83-7)
Z, Zy Z
In Komponentenschreibweise gilt somit fiir Gl. (8.3-6)

E, Zy, Z, Z, I,
(8.3-8)

|S| SI
|
nh']l ol}'jl
|
N
N
N
o
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Tabelle 8-1 Synchronmaschinen-Reaktanzen fiir die Ersatzschaltungen in symmetrischen Komponenten
(Mitsystem-Reaktanzen siehe Tabelle 7-1)

Reaktanz Turboldufer Wasserkraft- Synchronmotor
generator
langsam schnell
X_ : 0,13 0,2 0,35 0,19
X 0,04 0,07 : 0,07 0,05

Mi't den in Abschnitt 8.2 behandelten Transformationsvorschriften erhilt man fiir
den Ubergang auf symmetrische Komponenten

TU,=E,-Z,TI; . 8.3-9
Die Auflésung nach U ergibt nun unter Verwendung von Gl. (8.2-16)

U, '= T 'E,~T 'Z,TI,;=T 'E,-Z(, . (8.3-10)
Die Auswertung dieser Gleichung unter der Voraussetzung, da die Polradspannun-

gen E,, E, und E, betragsmiBig gleich groB und jeweils um 120° gegeneinander pha-
senverschoben sind, ergibt

1 a a° E, E,
T 'E,=4 |1 a* a | |a*E,| =0 (8.3-11)
11 1 ak, 0

Die symmetrische Komponentenmatrix Z; in Gl. (8.3-10) ist definitionsgemaB eine
Diagonalmatrix der Form

Z+a*Z,+az, 0 0
Z,= 0 Z\+aZ,+a’Z, 0 . (8.3-12)
0 0 Zi+Z,+Z,

Die Impedanz des Mitsystems betrigt Z, = Z;+a°Z,+ aZs; diejenige des Gegen-
systems Z_ = Z,+aZ,+a*Z,; diejenige des Nullsystems Zy= Z;+ Z,+ Z;. In sym-
metrischer Komponentenform gelten somit fiir die Synchronmaschine folgende Bezie-

hungen

Mitsystem: U,=E,~-Z,1I, (8.3-13)
Gegensystem: U_=0-Z_1T_ (8.3-14)
Nullsystem:  Uy=0-Z,1, . (8.3-15)

Bild 8.3-3 zeigt die drei Ersatzschaltbilder der Synchronmaschine in Komponenten-
form; Tabelle 8-1 enthilt typische Reaktanzwerte in bezogener Darstellung fiir die
Komponenten-Ersatzschaltbilder. Damit sind die Werte der Tabelle 7-1 ergénzt wor-
den. Die Mitimpedanz Z, entspricht der Langsimpedanz Z; = j X4 der Synchronma-
schine im stationdren Zustand. Fiir die Berechnung transienter resp. subtransienter
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Bild 8.3-3 Ersatzschaltung des Generators im Mit-, Gegen- und Nullsystem

GroBen ist Z, durch j X} resp. j X4 gegeben. Somit entspricht das Mitsystem dem in
Kapitel 7 benutzten symmetrischen Ersatzschaltbild fiir Synchronmaschinen. Wahrend
das Mitsystem eine Spannungsquelle enthélt, sind das Gegen- und Nullsystem passive
Netzwerke ohne Quellen. Fiir praktische Berechnungen kann Z, = Z_ gesetzt werden;
die Nullimpedanz Z, ist wesentlich kleiner als die Mit- und Gegenreaktanzen.

8.3.3 Drehstromtransformatoren

Beziiglich des Mit- und Gegensystems kann auf die Uberlegungen von Abschnitt
8.3.1 zuriickgegriffen werden. Demzufolge ist das Ersatzschaltbild fiir Mit- und Gegen-
system mit dem in Tabelle 2-1 gezeigten Ersatzschaltbild fiir den symmetrischen Betrieb
identisch. In der bezogenen Darstellung bestimmt somit die KurzschluBimpedanz Z,
das Verhalten des Mit- und Gegensystems, solange der Transformator mit dem Nenn-
iibersetzungsverhéltnis betrieben wird. Anderenfalls muB3 auf die Uberlegungen von
Abschnitt 2.3 zuriickgegriffen werden.

Fiir die Formulierung des Ersatzschaltbildes des Nullsystems ist der Strompfad des
Ausgleichsstromes mafgebend. Beim Drehstromtransformator spielen dabei zwei Ge-
sichtspunkte eine wichtige Rolle: a) Wicklungsart und b) Sternpunktbehandlung. Ein
dem Nullstrom entsprechender Ausgleichsstrom kann nur dann flieBen, wenn ein ent-
sprechender Strompfad vorhanden ist. In einer sternférmigen oder Y-Schaltung ohne
Sternpunkterdung (isolierter Sternpunkt) mufl die Summe der drei Leiterstrome Null
sein; d.h. die entsprechende Nullimpedanz ist unendlich grof3. Das Nullsystem hat im
Ersatzschaltbild in diesem Fall einen Unterbruch.

Ist bei der gleichen Schaltungsform der Sternpunkt jedoch starr geerdet, so findet der
sich nun ausbildende Ausgleichsstrom keinen Widerstand; d.h. das Ersatzschaltbild
des Nullsystems erhélt an der entsprechenden Stelle eine KurzschluBverbindung.

Eine Dreiecks- oder A-Schaltung bietet dem Ausgleichsstrom innerhalb der Schal-
tung die Moglichkeit, sich auszubilden. Es besteht jedoch kein Strompfad iiber Erde,
so daB hier entsprechend einer unendlich grolen Impedanz eine Unterbrechung des
Strompfades im Ersatzschaltbild des Nullsystems vorzusehen ist. Bild 8.3-4 zeigt die
drei erwdhnten Schaltungsarten mit den entsprechenden Ersatzschaltungen im Null-
system.
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Bild 8.3-4 Ersatzschaltung des Nullsystems fiir a) Y-Schaltung ohne Sternpunkt-Erdung
b) Y-Schaltung mit Sternpunkt-Erdung
¢) A4-Schaltung

Mit diesen Uberlegungen kann nun die Ersatzschaltung fiir das Nullsystem eines be-
liebig geschalteten Drehstromtransformators hergeleitet werden. Dazu verwendet man
die Eigenschaft, daB3 auf der Primirseite des Transformators so lange kein Strom
flieit, als auf der Sekundirseite kein Strom fliefit. Dabei vernachldssigt man den stets
auftretenden kleinen Magnetisierungsstrom. Ferner verwendet man die Eigenschaft,
daB der Primérstrom durch das Ubersetzungsverhiltnis und den Sekundirstrom gege-
ben ist. Darauf aufbauend sind in Bild 8.3-5 fiinf mégliche Schaltungen fiir Dreh-
stromtransformatoren und deren zugehdriges Ersatzschaltbild fiir das Nullsystem dar-
gestellt.

Fir die Yy0-Schaltung in Bild 8.3-5a mit nur priméirseitig geerdetem Sternpunkt
kann sekundirseitig kein Strom flieflen, so dafl zwischen Primir- und Sekundirseite im
Nullsystem ein Unterbruch besteht. Sind jedoch beide Sternpunkte wie in Bild 8.3-5b
geerdet, bildet sich ein Nullstrom aus, dessen Gréf3e durch die KurzschluBimpedanz Zy
des Transformators bestimmt ist.

Falls der Sternpunkt einer Yd5-Schaltung eines Drehstromtransformators geerdet ist
(Bild 8.3-5c¢), flieBt auf der Primérseite ein Nullstrom, da auf der Sekundérseite in der
A-Schaltung ein Kreisstrom flieBen kann. Der Primér-Nullstrom ist durch -Z, be-
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Bild 8.3-5 Schaltgruppen von Drehstromtransformatoren und entsprechende Ersatzschaltungen fiir das
Nullsystem

stimmt. Wenn der Sternpunkt dieser Schaltung nicht geerdet ist, so kann entsprechend
Bild 8.3-5d weder auf der Primir- noch auf der Sekundérseite ein Nullstrom flieflen.

SchlieBlich zeigt Bild 8.3-5€ eine Dd0-Schaltung. Da sie keinen Strompfad fiir den
Ausgleichsstrom hat, kann iiber Erde kein Nullstrom flieBen, obwohl er sowohl inner-
halb der primirseitigen A-Wicklung wie auch der sekundérseitigen A-Wicklung flielen
kann.

8.4 Anwendungen auf unsymmetrische Fehler

Die Ersatzschaltbilder in symmetrischen Komponenten kénnen durch geeignete Ver-
bindung untereinander fiir die Berechnung der unsymmetrischen Fehlergrof3en verwen-
det werden. Die Art der Verbindung hingt von der Fehlerart ab. Fiir die folgenden
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Ausfiihrungen werden der hochgestellte Index ,,0“ fiir Grof3en verwendet, die vor Auf-
tritt des Fehlers gelten und der hochgestellte Index ,, £ fiir Grof3en, wie sie im Fehler-
fall auftreten. Sofern jedoch fiir den Betriebszustand vor Auftreten des Fehlers ange-
nommen wird, daB sich das System im Leerlauf befindet, wird der Zusatzindex ,, f* in
den Fillen, wo keine Verwechslungsgefahr besteht, weggelassen. Spannungen sind stets
Leiter-Erd-Spannungen und Stréme stets Leiterstrome.

8.4.1 Einpoliger Erdkurzschluf}

Bild 8.1-1d zeigt einen einpoligen Erdkurzschlu3, wobei die Fehlerimpedanz zwi-
schen Leiter @ und Erde gleich Null angenommen wird. Da im Hinblick auf den einpoli-
gen KurzschluB in Leiter @ die Leiterstrome IT =T f= 0 sind und die Leiterspannung
Ut = 0 ist, gilt mit der Transformationsvorschrift (8.2-8)

I, 1 a a*| [It I
| =41 a* a 0| =111 (8.4-1)
I} 1 1 0 I

Somit sind die drei Komponentenstréme alle gleich grof3; d. h. aus Gl. (8.4-1) folgt
=1 =I{=1It . ' (8.4-2)
Ferner folgt aus Gl. (8.2-11) fiir die Spannungen die Beziehung
UL +0+0f=0. | (8.4-3)

Die Gl. (8.4-2) und (8.4-3) fithren zu der in Bild 8.4-1 gezeigten Reihen-Schaltung
von Mit-, Gegen- und Nullsystem an der Fehlerstelle F. Durch Reduktion der Impedan-
zen in den drei Ersatzschaltungen von Mit-, Gegen- und Nullsystem sowie der Anwen-
dung des Satzes von THEVENIN lassen sich damit die Fehlerstrome und Spannungen zu-
nichst in symmetrischen Komponenten an der Fehlerstelle F berechnen. Durch die in-
verse Transformation kénnen daran anschlieBend die physikalischen Gr6en berechnet
werden.

8.4.2 Zweipoliger Kurzschlufy ohne Erdberiihrung

Bild 8.1-1b zeigt einen zweipoligen KurzschluB ohne Erdberithrung, wobei die Feh-
lerimpedanz zwischen den beiden Leitern b und ¢ Null ist. In diesem Fehlerfall gilt of-

fensichtlich 7L = — It und 7% = 0. Ferner ist die Spannungsdifferenz zwischen den bei-
den fehlerhaften Leiterspannungen gleich Null :
Ui=0:. (8.4-4)

Die Transformation auf symmetrische Komponenten ergibt mit Gl. (8.2-8)

It 1 a a* 0 _ [ -a+a®

Feo| _ 1 =2 = AL =2, =

I =3 1 a* a o =3 —-a‘+al . (8.4-5)
I} 1 I. 0
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Bild 8.4-1 Zusammenschaltung der symmetrischen Komponenten-Ersatzschaltbilder fiir die Berechnung
des einpoligen Erdkurzschlusses

Somit gilt fiir die Strome des Mit- und Gegensystems einerseits und fiir den Null-
strom andererseits

I =-71% und 71f{=0. (8.4-6)
Ferner folgt aus Gl. (8.4-4) in GI. (8.2-10) eingesetzt

Ut =0t . (8.4-7)
Die Gl. (8.4-6) und (8.4-7) fithren zu der in Bild 8.4-2 gezeigten Parallelschaltung

von Mit- und Gegensystem an der Fehlerstelle F. Das Nullsystem tritt nicht auf, da kein
Ausgleichsstrom flielen kann.

xF xF
uf Mitsystem Gegensystem uf

= ot

1f=-1!
Bild 8.4-2 Zusammenschaltung der symmetrischen Komponenten fiir den zweipoligen Fehler ohne Erdbe-
rithrung '
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8.4.3 Zweipoliger Kurzschluf§ mit Erdberiihrung

Bild 8.1-1c zeigt einen zweipoligen KurzschluB mit Erdberiihrung, wobei die Fehler-
impedanz zwischen den Leitern b und ¢ sowie gegeniiber Erde gleich Null ist. In diesem
Fehlerfall gilt offensichtlich /1 =0 und UL = U = 0. Beriicksichtigt man diese Eigen-
schaften bei der Transformation auf symmetrische Komponenten, ergibt sich mit Glei-
chung (8.2-8) fiir die Summe der Komponenten-Strome

L+ +T5=0 . ‘ | (8.4-8)

Fir die Spannungen erhilt man entsprechend der Transformations-Gleichung
(8.2-10)

Ut 1 a a*] [Uf
Ol =11 &% a 0 (8.4-9)
Uf 1 1

die Bedingung U, = U". = U{. Entsprechend den Gln. (8.4-7) und (8.4-8) miissen die
drei Komponentensysteme gemaf Bild 8.4-3 an der Fehlerstelle parallel geschaltet wer-
den.

[
xXF lF xF
uf Mitsystem U!' | Gegensystem US| Nullsystem
I! 1f If
+ + +

Bild 8.4-3 Zusammenschaltung der symmetrischen Komponenten fiir den zweipoligen Fehler mit Erdberiih-
rung

Die Ausfithrungen dieses Abschnittes sollen in anschaulicher Weise die Bedeutung
der symmetrischen Komponenten fiir die unsymmetrische Fehlerberechnung darstellen.
Diese Vorgehensweise kann prinzipiell auf beliebige Systeme angewendet werden, in-
dem man zunéchst die Ersatzschaltungen fiir das Mit-, Gegen- und Nullsystem auf-
stellt, diese Ersatzschaltungen der Fehlerart entsprechend miteinander verbindet und
dann nach der Netzreduktion und Anwendung des Satzes von THEVENIN fiir das Mit-
system die gesuchten Fehlergr6en bestimmt.

Mit dem Ziel, diese Netzreduktion mit dem Rechner durchfiihren zu kénnen, wird im
ndchsten Abschnitt auf die systematische, Rechner-orientierte Vorgehensweise fiir die
Berechnung unsymmetrischer Fehler eingegangen.
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Das Ziel dieses Abschnittes ist die Einfithrung in die numerische Berechnung unsym-
metrischer Fehler. Dabei wird einerseits von den symmetrischen Komponenten und an-
dererseits von dem in Kapitel 7 eingefiihrten Theorem von THEVENIN und dem Uberla-
gerungssatz Gebrauch gemacht. Um die Vorgehensweise in kompakter Form darstellen
zu kénnen, wird ausfiihrlich auf die Matrizenrechnung zuriickgegriffen.

8.5.1 Ersatzschaltung des Netzes in symmetrischen Komponenten

Aufbauend auf den Uberlegungen von Abschnitt 8.3 muf} fiir das zu untersuchende
Netz die Ersatzschaltung im Mit-, Gegen- und Nullsystem bestimmt werden. Dabei
wird man zweckmiBigerweise von der Knotenadmittanzmatrix ¥y oder Knotenimpe-
danzmatrix Zy =Y ! Gebrauch machen, da damit eine einfache, lineare Beziehung
zwischen den Knotenspannungen und -strdme in den drei Komponenten-Schaltungen
aufgestellt werden konnen. In Kapitel 2 ist die Knotenadmittanzmatrix Y fiir die ein-
phasige Wechselstrom-Ersatzschaltung zur Berechnung des symmetrlschen stationdren
Netzbetriebes aufgestellt worden. Entsprechend den bisherigen Uberlegungen stimmt
diese Matrix Y, mit der Knotenadmittanzmatrix des Mitsystems Y .y iiberein. Mit den
bereits erwihnten Regeln zum Aufstellen von Knotenadmittanzmatrizen sind die Kno-
tenadmittanzmatrizen des Gegensystems ¥ _; und des Nullsystems Yy aufzustellen.

In der Darstellung mit symmetrischen Komponenten lautet die Systembeschreibung
somit

Mitsystem: I, =Y U, . (8.5-1)

Die entsprechende Form mit der Knotenimpedanzmatrix Z ,  lautet
Mitsystem: U, ,y=2Z . J . (8.5-2)

Der Knotenstromvektor I, resp. der Knotenspa}inungsvektor U . des Mitsystems
sind wie folgt definiert

Uig +1
U.x= U.+2 I,x= I_fz . (8.5-3)
| Un ] [ I0]

Die komplexe Knotenspannung U ; im Knoten i resp. der komplexe Knotenstrom
I,;im Knoten i gelten fiir das Mitsystem. Die gesamte Knotenzahl des Netzes ist mit n
bezeichnet.

In analoger Weise erhilt man die Gegen- und Nullsystem-Knotenadmittanzmatrizen
Y _, resp. Y sowie die zugehdrigen Knotenimpedanzmatrizen Z _y resp. Zo,. Dazu
muB zunichst das Ersatzschaltbild des Gegen- und Nullsystems aufgestellt werden. Un-
ter Verwendung des in Abschnitt 2.4.1 aufgestellten Bildungsgesetzes fiir Knoten-
admittanzmatrizen erhilt man Y _y resp. Y. Somit gilt

Gegensystem: I_,=Y_ U_ . (8.5-4)
In der Impedanzform lautet die entsprechende Beziehung

Gegensystem: U_y=Z_,I_ . (8.5-5)
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SchlieBlich lautet die Systembeschreibung im Nullsystem
Nullsystem: Ig = Yo UOk . (85-6)
Waihlt man die Impedanzform fiir das Nullsystem, so gilt

Nullsystem: U= ZOkIOk . (85-7)

Die Knotenspannungs- und -stromvektoren U _y, I_y, Uy und Iy, des Gegen- und
Nullsystems sind wie folgt definiert - .

[ U_, -1
U—-k= U'_z I—k= —._2 . (85-8)
U] T

Un1 o1
U= (_/_02 Io = 1_92 . (8.5-9)
L (—]01'1_1 I_On

Alle hier definierten Strom- und Spannungsvektoren sind n-dimensionale, komplexe
Vektoren, wobei n die Anzahl der Netzknoten angibt.

8.5.2 Zusammenfassung der drei Komponenten-Systeme

Fir das weitere Vorgehen ist es zweckméBig, die drei Gleichungssysteme (8.5-1),
(8.5-4) und (8.5-6) des Mit-, Gegen- und Nullsystems in ein einziges (3 #)-dimensionales
Gleichungssystem zusammenzufassen. Dabei werden die Komponenten der drei n-
dimensionalen Spannungsvektoren (8.5-3), (8.5-8) und (8.5-9) in einen neuen (3n)-
dimensionalen Vektor zusammengefa3t. Dieselbe Vorgehensweise wird auch fiir die
drei Stromvektoren gewihlt, wobei folgende Anordnung der Komponenten vereinbart
werden soll

(Ut | (1,4
U..! —Usj— I_—l —Isl_
[_J.Ol I_Ol
U+k f+k
U= |U_y| = |Ug| und I,=|T_y Io| . (8.5-10)
Do To
Uin I,
(—]_n LUsn_ I——n _ISDJ
L(—]On_ i;)n




8.5 Digitale Berechnung ‘ 147

Diese beiden neuen Vektoren U, und I sind die Knotenspannungs- und Knoten-
stromvektoren des Mit-, Gegen- und Nullsystems dargestellt in symmetrischen Kompo-
nenten. Damit ist es moglich, die Gln. (8.5-1), (8.5-4) und (8.5-6) in eine einzige Glei-
chung zusammenzufassen

I,= YU, . (8.5-11)

Die (3 n, 3 n)-dimensionale Matrix Y besteht aus den komplexen Elementen y , ;;, y_j;
und Jo;; der Knotenadmittanzmatrizen ¥ ., ¥ _x und Y des Mit-, Gegen- und Null-
systems. Die Matrix Y ist in ihrer Struktur durch die in Gl. (8.5-10) verwendete Defini-
tion festgelegt

Jiu 0 0 & ! Jsm O 0
0 y-uu O 4 0 Jogu O
0 0 Juu | ! O 0
___________ ._y-()i{—_" '__________________}:o_lf_ Ysll Ysln
Yo= |7 ' : P
"""""""""""" Lo T Yoi--- Y
Jemw 0 0 P Fim 00 meTm
0 Y_n 0 E E 0 Y-nn 0
| 0 0 .}_’Onl : : 0 0 )_’Onn
(8.5-12)

Die Knotenadmittanzmatrix Y beschreibt die drei Komponenten-Darstellungen des
Mit-, Gegen- und Nullsystems.

In manchen Fillen ist es zweckmiBig, anstelle der Admittanzdarstellung entspre-
chend der Gl. (8.5-11) von der Impedanz-Darstellung Gebrauch zu machen. In diesem
Fall gilt die Beziehung

U,=ZI, , : (8.5-13)

wobei die Impedanzmatrix Z aus den drei Teilmatrizen Z , , Z _ und Z zu bilden ist.
Diese Teilmatrizen werden entweder durch Inversion der Teiladmittanzmatrizen Y , i,
Y _, und Y, bestimmt. Numerisch effizienter ist jedoch ein Verfahren, mit dem direkt
von der Komponentendarstellung ausgehend die Teilmatrizen Z , , Z _y und Z aufge-
stellt werden. Auf dieses zweite Verfahren wird hier nicht niher eingegangen. Natiirlich
ist bei der Bildung der Impedanzmatrix Z, aus den Teilmatrizen Z ,, Z _x und Zy in
jedem Fall die Definitionsgleichung (8.5-10) zu beachten.

8.5.3 Satz von THEVENIN

Bei der Berechnung des symmetrischen KurzschluB-Stromes in Kapitel 7 ist gezeigt
worden, wie der Satz von THEVENIN benutzt wird, um die im Fehlerfall auftretenden
Strome berechnen zu kénnen. Dieses Netzwerktheorem wird nun auf die Komponen-
ten-Darstellung angewendet, so daB durch Kombination der Fehlerstrome und der Be-
triebsstrome vor dem Fehler der Gesamtstrom bestimmt werden kann.



148 8 Unsymmetrische Fehlerstrom-Berechnung

Vor Auftreten des Fehlers wird fiir das Energieiibertragungssystem ein bestimmter
symmetrischer Betriebszustand zugrunde gelegt. Dieser Betriebszustand wird mit Hilfe-
der bereits bekannten LastfluBmethoden numerisch bestimmt. Das Ergebnis sind die
komplexen Knotenspannungen U in allen Netzknoten i=1,2,...,n. Der Ubergang
auf die Darstellung mit symmetrischen Komponenten ist dabei besonders einfach, da
definitionsgemdf im symmetrischen Betrieb die Gegen- und Nullkomponenten ver-
schwinden, wédhrend die Mitkomponente durch eine der drei symmetrischen Phasen-
groflen gegeben ist. Damit kann auf der Basis der LastfluBberechnung sofort der 3 n-
dimensionale Knotenspannungsvektor U? in der Darstellung mit symmetrischen Kom-
ponenten angegeben werden. Es gilt

Ul=1| o . (8.5-14)

Fir die Berechnung der Knotenspannungen im Fehlerfall wird nun analog zu
Gl. (7.5-6) die Spannung vor dem Fehler U? und die mit dem THEVENIN-Theorem
bestimmten Zusatzspannungen iiberlagert. Allerdings wird hier im Gegensatz zu
Gl. (7.5-6) mit symmetrischen Gréfen und nicht mit physikalischen LeitergroBen gear-
beitet. Mit Gln. (8.5-13) und (8.5-14) erhilt man somit fiir den Fehlerfall den Span-
nungsvektor U in symmetrischen Komponenten

vi=vl+z1! . (8.5-15)

Dieses Gleichungssystem besteht aus 37 Gleichungen. Es kann erst dann gelost wer-
den, wenn der Fehlerstromvektor I{ ausgedriickt in symmetrischen Komponenten be-
kannt ist. Der folgende Abschnitt befa3t sich mit der Modellierung der Fehlerstelle F.
Darauf aufbauend wird dann in Abschnitt 8.5.5 der an dieser Stelle noch unbekannte
Fehlerstrom I { berechnet.

8.5.4 Modellierung der Fehlerstelle
Analog zu der Schaltung der drei Komponentensysteme in Abschnitt 8.4 dient nun

hier die Modellierung der Fehlerstelle F in symmetrischen Komponenten der Bestim-
mung des Fehlerstromes, um so das Gleichungssystem (8.5-15) 16sen zu kdnnen. Fir
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Bild 8.5-1 Modellierung des unsymmetrischen Fehlers in Knoten i

die weiteren Uberlegungen wird angenommen, daB der Fehler im Knoten i auftreten
moge. Bild 8.5-1 zeigt, daB} die Fehlerstelle F ganz allgemein durch eine beliebige Feh-
lermatrix Z beschrieben werden kann. Die Berechnung der Fehlermatrix Z° fiir den
einpoligen und zweipoligen Fehler wird in Abschnitt 8.5.6 im einzelnen vorgestellt.

Da Bild 8.5-1 mit physikalischen Grof3en gezeichnet worden ist, muf} als néchstes die
Umrechnung auf symmetrische Komponenten vorgenommen werden. Der Fehler in
Knoten i fithrt zu den zu bestimmenden Fehlerstromen I%;, It und I%; in den drei Lei-
tern a, b und ¢ des Drehstromsystems. Damit kénnen die Fehlerstrome in Knoten i
durch folgenden, physikalischen Vektor beschrieben werden

I
L= | Iy| . (8.5-16)
I

Die Leiter-Erd-Spannungen im Knoten i/ nehmen im Fehlerfall die Werte U L, UL

und U%; an und kénnen ebenfalls in einen dreidimensionalen Vektor zusammengefaft
werden

ufi= | U%| - (8.5-17)

Diese beiden Vektoren kénnen entweder durch eine Impedanzbeziehung der Form

uti=z'T}; - (8.5-18)



150 8 Unsymmetrische Fehlerstrom-Berechnung
oder Admittanzbeiiehung der Form
I5=Y'Uf (8.5-19)

dargestellt werden. Die Struktur und die Elemente der Fehlerimpedanzmatrix Z resp.
Admittanzmatrix ¥ hiingen vom jeweiligen Fehlertyp ab (siehe Abschnitt 8.5.6).

Es ist festzuhalten, da} die Vektoren I If,i und U lf,i die physikalischen Grof3en der Kno-
tenstrome und -spannungen im fehlerbehafteten Knoten i darstellen. Da die Gleichun-
gen fiir das iibrige Netz in symmetrischen Komponenten ausgedriickt werden, ist es
notwendig, die Gl. (8.5-18) resp. (8.5-19) auf symmetrische Komponenten zu transfor-
mieren. Unter Verwendung der in Abschnitt 8.2 behandelten Transformationsvor-
schriften erhilt man

vi=zt . (8.5-20)
resp. fiir die Admittanzdarstellung
If=vfvt . | (8.5-21)

Die transformierten Fehlerimpedanz- resp. Admittanzmatrizen Z fund v f sind mit
den urspriinglichen Fehlermatrizen Z f resp. ¥ f durch folgende Beziehungen verbunden

Zi=T-1Z'T (8.5-22)
Yi=T-'y'T . _ (8.5-23)

8.5.5 Bestimmung des Fehlerstromes 7 f
In den bisherigen Uberlegungen wurde vorausgesetzt, daf3 der unsymmetrische Feh-

ler im Knoten i auftritt. Demzufolge ist dem THEVENIN-Satz entsprechend nur der i-te
Komponenten-Vektor des Fehlerstromes I § von Null verschieden. Somit gilt

If=| -1g5| , (8.5-24)

wobei an die Definition von 7 §i in GI. (8.5-10) erinnert wird
Iy
It = if_i . (8.5-25)

-—f
I
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Das Vorzeichen in Gl. (8.5-24) ist negativ, weil der Fehlerstrom If; an der Fehlerstelle
eingespeist wird.

Fiir die Bestimmung dieses Stromvektors I ist es zweckmaBig, den Uberlagerungs-
satz der Gl. (8.5-15) in Komponenten-Schreibweise anzugeben. Dabei schreibt man
nicht die (3n) skalaren Komponenten an, sondern vielmehr die » symmetrischen Vek-
torkomponenten unter Beachtung der Definition (8.5-10)

f 0 f
Usl = Usl "Zs 1iIsi

Us=U3—Zgl (8.5-26)

£ 0 f
Usn = Usn_aniIsi .

Dabei ist bei der Matrizenmultiplikation Z,I f von der Eigenschaft (8.5-24) Gebrauch
gemacht worden. Demzufolge werden in Gl. (8.5-26) aus der Fehlermatrix Z; nur die
Teilmatrizen Z| imit j=1,2,..., n benutzt.

Aus der i-ten Gleichung des linearen Gleichungssystems (8.5-26) und der i-ten Glei-
chung des linearen Gleichungssystems (8.5-20) kann nun die Knotenspannung U _fi nach
Auftreten des Fehlers eliminiert werden, wodurch eine Bestimmungsgleichung fiir den
unbekannten Fehlerstrom I erhalten wird

Us=ZI5=U%zuIf . (8.5-27)

In diesem dreidimensionalen linearen Gleichungssystem sind alle GréBen bis auf den
Fehlerstrom I, bekannt. Die Auflésung ergibt

I5=Z+Z3) 'UY . (8.5-28)

Diese Vektorgleichung zur Bestimmung des Fehlerstromes I f; entspricht der skalaren
Gl. (7.5-15) fiir die Berechnung des dreipoligen, symmetrischen Kurzschlu3-Stromes.

Nachdem nun der Fehlerstrom I ; an der Fehlerstelle F im Knoten i ausgedriickt in
symmetrischen Komponenten bekannt ist, konnen mit Gl. (8.5-26) die gesuchten Kno-
tenspannungen nach Auftreten des Fehlers bestimmt werden

UL=0%-2;@Zi+z;) 'UY fiur j=1,2,...j%#i,...n. (8.5-29)

Fiir die Knotenspannung UL, an der Fehlerstelle F erhilt man
Ui=Z(Z+Z;) ' UY . ‘ (8.5-30)
Mit den Fehlerstrémen I £, und allen Knotenspannungen U §j nach Auftreten des Feh-
lers konnen die KurzschluB-Strome in allen Leitungen bestimmt werden. Fiir das die

Knoten j und k verbindende Ubertragungselement gilt fiir die Admittanzmatrix in sym-
metrischen Komponenten

y+ 00
Y,u=|0 5_ 0 (8.5-31)
0 0 Jy
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Fiir die Definition dieser komplexen Matrixelemente wird auf Abschnitt 8.3.1 ver-
wiesen. '

Die Kurzschluf3-Stréme 1 § ik der Leitung von Knoten j nach k sind nun durch die
Gleichung

IS =Y, 3 (US-UL) ' (8.5-32)

gegeben. Ist man an den drei Leiterstrémen 7%, 7T und I' dieser Leitung interessiert, so
muf der in symmetrischen Komponenten berechnete Fehlerstrom I § ik zuriicktransfor-
miert werden.

8.5.6 Bestimmung der Fehlermatrizen Y §

In diesem Abschnitt miissen die allgemeinen Uberlegungen von Abschnitt 8.5.4 auf
die einzelnen Fehlerarten angewendet werden. Dabei ist von der allgemeinen Transfor-
mation (8.2-16) auszugehen.

Der einpolige Erdkurzschluf3 in Leiter ¢ kann mit physikalischen Leitergréf3en wie
folgt beschrieben werden. Falls die Admittanz zwischen dem Leiter @ und Erde im Feh-
lerfall durch Y gegeben ist (Lichtbogenadmittanz), so gilt mit den Ausfithrungen in
Abschnitt 8.4.1

I Yt o o] [T,
ol=10 00| |Ty]| . (8.5-33)
0 0 0 0| |UT,

Die Transformationsvorschrift (8.2-18) ergibt fiir die Fehleradmittanzmatrix Y £ in
symmetrischen Komponenten

1 1 1
1 1 1| . (8.5-34)
1 1 1 :

of
Y§=1—
3

Es ist zu beachten, dafl die Fehlerbeschreibung nach Gl. (8.5-33) nicht mit einer
zyklischen Netzwerkmatrix erfolgt. Deshalb ist ¥ { keine Diagonalmatrix.

Der zweipolige Kurzschlu3 zwischen den Leitern b und ¢ ohne Erdberithrung wurde
in Abschnitt 8.4.2 behandelt. Hier gilt an der Fehlerstelle F die Beziehung

0 0 0 0 U,
L|=10 Y' ¥ |0 . (8.5-35)
I, o -v' Y| |, '

Die Transformationsvorschrift (8.2-18) ergibt fiir die Fehleradmittanzmatrix Y§ in
symmetrischen Komponenten

1 -1

0
Yi=yf| -1 1 0 . (8.5-36)
0 00
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Wie bereits in Abschnitt 8.4.2 erwéhnt, spielt in diesem Fehlerfall das Nullsystem
keine Rolle und ist deshalb identisch gleich Null.

Der zweipolige Kurzschluf3 zwischen den Leitern b und ¢ mit Erdberiihrung ist in Ab-
schnitt 8.4.3 behandelt worden. Hier gilt an der Fehlerstelle F die Beziehung

0 0 0 0 U,
L =10 Y o U, | . (8.5-37)
I 0 0 Y| |OT.

fDie Transformation auf symmetrische Komponenten liefert hier fiir die Fehlermatrix
Y

2 -1 -1
yi=yf| -1 2 -1 . (8.5-38)
-1 -1 2

AbschlieBend ist noch darauf hinzuweisen, daB fiir die hier behandelten Fehlerfille
die entsprechende Impedanzmatrix Z  nicht existiert. Ferner ist fiir die Verbindung mit
Abschnitt 8.4 festzuhalten, dal3 die Fehlermatrizen Y§ die Verschaltungen der drei
Komponenten-Ersatzschaltungen beschreiben. Die in Bild 8.4-3 gezeigte Verschaltung
fiir den zweipoligen Kurzschlu3 mit Erdberiihrung weist an der Fehlerstelle F die durch
Gl. (8.5-38) gegebene Knotenadmittanzmatrix auf, sofern fiir die Admittanz zwischen
den Leitern b und c einerseits und Erde andererseits der Wert Y angenommen wird.

8.6 Abschliefiende Bemerkungen

Die Beziehungen fiir die unsymmetrische KurzschluB-Stromberechnung sind voll-
stindig allgemein und konnen deswegen fiir jedes beliebige Energieiibertragungssystem
mit n Knoten verwendet werden. Ferner ist nochmals darauf hinzuweisen, daf3 der feh-
lerbehaftete Knoten /i mit jedem beliebigen Netzknoten identifiziert werden kann.
SchlieBlich sei erwidhnt, daf} die hier vorgestellte Fehlerstromberechnung die Vorbela-
stung des Systems mit beriicksichtigt.

Wegen der Allgemeingiiltigkeit der Resultate miissen die Knotenadmittanz- resp.
Knotenimpedanzmatrizen, dargestellt in symmetrischen Komponenten, nur einmal
berechnet werden. Sie kdnnen dann abgespeichert werden und fiir die Fehlerstrom-Be-
rechnung in jedem beliebigen Knoten verwendet werden.

Alle Beziehungen basieren auf dreidimensionalen Vektoren der symmetrischen Kom-
ponenten und (3,3)-dimensionalen Matrizen, die das Mit-, Gegen- und Nullsystem be-
schreiben. Die Teilmatrizen Z;; resp. Y;; sind Diagonalmatrizen; hingegen ist die Feh-
lerstelle F beschreibende Fehlermatrix Zf resp. ¥ { keine Diagonalmatrix.

Obwohl die Matrix ¥ von der Dimension (37,3 n) ist, mufl man nur (n, n) dimensio-
nale Matrizen, die das Mit-, Gegen- und Nullsystem beschreiben, invertieren, um die
Impedanzmatrix Z, der symmetrischen Komponenten zu erhalten. Der Grund dafiir
liegt in der vollstindigen Entkopplung von Mit-, Gegen- und Nullsystem eines unsym-
metrisch betriebenen Energieiibertragungssystems.

Die bisher abgeleiteten Beziechungen geben die Stréme und Spannungen nach Auftre-
ten von Fehlern mit Hilfe der symmetrischen Komponenten an. Da die einzelnen
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Leiterstrome und -spannungen von Interesse sind, muf3 im Anschluf3 an jede Fehler-
analyse eine inverse Transformation der symmetrischen Komponenten auf physikali-
sche Leitergroflen ausgefithrt werden. Dazu ist die Gl. (8.2-6) resp. (8.2-11) zu verwen-
den. :

Die Spannungswerte vor Auftreten des Fehlers sind definitionsgemaf symmetrisch;
demzufolge lautet die auf symmetrische Komponenten transformierte Spannung U ‘s’j
vor Auftreten des Fehlers

0] [0
U=1| 0 |[=]|0]| j=1,2,...,n. (8.6-1)
0 0

Die Leiterspannungen U ? vor Auftreten des Fehlers sind entweder durch eine Last-
fluBberechnung zu bestimmen oder aber in der bezogenen Darstellung gleich 1,0 zu
setzen

1
U= 0| j=12...,n. (8.6-2)
0

In diesem Fall wird die Vorbelastung des Netzes nicht beriicksichtigt.

Die Uberlegungen in Abschnitt 8.5.5 basieren auf der Annahme, daB die Fehlerimpe-
danzmatrix Z f existiert. Es ist in Abschnitt 8.5.6 gezeigt worden, daf} dies fiir die hier
untersuchten Fehler nicht der Fall ist, sondern nur die Admittanzmatrix Y existiert.
Deshalb muf} fiir die praktische Berechnung nun noch ein neuer Satz von Gleichungen
hergeleitet werden, in dem Z { durch Y fersetzt wird. Diese Herleitung wird erst an die-
ser Stelle gebracht, um die bisher immer wieder erwahnte Ahnlichkeit zwischen der
symmetrischen und unsymmetrischen Fehlerstrom-Berechnung deutlich machen zu
konnen. Die Substitution von Z § durch Yg geschieht dadurch, daB man den Fehler-
strom J ; durch die Fehlerspannung U §i im fehlerbehafteten Knoten i bei der Herleitung
der Gl. (8.5-27) ersetzt. Dadurch dndert sich die bisherige Berechnungsart. Anstelle der
bisher benutzten Gl. (8.5-27) erhilt man nun

Ui=U%-Z;YIUS . (8.6-3)

Um daraus die unbekannte Fehlerspannung U’ berechnen zu konnen, wird folgende
Umstellung vorgenommen

Ui +Z;Y5)=Ug . (8.6-4)
Dabei bezeichnet I die Einheitsmatrix. Die gesuchte Fehlerspannung U £, betragt
Usi=U+ZY) 'Ug (8.6-5)

Der gesuchte Fehlerstrom 7 ;‘i kann nun mit Gl. (8.5-21) unmittelbar angegeben wer-
den

It=yWul=via+z;vH vy . (8.6-6)
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Die Spannungen Uf in den iibrigen, nicht vom Fehler betroffenen Knoten
Jj=1,2,... j+#1i,...,nerhdlt man durch Substitution von Gl. (8.6-6) in Gl. (8.5-25) fiir
alle Knoten j

UL=U%Y-Z ;05 =US-Z 0+ 25 YUY . (8.6-7)

Mit Hilfe der Knotenspannungen U . ; konnen schlieBlich die Leitungsstrome It ik» die
im Fehlerfall auf den Leitungen von Knoten Jj nach k flieBen, berechnet werden, indem
man dazu Gl. (8.5-32) verwendet.

Natiirlich miissen auch bei dieser Berechnungsart die in symmetrlschen Komponen-
ten erhaltenen Groflen zum Schlul auf physikalische Leitergréolen durch die inverse
Transformation umgerechnet werden.

Aufgaben

Aufgabe 8.1

In einem unsymmetrisch betriebenen Drehstromsystem werden folgende Leiter-
strOme gemessen

I,=200/0°A I,=80/-150°A I,=100/20°A .

Gesucht sind die auf symmetrische Komponenten transformierten Mit-, Gegen- und
Nullstrome. Die analytische Rechnung ist mit der graphischen Losung zu iiberpriifen.

Aufgabe 8.2

Man berechne das Produkt 7 T7* der Transformationsmatrix T fiir symmetrische
Komponenten, unter Beachtung der Eigenschaften des Drehoperators a.

Aufgabe 8.3

Unter Verwendung der zyklischen Netzimpedanzmatrix Z in GI. (8.2-1) ist mit
Gl. (8.2-16) zu zeigen, daB die auf symmetrische Komponenten transformierte Netz-
impedanzmatrix Z, eine Diagonalmatrix ist.

Aufgabe 8.4

Fiir das in Kapitel 7.5 benutzte, dreiknotige Netz ist der einpolige Erdkurzschluf3-
Strom in Leiter a des Knotens 3 zu bestimmen. Dazu sind die bereits in Kapitel 7.5 ver-
wendeten Daten fiir die Formulierung der Ersatzschaltung der Nullkomponente wie
folgt zu ergidnzen. Beide Generatorwicklungen haben einen starr geerdeten Sternpunkt;
die bezogene Nullreaktanz der Generatoren ist Xy = 0,05 resp. Xy, = 0,025. Die beiden
Transformatoren haben die Schaltgruppe Dy0 mit sekundirseitig starr geerdetem
Sternpunkt. Die Nullimpedanzen der drei Ubertragungsleitungen werden einheitlich zu
Zy=ij0.2 vorgegeben Fiir die Fehlerstromberechnung ist mit einer endlichen Fehler-
impedanz Zf=1/Y zu rechnen. Fiir die numerische Auswertung kann jedoch Y -
gesetzt werden.



9 State Estimation

9.1 Einleitung

Bei allen bisherigen Uberlegungen zur Berechnung des stationéren, optimalen oder
fehlerbehafteten Betriebszustandes eines elektrischen Energieiibertragungssystems ist
die Voraussetzung gemacht worden, daf} sehr viele Systemvariablen durch eine geeigne-
te Spezifikation festgelegt werden kénnen. Dies mag im Hinblick auf planerische Auf-
gaben durchaus gerechtfertigt sein. Will man jedoch den Systemzustand fiir betriebli-
che Aufgaben bestimmen, so ist die Vorgehensweise der Variablenspezifikation nicht
mehr zulédssig. Vielmehr miissen moglichst genaue Informationen tiber die Systemgro-
en bekannt sein, um eine fiir den aktuellen Betriebszustand relevante Berechnung
durchfiihren zu kénnen.

Zur Verdeutlichung dieses Problems wird die Lastfluberechnung herangezogen.
Pro Knoten gibt es bekanntlich sechs Grof3en, von denen vor der Rechnung vier spezifi-
ziert werden miissen. Es ist ganz offensichtlich, dafl die Wahl der vier Gr6en das Re-
sultat der Lastflulberechnung entscheidend bestimmt. Je weiter die spezifizierten
Werte von den aktuellen Werten verschieden sind, um so weniger Aussagekraft haben
die darauf aufbauenden Ergebnisse der Netzberechnung. Werden beispielsweise in
einem P — Q-Knoten die Wirk- und Blindeinspeisungen resp. Lasten nicht so gewihlt,
wie sie im aktuellen Betriebszustand auftreten, so wird man eine komplexe Knoten-
spannung erhalten, die von der im Netz tatsdchlich auftretenden Spannung erheblich
abweichen wird.

Das vorliegende Kapitel befaflt sich mit einer systematischen Vorgehensweise, um
MeBwerte fiir die Bestimmung des Systemzustandes verwenden zu kénnen. Da die Mes-
sungen selbst fehlerhaft sind, handelt es sich dabei um ein statistisches Problem; d.h.
der Systemzustand kann nicht im algebraischen Sinn berechnet werden. Vielmehr wird
er mit einem geeigneten, statistischen Schétzverfahren (State Estimation) als moglichst
wahrscheinlicher Wert bestimmt. Dieser Aspekt mufl besonders betont werden, um so
zu verdeutlichen, daf} es sich nicht um eine Modifikation der LastfluBberechnung han-
delt, sondern vielmehr um ein Verfahren, das als Bindeglied zwischen dem aktuellen
Betriebszustand, wie er durch Messungen beschrieben werden kann, und den fiir die
Netzfiihrungsaufgaben erforderlichen Netzberechnungen anzusehen ist. Bild 9.1-1
zeigt diesen Zusammenhang in schematischer Form.

9.2 Aufgabenstellung

Bild 9.1-1 zeigt deutlich, da vom Standpunkt der Betriebsfithrung zunichst die
Moglichkeit offen steht, die im Netz durch Messungen gewonnenen Daten mit Hilfe
eines Dateniibertragungssystems zur Netzleitzentrale zu tibertragen und dort entweder
mit einem Ubersichtsdiagramm oder iiber rechnergesteuerte Sichtgerite dem Betriebs-
personal anzuzeigen. Diese Vorgehensweise hat den Nachteil, da3 nur diejenigen Gro-
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Bild 9.1-1 State Estimation als Bindeglied zwischen dem aktuellen Netzbetriebszustand, der durch Messun-
gen beschrieben wird, und den fiir die Netzfithrung erforderlichen Netzberechnungen

Ben angezeigt werden, die gemessen worden sind. Ferner besteht ein zweiter Nachteil
darin, daf} im Fall fehlerhafter Messungen oder Dateniibertragungsfehler keine Mog-
lichkeit besteht, diese Tatsache feststellen zu kénnen.

Um diese beiden schwerwiegenden Nachteile beheben zu konnen, ist die Methode
der State Estimation oder Zustands-Abschdtzung entwickelt worden. Bild 9.2-1 zeigt
ein schematisches Blockdiagramm des Estimationsalgorithmus, d.h. eines digitalen
Rechenverfahrens, das als Eingangsgrofien die im Netz erfa3ten Messungen verwendet,
um damit den Systemzustand bestimmen zu kénnen. Dabei sind neben den sich zeitlich
andernden Mef3werten auch noch die Netztopologie und die das Netz beschreibenden
Parameter als bekannte Grof3en bereitzustellen. Das Ziel dieses Kapitels besteht darin,
den Estimationsalgorithmus vorzustellen und seine Einsatzméglichkeiten fiir die Netz-
betriebsfithrung aufzuzeigen.

Fiir die sichere und zuverldssige Netzfiihrung mu8 der Estimationsalgorithmus fol-
gende Eigenschaften erfiillen:

— Der Netzzustand muf} vollstdndig und zuverldssig bestimmt werden kdnnen.
— Die Mef3fehler der Netzmessungen miissen statistisch ausgefiltert werden.
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Netztopologie
Netzparameter
Netzmessungen z : State Netzzustand x :
—_—— . ' -
Knotenleistungen Estimation Komplexe Kno-
Leistungsfliisse tenspannungen
Spannungsbetrage

Bild 9.2-1 Vereinfachtes Blockdiagramm des State Estimators fiir die Netzfithrung

— Die nicht gemessenen Grofen miissen mit den Ergebnissen des State Estimators be-.
rechnet werden kénnen, um so alle Netzgr63en angeben zu konnen.
— Grof3e MeBfehler miissen entdeckt, lokalisiert und eliminiert werden kénnen.

Im Hinblick auf diese Forderungen erscheint anhand von Bild 9.1-1 eine mogliche
Losung des Estimationsproblems darin zu bestehen, dafl alle im Netz auftretenden
GroBen gemessen und angezeigt werden. Dieser Vorgehensweise stehen zwei Hindernis-
se im Wege. Erstens, jede Messung ist mit einem statistisch verteilten Fehler behaftet.
Wegen der endlichen Genauigkeit der Me3wandler ist der exakte Wert keiner Netz-
groBe bekannt. Zweitens, es gibt Netzgrofen, die mit verniinftigem, technischem Auf-
wand nicht mebar und somit in der Netzleitzentrale nicht bekannt sind. Damit sieht
man, daf eine direkte Vorgehensweise ohne State Estimation die oben aufgestellten
Forderungen nicht erfiillt. Ferner folgt aus diesen Uberlegungen bereits auch schon die
Tatsache, daB die Verbindung zwischen Netzmessungen und Netzberechnungen auf
statistischen Uberlegungen beruhen muf3, um eine praxisbezogene Losung entwickeln
zu konnen.

9.3 Lineare Estimationsmethode

9.3.1 Ein einfaches Beispiel

Um die Bedeutung der linearen Estimationsmethode aufzeigen zu kénnen, soll das
folgende, einfache Beispiel vorgestellt werden. Dabei ist zur Notation noch anzumer-
ken, daB die wahren, aber in der Praxis unbekannten Werte ohne Index, die aktuellen
MeBwerte mit dem hochgestellten Index ,,m“ gekennzeichnet werden. Dadurch soll der
Unterschied zwischen mathematisch exakten und physikalisch, fehlerbehafteten Gro-
Ben deutlich gemacht werden.

Bild 9.3-1 zeigt ein einfaches Gleichstromnetzwerk, bestehend aus zwei Widerstidn-
den R, und R, sowie einer Gleichspannungsquelle mit der Spannung x. Gemessen wird
der Strom I sowie der Spannungsabfall U, am Widerstand R,. Es wird vorausgesetzt,
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Bild 9.3-1 Gleichstromnetzwerk zur Einfithrung von State Estimation

daf} die Widerstandswerte R; und R, bekannt sind. Mit Hilfe der beiden Messungen,
die in Wirklichkeit fehlerbehaftet sind, soll nun die Quellenspannung x, die die Rolle
der Zustandsgrofe dieses Netzwerkes spielt, bestimmt werden.

Den bisherigen Ausfithrungen entsprechend kann nun die Information iiber den Zu-
stand des Gleichstromnetzwerkes in Bild 9.3-1 auf folgende zwei Arten bestimmt wer-
den. Erstens, man mift nicht nur die zwei zunéchst vorgegebenen GréBen I™ und UY,
sondern auch die Quellenspannung x™ und den Spannungsabfall U iiber dem Wider-
stand R;. Da jede Messung fehlerbehaftet ist, erhdlt man auf diese Weise keinen konsi-
stenten Datensatz; d.h. die mathematischen Zusammenhénge

x=U+U, U =1Ry U,=1R, » (9.3-1)

werden von den physikalischen MeBgréBen UT, UY, I™ und x™ nicht erfiillt. Ist ferner
z.B. der MeBwert UT mit einem groen MeBfehler behaftet, so ist es aufgrund der drei
Gleichungen (9.3-1) nicht moglich, festzustellen, welche Messung den groen Meffeh-
ler enthalt. ‘

Die zweite Moglichkeit, den Systemzustand vollstdndig und zuverlissig zu bestim-
men, besteht darin, mit Hilfe der State Estimation und den beiden vorgegebenen Mes-
sungen /™ und U7’ eine Abschitzung £ der Quellenspannung zu bestimmen und danach
mit den Widerstandswerten R; und R, Abschétzungen der drei iibrigen Systemgrofen
I, U, und U, zu bestimmen. Auf diese Weise gelingt es, trotz der Mef3fehler einen kon-
sistenten Datensatz iiber den Betriebszustand des Gleichstromnetzes zu bestimmen.

Die Abschédtzung von £ aufgrund der beiden Messungen /™ und UY, die im folgen-
den mit z{" = I™ und z3' = U7 bezeichnet werden sollen, beruht auf der Methode der
Fehler-Quadrate. Dazu wird im néchsten Abschnitt 9.3.2 zunéchst ein lineares Modell
zur Verkniipfung der MefigroBen z1" und z3' mit der ZustandsgroBe x aufgestellt. Man
nennt dieses Modell ein Mefimodell. In Abschnitt 9.3.3 wird die Methode der kleinsten
Fehler-Quadrate auf das lineare MeBimodell angewendet, um so eine Abschitzung £ der
Spannung bestimmen zu kénnen. Es handelt sich dabei um lineare State Estimation.
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9.3.2 Lineares MefAmodell

Der Zusammenhang zwischen der Zustandsgréfe x und den wahren, aber unbekann-
ten Werten z; und z, der beiden Messungen z{" und z3' 148t sich mit Bild 9.3-1 unmittel-
bar angeben. Da z; dem Strom I entspricht, gilt

1

=—Xx . (9.3-2)
Ri+R,

31

Andererseits entspricht die Messung z, dem Spannungsabfall U, iiber dem Wider-
stand R,, d.h.

R,

zzz_______
Ri+R,

X . (9.3-3)

Die mathematisch exakten Gln. (9.3-2) und (9.3-3) werden von den gegebenen Mef3-
werten z 1" und z3 nicht exakt erfiillt. Deshalb miissen diese beiden Beziehungen um den
MeBfehler v, resp. v, ergdnzt werden. Physikalisch gilt somit

' =z1+v = X+ vy
R+ R,
(9.3-4)
m R2
2 =ptvy=—""—X+0,; .
R+ R,

Die MeBfehler v; und v, sind statistische Gréf3en, deren aktuelle Werte nicht bekannt
sind. Deshalb muf3 mit Hilfe der Ausgleichsrechnung ein Schiatzwert fiir £ bestimmt
werden, der die GlIn. (9.3-2) und (9.3-3) im Sinne der kleinsten Fehlerquadrate erfiillt.

Fiir die theoretischen Uberlegungen zur State Estimation nimmt man an, daf die
MeBfehler v; und v, durch eine Normalverteilung beschrieben werden kénnen. Dabei
wird der Erwartungswert gleich Null und die Varianz o2 resp. a3 entsprechend der Ge-
nauigkeit des MefBgerédtes gewéhlt.

Bevor auf die lineare State Estimation (lineare Ausgleichsrechnung) eingegangen
wird, werden die MeBmodellgleichungen (9.3-4) in Vektorform angegeben

2M=Hx+v . (9.3-5)

Dabei gelten im vorliegenden Beispiel folgende Definitionen

m y
M= | % o1 |1 v=|"1]. (9.3-6)
zrzn R1+R2 R2 Uy

Es ist noch anzumerken, daf} in diesem Beispiel der Zustandsvektor x eine skalare
GrofBe ist und deshalb die Mefimatrix H nur eine Spalte besitzt.

Fiir die weiteren Ausfiihrungen wird auf die spezielle Kennzeichnung des Mef3vektors
z™ durch den hochgestellten Index ,,m“ verzichtet, da im folgenden stets nur die physi-
kalischen MeBwerte und nicht die mathematisch exakten Werte benutzt werden.
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9.3.3 Lineare Estimationstheorie

Fiir das einfache Netzwerk in Bild 9.3-1 wird mit GI. (9.3-5) ein linearer Zusammen-
hang zwischen Zustandsgrof3e x und dem MeBvektor z angegeben. Allgemein lautet das
lineare Mef3modell

z=Hx+v . 9.3-7)

Der Mef3vektor z hat die Dimension #; der Zustandsvektor x die Dimension #n. Dem-
zufolge hat die Me3modellmatrix H die Dimension (2, n). Der Vektor des MeB3fehlers v
hat die Dimension m.

Um die Methode der kleinsten Fehler-Quadrate (State Estimation) anwenden zu kon-
nen, muf} allgemein die Ungleichung

m>n : (9.3-8)

erfiillt sein. Mit anderen Worten muB das Verhéltnis m/n, das als Redundanz # defi-
niert ist

n=m/n (9.3-9)

wegen der Ungleichung (9.3-8) stets grof3er als eins sein. Im Hinblick auf den Einsatz
von State Estimation in Energieilibertragungssystemen ist 7 = 2 zu wéhlen.

Die Abschitzung von x ist so zu bestimmen, daf} die gewichtete Summe der quadrier-
ten Mef3fehler v minimal wird. Dabei wird die Gewichtung umgekehrt proportional zur
Varianz o des MeBfehlers v; gewihlt. Somit lautet die Bestimmungsgleichung von £

J(x)=(z—-Hx)"R ' (z—Hx) L minimal . (9.3-10)

Die Ausmultiplikation dieser Zielfunktion J(x) ergibt

Jx)=z"R'z+xTH'"R 'Hx-x"H™R~'z-z"R"'Hx .  (9.3-10a)

Die Gewichtung mit der Diagonalmatrix R ~!, die die Form
1/0?
—1 -. 0
R 1= 0 - (9.3-11)

1/02,

hat, bewirkt, da} genaue Messungen ein grof3eres Gewicht haben als ungenaue Messun-
gen. Wenn man die MeB3fehler v; als statistische Zufallsgréf3en interpretiert, so kénnen
die Gewichtsfaktoren 1/¢? als inverse Varianzen interpretiert werden. Je groBer die
Varianz o? eines MeBfehlers v; ist, um so groBer sind die zu erwartenden MeBfehler.
Deshalb fiihrt die Gewichtung mit der Matrix R ~! gemiB Gl. (9.3-11) dazu, daB eine
solche Messung bei der Bildung der Fehlersumme ein kleineres Gewicht erhélt als eine
genaue Messung mit entsprechend kleiner Varianz. Da R in Gl. (9.3-11) als Diagonal-

matrix definiert wird, sind die Messungen z; statistisch unabhéngige Grofien.
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Die Optimalitdtsbedingung der gewichtetén Fehlerquadratsumme (9.3-10)

dJ(x)/dx L,= ¢ 1o 9.3-12)

fithrt auf ein lineares Gleichungssystem zur Bestimmung von X£. Beachtet man, daf die

Zielfunktion J(x) eine Funktion der n» Zustandsgrofle x;, x,,. . .,X,, die im Zustands-

vektor x zusammengefalt sind, ist, so sind als Optimalitdtsbedingungen alle partiellen
Ableitungen 8J/0x; fir i=1,2,...,n zu bilden. Mit der Definition

0x/9x;=i;=[0 0 0---1.--0 0]" (9.3-13)
fiir den i-ten Einheitsvektor i; gilt von GI. (9.3-10a) ausgehend

8J/8x;=itH'R 'Hx+xTH"R "'Hi;—iTH™R "'z—z"HR iy .  (9.3-14)

Da aber die skalare Beziehung

xTH™R 'Hi)"=iTH™R "'Hx =x"H"R ~'Hj; (9.3-15)
einerseits und die Vektorbeziehung

zHR ~'i,=i;H"R "'z (9.3-16)
gilt, erhilt man fiir die gesuchten partiellen Ableitungen

8J/8x;=2iT (H'R 'Hx-H"R ~'z) . ' (9.3-17)

Die Optimalitdtsbedingung (9.3-10) kann fiir alle i = 1,2,. . ., n nur durch die Bezie-
hung

H'R 'Hf=H'R !z (9.3-18)

erfiillt werden. Dieses Gleichungssystem (9.3-18) zur Bestimmung des Zustandsvektors
£ bezeichnet man als die GAUSsSschen, gewichteten Normalgleichungen. Die Lésung £
ist derjenige Schitzwert von x, der zur kleinsten, gewichteten Fehlersumme J(x) geméf
Gl. (9.3-10) fiihrt. Sie beruht auf der Losung des linearen Gleichungssystems (9.3-18),
das wie folgt geschrieben wird

Gi=d . (9.3-19)
Die Estimationsmatrix G ist durch
G=H'R'H , | (9.3-20)

d.h. durch die (n, n) dimensionale, gewichtete Normalmatrix gegeben. Der Vektor d in
Gl. (9.3-19) ist durch

d=H"R !z (9.3-21)

gegeben. Er hat die Dimension n. Numerisch effiziente Verfahren zur Lsung des linea-
ren Gleichungssystems (9.3-19) sind in Kapitel 1 beschrieben worden.
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Sobald der Systemzustand x durch die Abschidtzung £ bestimmt worden ist, lassen
sich die Messungen z aufgrund des linearen Modelles (9.3-7) ebenfalls abschétzen, in-
dem gilt
= H.x_“t . (9.3-22)
Die Differenz

Ax =x—% | | (9.3-23)

bezeichnet man als Schétzfehler; die Differenz zwischen der aktuellen Messung und den
geschitzten Mef3werten, d.h.

r=z—% (9.3-24)

als den Residuenvektor r. Aus der Definition (9.3-10) folgt, daB der Wert von J(¥)
durch die Summe der quadrierten Residuen gegeben ist.

9.3.4 Anwendung der linearen Estimationstheorie

Die allgemeine, lineare Estimationstheorie soll nun auf das in Abschnitt 9.3.1 vorge-
stellte, einfache Beispiel angewendet werden. Wihlt man die Gewichtungsmatrix R ~!
als Einheitsmatrix I, so ist die Summe der Fehlerquadrate durch

2 2
J(x) = z1—-—1—x + zz—ix (9.3-25)

gegeben. Die Optimalititsbedingung (9.3-10) lautet

d//dx=0= -2 (g—— %)Lt _o(f-_Re VR
Ri+R, ) Ri+R, R+R, ) R,+R,

(9.3-26)

Die Auflésung nach der zu bestimmenden ZustandsgréBe x, die die Quellenspannung
beschreibt, ergibt

R1+R2 )
X=——""(71+R227) . ~ 9.3-27)
1+R2 (z1+ R322) (

Die Interpretation dieses Ergebnisses lautet: der Schitzwert £ entspricht demjenigen
Wert der Quellenspannung x, der sich am besten an die beiden MeBwerte z; und z, an-
paft. Bei der Bestimmung der Quellenspannung nach Gl. (9.3-27) wurde angenommen,
daf} die Genauigkeit der beiden Messungen gleich groB ist.
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9.4 Anwendung in Energieiibertragungssystemen

9.4.1 Definition der Systemgrofien

Es ist zweckmiBig, zunichst einige grundsitzliche Uberlegungen zum Einsatz von
State Estimation in Energieiibertragungssystemen anzustellen. Beziiglich des System-
verhaltens lassen sich zwei Betriebszustinde unterscheiden, und zwar der transiente
und der stationdre Zustand. Ein transienter Zustand liegt immer dann vor, wenn
SchaltmaBnahmen oder groBere Stérungen aufgetreten sind. Die Zeitkonstante fiir
transiente Vorginge im Netz liegt zwischen 0,1 und 5 Sekunden bei Schaltmafinahmen
und zwischen 2 Sekunden und 5 Minuten nach dem Ausfall eines Kraftwerkes als Bei-
spiel einer grofen Stérung. Im stationdren Zustand besteht ein Gleichgewicht zwischen
erzeugter und abgenommener Leistung. Fiir den stationdren Betriebszustand kdnnen
Zeitbereiche von einigen Sekunden bis zu Minuten angesetzt werden. Ferner wird fiir
alle weiteren Uberlegungen angenommen, daB3 ein symmetrischer Betriebszustand vor-
liegt. State Estimation wird fiir die Uberwachung eines Systems eingesetzt, das sich im
stationidren Betriebszustand befindet. Wahrend transienten Ausgleichsvorgédngen kann
State Estimation nicht eingesetzt werden.

Die Netzstruktur, d. h. die Netztopologie, muf} bekannt sein. Sie ist durch die in Be-
trieb stehenden Ubertragungsmittel wie Hochspannungsleitungen, Kabel und Transfor-
matoren usw. gegeben. Die Parameterwerte der eingesetzten Betriebsmittel werden als
bekannt vorausgesetzt. Sie beinhalten z. B. die Leitungsparameter, die Ubersetzungs-
verhiltnisse der Transformatoren sowie die Genauigkeit der verwendeten MeBBwert-
erfassungssysteme.

Die zunichst unbekannten, mit State Estimation zu bestimmenden Systemzustands-
groBen sind die komplexen Spannungen U, in allen Netzknoten. Da der Spannungswin-
kel &, im Referenzknoten 1 gleich Null gesetzt wird, besteht der Zustandsvektor x aus
2n—1 unabhingigen Variablen, wobei n die Anzahl der Netzknoten angibt. Der Zu-
standsvektor x wird in kartesischen Koordinaten definiert.

xT=[fafs foerer+- €] . (9.4-1)

Der Zusammenhang mit den Spannungsbetriagen U; und den Spannungswinkeln ¢; ist
durch

U= (ef+fD"? und &= arctan(f/e) (9.4-2)

gegeben. Im Referenzknoten 1 ist der Spannungswinkel gleich Null und somit erscheint
die Variable f] nicht im Zustandsvektor x.

Die im Netz durchfithrbaren Messungen zur Bestimmung von x mit State Estimation
sind

— Wirk- und Blindleistungsbilanzen P; und Q; im Netzknoten i als Differenz zwischen
der Einspeisung Pg; resp. Qg; und der Last Py; resp. Qr;

— Wirk- und Blindleistungsfliisse P;, und Q;, auf dem die Netzknoten i und k verbin-
denden Ubertragungselement

— Betrag der Spannung U; im Netzknoten i.
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Allgemein hat der m-dimensionale Mef3vektor z folgenden Aufbau

P;

=1 p.| - (9.4-3)

Es ist darauf hinzuweisen, dafl Gl. (9.4-3) nur die allgemeine Struktur des MeBvek-
tors z angibt. Welche GroBlen im Netz tatsdchlich gemessen und im State Estimator fiir
die Abschitzung des Zustandsvektors x verwendet werden, hingt von betrieblichen Ge-
sichtspunkten ab. Um die in Abschnitt 9.3.3 erwidhnte Redundanzforderung n > 1 ge-
wihrleisten zu konnen, muf} hier die Forderung

>1 (9.4-4)

erfiillt sein. In der Praxis wird # = 2 gewihlt; d. h. es werden etwa doppelt soviele Mes-
sungen, wie Unbekannte zu bestimmen sind, verwendet. Allgemein gesprochen sollte z
etwa 20% Bilanzmessungen, 75% LeistungsfluBmessungen und 5% Spannungsbetrags-
messungen enthalten. Fiir die weiteren Uberlegungen wird immer vorausgesetzt, daf
die Wirk- und Blindleistungen stets paarweise gemessen und im State Estimator ver-
wendet werden.

Der MeBfehler v bildet alle Storeinfliisse nach, die in folgende drei Kategorien einge-
teilt werden ko6nnen:

— Instrumentenfehler: MeB- und Ubertragungsfehler des FernmeBsy-
stems, Codier- und A/D Umwandlungsfehler, un-
vollstindige Mef3werterfassung

— Betriebsunsicherheiten: Verzégerung der Meflwerterfassung wegen serieller
Dateniibertragung

— Unvollstdndigkeit des Modelles: Die Ersatzschaltbilder fiir Leitungen und Trans-
formatoren sind ungenau; die Parameter der Uber-
tragungselemente sind nicht genau bekannt.

Offensichtlich konnte man die Fehlereinfliisse der ersten Kategorie dadurch reduzie-
ren, daB bessere MeB- und Ubertragungseinrichtungen installiert werden. Die damit
verbundenen Kosten setzen diesem Vorgehen jedoch rasch Grenzen. Die Betriebs-
unsicherheiten lassen sich nicht vermeiden, da es nicht wirtschaftlich ist, fiir jeden
MeBwert eine eigene Ubertragungseinrichtung zu installieren. Die genaue Kenntnis der
Modellparameter ist nicht sehr entscheidend (mit Ausnahme des Ubersetzungsverhélt-
nisses von Transformatoren), muBl aber bei der Uberlegung fiir die Bestimmung des
Fehlers mitberiicksichtigt werden. _

Zusammenfassend ist festzuhalten, dafl die Mef3fehler v; statistische GroBen sind, die
einer Vielzahl von Ursachen entstammen. Der Erwartungswert der Mef3fehler v; ist
gleich Null. Ihre Varianzen ¢? geben die FehlergroBe an und werden bei der Gewich-
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tung der Fehlerquadrate beriicksichtigt. Die einzelnen Mef3fehler v; sind zahlenméBig

nicht bekannt, da es sich um Zufallsgré6Ben handelt. Sie werden im m-dimensionalen
Vektor

T =[v; vy Uyl (9.4-5)

zusammengefafit.

9.4.2 Modell des Ubertragungselementes

Nachdem bereits im vorigen Abschnitt angegeben worden ist, welche Gréflen als
Messungen z fiir die Bestimmung des Zustandsvektors x vorhanden sind, muf} nun der
Zusammenhang zwischen komplexen Knotenspannungen U;, die den Zustandsvektor x
definieren, und den méglichen Messungen z aufgestellt werden. Aus dieser Zielsetzung
heraus wird es klar, daB3 es zweckmiBig ist, Beziehungen zwischen dem Ersatzschaltbild
eines einzelnen Ubertragungselementes und den entsprechenden Knotenspannungen
aufzustellen. Mit anderen Worten ist die in den Kapiteln 3 und 4 oft benutzte globale
Netzdarstellung mit Hilfe der Knotenadmittanzmatrix Y fiir die L6sung der hier anste-
henden Aufgabe nicht geeignet. Vielmehr wird jedes Ubertragungselement gemif
Bild 9.4-1 durch ein n-Ersatzschaltbild in der Admittanzschreibweise dargestellt. Fiir

die Strom-Spannungs-Beziehung gilt fiir jedes einzelne Ubertragungselement zwischen
den Knoten i und j

i1 5 5[0 7 .
B-Ll-E o e
il [ Fi Yi) LU Ui

Es ist wichtig darauf hinzuweisen, daf} die komplexen Elemente i, Yij» ¥jiund y‘}j der
Vierpolmatrix Y;_; in Gl. (9.4-6) mit den Elementen der in Kapitel 2 definierten
Knotenadmittanzmatrix ¥ nicht identisch sind. Vielmehr handelt es sich bei Gl. (9.4-6)

Lij ji

o L —} —O0
_ Y. _

_ Sij 1o Sji _

(Freileitung, Kabel,
Transformator)

Knoten i Knoten j

Bild 9.4-1 Admittanzdarstellung eines beliebigen Ubertragungselementes zwischen Knoten i und Knoten j
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um die Admittanzdarstellung eines Ubertragungselementes zwischen Knoten i und J-
Zur Verdeutlichung der Notation ist anzumerken, da die hochgestellten Indizes i und J
der Diagonalelemente Y und }—’}j angeben, dafl damit die Verbindung von i nach j
resp. von j nach i dargestellt wird.

Handelt es sich beim Ubertragungselement um eine Freileitung oder ein Kabel, so
wird fiir die Bestimmung der Admittanzelemente das in Kapitel 2, Tabelle 2-1 gezeigte
n-Ersatzschaltbild verwendet. Die Matrixelemente nehmen dabei folgende Werte an.
Fir die Diagonalelemente gilt definitionsgemaf

. " 1 . wC 1 . wC
y{i =yl = — +J = + . 9.4‘7
7 Zy 2 R+ix T2 ©-47)

Fir die beiden Elemente ;; und y;; erhélt man ebenfalls definitionsgem:f

_ _ 1 R . X
Vi=)i=——= Tt ——— . (9.4-8)
Z,  R*+X* " R*+X

Fiir die Darstellung der Transformatoren ist entsprechend vorzugehen. B
Die komplexen Admittanzelemente von Gl. (9.4-6) werden fiir die weiteren Uberle-
gungen in Real- und Imaginirteil zerlegt. Somit gilt z. B. fiir die Elemente 7 und Vi

Fhi=gh+jb} und y;= gij+1 by . (9.4-9)

Zu beachten ist die Vorzeichenkonvention zwischen den Gln. (9.4-7) bis (9.4-9). Der
hochgestellte Index ,,j“ des Elementes yJ; gibt an, daB es sich um eine Verbindung zwi-
schen den Knoten i und j handelt.

Die Elemente der Vierpolmatrix ¥;_; in GI. (9.4-6) werden nach den gleichen Regeln
bestimmt, wie sie fiir den Aufbau der Knotenadmittanzmatrix ¥, in Kapitel 2 benutzt
worden sind. Wahrend Yy ein Netz mit n Knoten beziiglich des Strom-Spannungs-
Zusammenha}pges vollstdndig beschreibt, wird die Vierpolmatrix ¥;_ ; fir die Modellie-
rung eines Ubertragungselementes benutzt, um so auch einzelne Leistungsfliisse
P+ Qy als Messungen verwenden zu konnen. Mit der hier gewihlten Darstellung
kénnen Parallel-Leitungen nicht ohne weiteres behandelt werden; d. h. das Modell muf3
dazu erweitert werden.

9.4.3 Mefimodell

Nachdem im vorangehenden Abschnitt mit der Gl. (9.4-6) jedes einzelne Ubertra-
gungselement beschrieben worden ist, mufl nun der Zusammenhang zwischen dem in
Gl. (9.4-1) definierten Zustandsvektor x und den in GlI. (9.4-3) aufgefiihrten Messungen
des Vektors z hergeleitet werden. Wegen des nichtlinearen Zusammenhanges zwischen
den Knotenspannungen einerseits und den Leistungen andererseits kann dabei kein li-
neares Mefimodell geméf Gl. (9.3-7) erwartet werden. Vielmehr wird fiir die weiteren
Uberlegungen von einem nichtlinearen MeBmodell der Form

2=h@x)+v (9.4-10)

auszugehen sein. Im folgenden ist zu zeigen, welche Form die nichtlineare Funktion
h(x) fir die drei méglichen Messungen Leistungsbilanzen, Leistungsfliisse und Span-
nungsbetrage hat.
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_ Zunéchst wird der Zusammenhang der Gl. (9.4-10) fir die LeistungsfluBmessung
Sij = P;j+] Qj; aufgestellt. Die vom Knoten i nach j flieBende Wirk- und Blindleistung
P;; resp. Qj; berechnet sich entsprechend Bild 9.4-1

P;=Re{UI}} und Q;=Im{U}} . (9.4-11)

Die Ausmultiplikation von Gl. (9.4-11) ergibt unter Beachtung von Gln. (9.4-6) bis
(9.4-9) sowie der Definitionen (9.4-1) und (9.4-2) fiir den Zustandsvektor x mit den
komplexen Knotenspannungen U; in kartesischen Koordinaten e;+j f;

Py = (el +f]) ghi+ (eies+ 1S} gi— (eif;— & £) by (9.4-12)
Qi = — (e} +fDbli— (e fi— e f) gi— (eie;+ . f;) b - (9.4-13)

Die Wirk- und Blindbilanzen P; resp. Q;in den Netzknoten i sind gleich der Summe
liber alle Leistungsfliisse P;; resp. Q;; in Knoten i, d. h.

Pi=YP; und Q=Y Q; Jj=12,..., %i,...,n. (9.4-14)
J J |

Dabei ist bei der Summenbildung zu beachten, dal die Summanden Pj; resp. Qj
gleich Null sind, wenn zwischen den Knoten i/ und j keine Verbindung besteht. Damit
erhilt man fiir den Zusammenhang zwischen Knotenleistungen P;resp. Q; und dem Zu-
standsvektor x

P;=(el+fD) -i gh+ _f,I {(eie;+ £, f;) g;— (ei fi— € f) by} (9.4-15)
{i;i Jj—¢i
0= —(et+sD £ b= £ (afi-efdas- (et Fif)bi} 9.4-16)
j= j=
J#EI J#i .

Diese beiden Gln. (9.4-15) und (9.4-16) gehen in Gl. (2.4-20) resp. (2.4-21) iber,
wenn die Eigenschaft g; = Y g} resp. b= ¥ b} verwendet wird.
J#i J#i
Fiir den Spannungsbetrag in Knoten i gilt schlieBlich

Ui=(e}+/)"* (9.4-17)

Damit ist das nichtlineare MeBmodell vollstindig spezifiziert. Handelt es sich bei der
Messung z; um einen Wirk- oder Blindleistungsfluf}, so ist der nichtlineare Zusammen-
hang A, (x) durch Gl. (9.4-12) und (9.4-13) gegeben. Ist die Messung z, eine Wirk- resp.

‘Blindbilanzmessung, so ist der entsprechende Zusammenhang A, (x) durch Gl. (9.4-15)
resp. (9.4-16) gegeben. Wird schlieBlich eine Spannungsbetragsmessung verwendet, ist
der nichtlineare Zusammenhang Ay (x) durch GI. (9.4-17) gegeben.

9.4.4 Linearisierung des Estimationsalgorithmus

Im Unterschied zu den Ausfithrungen in Abschnitt 9.3 liegen nun im Falle deruAn-
wendung von State Estimation auf Drehstromsysteme keine linearen Zusammenhange
zwischen x und z vor, so daB nun das Fehlerkriterium (9.3-10) lautet
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Jx)=@z—-hx)"R 'z-hEx)) . (9.4-18)

Die Diagonalmatrix R ~! enthilt wiederum die Gewichtung der einzelnen Messungen
entsprechend ihrer Genauigkeit.

Das zu l6sende Estimationsproblem besteht nun in der Bestimmung des Minimums
der Fehlerfunktion (9.4-18), die eine skalare Funktion mit 27— 1 Variablen ist. Die Op-
timalitdtsbedingung lautet nun

dJ/dx|,_¢=g®) = —2HT®)R ~1(z-h(®)) lo. (9.4-19)

Dabei ist H(x) die JACOBIsche Matrix der Netzgleichungen 4 (x) entsprechend der
Definition

6h1/8x1 s 8h1/8x2n_1
H(x) = : (9.4-20)

Bhy/Bx; -+ Bhyy/B%p_q

Die Elemente der JACOBIschen Matrix H, die definitionsgemiB eine (m,2n—1)-
dimensionale Matrix ist, sind durch die Netzgleichungen (9.4-12) bis (9.4-17) sowie die
Struktur des Zustandsvektors x und des Mefvektors z gegeben. Die JACOBIsche Matrix
H hat folgende Struktur

H\=93P/df; | H, =0Pi/de |
Hy=00/0f, | H, =00/0¢
H@) = | Hy=0Py/0f, | Hy =0Py/oe | | 0.421)
Hy=00y/3f; | Hy =80y/0
Hy=8U./0f, | Hyg=9U/de;

Die Elemente der Teilmatrix H, lauten

dP;/8fi=2 figa+ ¥ (figi+eby) mit YT gh=g; (9.4-22)
J#F1

J#EI
aPl/af:, =.figij_ eibij . (94-23)

Die Summenbildung in Gl. (9.4-22) und den nun noch folgenden Ausdriicken er-
streckt sich jeweils iiber alle j=1,2,...,2n—1. Lediglich der Wert J =1 ist bei der
Summierung wegzulassen.

Die Elemente der Teilmatrix H, sind klein im Vergleich zu denen von Hy, da f; < e;
und b;; > gj; ist. Sie lauten

OP;/0e; = 2e;g;+ ¥ (ej g —f:i bij) (9.4-24)

J#i

8Pi/6ej = € g +fibij . (9.4-25)
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Die Elemente der Teilmatrix H; sind aus den bereits genannten Griinden ebenfalls
klein

00i/0fi= —2 fibi+ ¥ (ejg5—fiby) mit T bl=by (9.4-26)
J#FI J#i
8Q,/6f1 = — (eigij +fibij) . (9.4-27)

Die Elemente der Teilmatrix H, lauten

8Qi/aei -2 ex i E (f_] gu+ e] 1]) (94'28)

J#Ii

0Q,/0¢;= figij+eb; . (9.4-29)
Die Elemente der Teilmatrix Hs lauten
OPy/8f;=2figh+ (figy+e;by) (9.4-30)
OP;/8f; = figy—eiby . (9.4-31)
Die Elemente der Teilmatrix Hg sind im Vergleich zu denen in Hs klein. Sie lauten
OP;/0e;=2 e gh+ (ej 95— fibi;) (9.4-32)
OP;;/de; = ;g +fiby . (9.4-33)
Die Elemente der Teilmatrix H- sind im Vergleich zu denen in H g klein. Sie lauten
8Q;/8fi= —2£ibli+(e;g5—f;by) (9.4-34)
0Q;;/0f;j= —(eigy+fiby) - (9.4-35)
Die Elemente der Teilmatrix Hg lauten
. 8Q0y/8e;= —2 eibli—(fjgy+e;by) (9.4-36)
aQij/ae_] flgnj el ij (9.4-37)
Die Teilmatrizen Hyund H,, sind Diagonalmatrizen, deren Elemente wie folgt lauten

dU,/df, = fi/(el+ D12 (9.4-38)
oU;/de;= ei/(el+ DV . | (9.4-39)
Nachdem nun sowohl die nichtlinearen MeBgleichungen A (x) als auch die JACOBI-
sche Matrix H definiert worden sind, kann nun die Lésung des nichtlinearen Glei-

chungssystems (9.4-19) in Angriff genommen werden. Eine Moglichkeit, dieses nicht-
lineare System zu 10sen, ist der Iterationsansatz

GR*V_x®) = HTx )R ~1z—h(xY)) . (9.4-40)

Dabei ist k der Iterationszzhler mit k = 0,1,2,. .. und somit bezeichnet x ® den Wert
von x in der k-ten Iteration. Den Startwert x 9 wihlt man zweckmaBigerweise so, daf3
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alle bezogenen Spannungsbetrége gleich eins und alle Winkel gleich Null sind. Die Esti-
mationsmatrix G ist noch zu bestimmen. Falls der Iterationsansatz (9.4-40) zur Er-
fillung der Optimalitdtsbedingung (9.4-19) fiihrt, muf gelten

und zwar unabhéngig vom Wert der Estimationsmatrix G, vorausgesetzt, daB die Ma-

trix G den vollen Rang besitzt. Im Zusammenhang mit Gl. (9.4-19) erheben sich somit
zwei Probleme: _ :

— Wahl der Estimationsmatrix G so, daB} ein moglichst schnelles Konvergenzverhalten
festgestellt wird.
— Wabhl eines numerisch effizienten Verfahrens, um das linearisierte Gleichungssystem
Gd=b>b
mit (9.4-42)
d=x**V_x® ynd b=HTx®)R 'z-HxY)

mit minimalem Rechenaufwand l6sen zu kénnen.

Die Estimationsmatrix G kann wie folgt bestimmt werden. Die Linearisierung der
Netzgleichungen A (%) mit Hilfe einer TAYLOR-Reihen-Entwicklung um den momenta-
nen Iterationswert x ® ergibt

hE)=h(x®)+HEx®)@E-x®) . (9.4-43)

Setzt man Gl. (9.4-43) in GI. (9.4-19) ein und nimmt man an, daB H (x ®) = H(x) ge-
setzt werden kann, so gilt

H xR 'Hx®)#-x®) =HT )R 'c-rxY)) . (9.4-44)
Der Vergleich von Gl. (9.4-44) mit Gl. (9.4-40) ergibt fiir die Estimationsmatrix G ®
GO =HTx®O)R Hx®) . (9.4-45)

Das linearisierte Gleichungssystem (9.4-42) wird mit den in Kapitel 1 behandelten
Verfahren iterativ gelost, bis die Konvergenzbedingungen

|x®*V_x®| <, oder |£-z|<eg, | (9.4-46)
erfiillt sind. Dabei werden die Konvergenzschranken & und ¢, im voraus gewéhlt. Der
geschitzte Mef3vektor £ kann mit dem geschitzten Zustandsvektor £ durch Einsetzen in
die Netzgleichungen entsprechend

Z=h(x) (9.4-47)

bestimmt werden.
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9.5 Entdeckung und Lokalisierung grofler Mefifehler

9.5.1 Bedeutung grofier Mefifehler

In den bisherigen Uberlegungen wurde angenommen, daB der MeBfehler v; der i-ten
Messung den Mittelwert Null und die Varianz ¢ hat. Wie in der Einleitung bereits er-
wihnt, besteht die Aufgabe des Estimators nicht nur darin, die Fehlereinfliisse von v;
moglichst gut auszufiltern. Eine zweite, wichtige Aufgabe befafit sich mit der Ent-
deckung und Lokalisierung gro3er Meffehler. Sie sind dadurch gekennzeichnet, daf3
sie nicht mit der Varianz oi2 beziiglich ihres statistischen Schwankungsbereiches darge-
stellt werden kénnen. Vielmehr addiert man zum Fehler »; noch einen den groen MeB-
fehler beschreibenden Wert b. Somit gilt fiir den Fehler allgemein

v'=v+b . (9.5-1)

Wenn z. B. in der i-ten Messung ein grofer Mef3fehler auftritt, setzt man fiir die wei-
teren Uberlegungen

b=ia, (9.5-2)

wobei alle Elemente des Einheitsvektors i; mit Ausnahme des i-ten Elementes, das
gleich eins ist, gleich Null sind. Der Wert a gibt die Gro3e des groBen MefB3fehlers an.
Die nun vom Estimator zu 16sende Aufgabe besteht darin festzustellen, ob ein Me3wert
z; durch einen groflen Mef3fehler verfalscht wird. Falls dies der Fall ist, muf} festgestellt
werden, um welchen MeBwert es sich handelt, damit er in der Estimationsrechnung
weggelassen werden kann.

Die technische Ursache fiir grole Mef3fehler kann bei einem schadhaften Mef3wand-
ler liegen. Nach der Installation neuer Fernmeflsysteme kdnnen grofle MeBfehler oft
auch durch falsche Installationen verursacht werden. Schliefllich kénnen grofie Mef3-
fehler auch vereinzelt durch Ubertragungsfehler verursacht werden.

Die folgenden Ausfithrungen dienen als erste Einfithrung in die Behandlung grofler
Melifehler, wobei allerdings die erforderlichen Grundkenntnisse der Wahrscheinlich-
keitstheorie als bekannt vorausgesetzt werden. Wegen der gro3en Bedeutung von State
Estimation fiir die Entdeckung grofler Mef3fehler wird auf die Darstellung dieser The-
- matik jedoch nicht verzichtet.

9.5.2 Linearisierte Estimationstheorie

Die linearisierte Estimationsmethode beruht auf der Minimierung der Fehlerfunk-
tion (9.4-18), die hier noch einmal angegeben wird

J#)=@~h@)R'c-h#) = ¥ (}/c?) . 9.5-3)
i=1

Dabei bezeichnet das Residuum r; die Differenz

ri=z—h&®) fur i=1,2,...,m . : (9.5-9)
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Der mit State Estimation zu bestimmende Schitzwert £ erfiillt die Bedingung
(9.4-19), die in der Form

H'R '[h(x)+v'-h(#)] =0 (9.5-5)
angegeben wird. Definiert man nun den Estimationsfehler Ax als

Ax=x-% 9.5-6)
so gilt fiir die linearisierte Estimatibnstheofie, daf3 Ax klein ist und die Approximation

h(x)=h®)+HAx ' (9.5-7)

zuléssig ist. Daraus folgt fiir den Schétzfehler Ax, nachdem die Approximation (9.5-7)
in GI. (9.5-5) eingesetzt worden ist,

H'R '[h@)+HAx+v' -h(#)] =0 . (9.5-8)
Die Auflésung nach Ax ergibt
Ax= - HR v, (9.5-9)
wobei die Matrix X durch
Zy=H'R'H)™! _ (9.5-10)

gegeben ist. Es ist die Inverse zu der in Gl. (9.4-45) definierten Estimationsmatrix G.
Fiir den geschidtzten Residuenvektor r, der durch

r=z—-42=h(Xx)+v'-h(®)=h&)+HAx+v—-h(%) (9.5-11)
definiert ist, erhdlt man nach Verwendung von Gl. (9.5-9)
r=(U-HZ,H'R Yo' =Wv'. (9.5-12)
Dabei bezeichnet I die Einheitsmatrix. Man nennt die Matrix W, definiert als
W=I-HX,H'R !, (9.5-13)

die Residuen-Sensitivitdtsmatrix beziiglich des MeBfehlers v'.

9.5.3 Entdeckung grofier Mefifehler

Fiir die Entdeckung groBer MeBfehler in v wird die quadrierte Fehlersumme J(£)
verwendet. Setzt man Gl. (9.5-12) in (9.5-3) ein, so gilt

JE)=v'R Wy, (9.5-14)

wenn die Identitit
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WR'W=R'w (9.5-15)

verwendet wird. Falls nun die statistischen Verteilungen der einzelnen Meffehler v,
durch Normalverteilungen beschrieben werden, so hat die Gréfe J(£) eine xz-Vertei-
lung, deren Freiheitsgrad durch die Differenz

K=m-Q2n-1) (9.5-16)

gegeben ist. Dabei bezeichnet m die Anzahl der Messungen und (2 72— 1) die Anzahl der
durch State Estimation zu schitzenden Komponenten des Zustandsvektors x. Falls
k > 30 ist, geht die y % Verteilung von J(£) in eine Normalverteilung iiber, deren Erwar-
tungswert K und deren Varianz 2K ist. Die standardisierte Zufallsgréf3e

_J®)-K

V2K

kann somit als Testgrofe wie folgt verwendet werden. Wenn sich herausstellt, daf3
£ <1.96 ist, so kann mit 95% Wahrscheinlichkeit angenommen werden, da3 der MeB-
vektor z keine schlechten Me3werte enthilt. Anderenfalls muf3 durch eine weitere Un-
tersuchung lokalisiert werden, in welcher Messung z; der grofle Mef3fehler auftritt.

¢ (9.5-17)

9.5.4 Lokalisierung grofier MeRBfehler

Wenn aufgrund des J(£)-Testes nicht angenommen ‘werden kann, da3 keine gro3en
Meffehler vorhanden sind, miissen die normierten Residuen 7y berechnet werden. Un-
ter Verwendung der Normierungsmatrix

Z.=WR (9.5-18)
bildet man die Diagonalmatrix

D = diag X, (9.5-19)
und damit die normierten Residuen

rn=)/D 7 . (9.5-20)

Nachdem man die Elemente des normierten Residuenvektors ry der Gréf3e nach sor-
tiert hat, gibt die grofite Komponente von ry durch den Index i geméaf3 der Beziehung

ry; = max(ry) (9.5-21)

an, welche Messung z; den gro3en Mef3fehler enthilt. Dieser MeBwert ist aus dem MeS3-
vektor z zu eliminieren und danach die Estimationsrechnung erneut durchzufiihren.
Zur Kontrolle ist noch einmal der J(x)-Test anzuwenden, dessen Ergebnis dann angibt,
daf3 der bereinigte Meflvektor keine groSen Mef3fehler mehr enthilt und demzufolge
der Schétzwert £ des Zustandsvektors x fiir die weiteren Berechnungen zuverlissig und
vollstdndig ist. Bild 9.5-1 zeigt in schematischer Form den gesamten Aufbau der State
Estimation fiir den Einsatz in elektrischen Energielibertragungssystemen.
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Bild 9.5-1 Schematisches Blockdiagramm fiir State Estimation zur Ausfilterung der Mef3fehler sowie zur
Entdeckung und Lokalisierung gro3er Mef3fehler

9.6 Abschlieiende Bemerkungen

Im Hinblick auf eine numerisch effiziente Gestaltung des Estimationsalgorithmus
sind folgende Vereinfachungen zuldssig. Die Estimationsmatrix G wird nur mit dem
Startvektor x @ einmal zu Beginn der Iteration berechnet und dann in allen weiteren
Iterationsschritten konstant gehalten. Eine weitere Verringerung der Rechenzeit wird
dadurch erreicht, da3 die unterschiedlichen, numerischen Werte der JACOBIschen Ma-
trix H zu einer Entkopplung des Estimationsalgorithmus benutzt werden. Damit erhilt
man eine zur entkoppelten Lastfluberechnung entsprechende, numerisch sehr effi-
ziente Estimationsmethode, die fiir den on-line Einsatz im Rahmen der Netzbetriebs-
aufgaben gut geeignet ist.
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Aufgaben

Aufgabe 9.1

In dem in Bild 9.3-1 gezeigten Gleichstromnetzwerk soll die Gleichspannung x mit
den beiden Messungen z; = 4,9 A und z, = 10,5 V mit State Estimation geschitzt wer-
den. Die Widerstandswerte sind Ry = 1 Ohm und R, = 2 Ohm.

a) Wie grof ist die Gleichspannung )2 falls d1e beiden Messungen mit gleicher Genauig-
keit durchgefiihrt werden; d.h. ¢2= (1A)?>und o3 = (1V)#

b) Wie groB sind die geschitzten MeBgroBen Z; und Z,? Ferner ist der Wert der gewich-
teten Fehlerquadratsumme J(£) zu bestimmen.

¢) Wie verdndern sich die Ergebnisse von a), wenn die Strommessung ungenau und
die Spannungsmessung relativ genau durchgefithrt wird; d.h. g?=(1A)? und
g3=(0,1V)*

Aufgabe 9.2

Wie lauten die Elemente der Vierpolmatrix Y;_;, wenn es sich beim Ubertragungsele-
ment zwischen den Knoten / und j um einen Transformator handelt

a) mit bezogenem Nenniibersetzungsverhiltnis i = 1
b) mit bezogenem Ubersetzungsverhéltnis i # 1?
Aufgabe 9.3

In dem in Bild U9.3-1 gezeigten, einfachen Energieiibertragungssystem mit zwei
Knoten werden folgende Messungen durchgefiihrt

21 = Py, = 155 MW mit ¢2=(1MW)?
Z22=0p= 22MVAr mit o= (1 MVAr)?
2
3

z3=U, =210kV mit g3=(1kV)?.
Py +) Q4
Knoten 1 U, =U1L61 Knoten 2 l_JzzUzbz
Piz+jQq2 Z;=)1009Q Py+jQy Y FP2+jQ

Bild U9.3-1 Zweiknotiges Netz

Gesucht ist ein Schatzwert fiir die komplexe Spannung U, in Knoten 2 mit State Esti-
mation, wenn zu den drei obigen Messungen zusidtzlich angenommen wird, daf} die
Spannung im Referenzknoten 1 betragsmifBig durch den exakten Wert U; = 220kV
und den exakten Winkel §; = 0° bekannt ist.

Gesucht sind ferner die geschitzten Leistungsfliisse Py, +j Oys resp. Poy+j Os.



