Vorlesung zu Kapitel 08:1

Konkave und konvexe
Funktionen

Moodle Lehrbuch

!Aus , Mathematik fiir Wirtschaftswissenschaftler” von Sydszter,
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8.1 Intuition: Wascheleine am Hohleneingang

Hohle
e-ﬁl'if

Caﬂff

M(}“‘L’dl{ i
€ugl.

Concave

Modul 1 Methodische Grundlagen: Vorkurs Mathematik Kapitel 08, Dr. Lars Metzger, September 2026, =< Kontakt 3/28


mailto:mathe.wiwi@tu-dortmund.de

8.1 Intuition: Seilbriicke iiber Bach
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8.2 Definition Konvexkom bination
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Fiir zwei beliebige Zahr en x3 und xo ist fir A mit 0 < A <1

= A - A
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eine Konvexkombination von x; und xo. =) -4 = 10\
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Konvexkombinationen von Punkten

Fiir zwei beliebige Punkte (x1,y1) und (x2, y2) ist fiir A mit
0<A<1

(x(A),y(A) = A- (1) + (1= A) - (x2, y2)

eine Konvexkombinationen dieser beiden Punkte.

(x1,y1)
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Mit der Konvexkombination von Punkten kdnnen wir nun die
. Waischeleine” als Formel darstellen:

y
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8.2 Definition konkave Funktion Yl rinate eutluey
y— &00(0(.’...91!(@ (MJ(—(A.S e, Ve, j"’.ﬂ' 0‘(‘“3] (v
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Eine Funktion f heiBt konkav auf dem Intervall [a, b], falls
N
f()\-a+(1—)\)-b)l>\-f(a)+(1—/\)-f(b)

fur alle Zahlen A € [0, 1].

Wenn die Ungleichung fiir 0 < A < 1 strikt ist, dann ist f strikt
konkav.
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8.2 Definition konvexe Funktion

Eine Funktion f heiBt konvex auf dem Intervall [a, b], falls
F-a+(1-2) - B)EIA- F(a) + (1 - A) - F(b)
fur alle Zahlen A € [0, 1].

Wenn die Ungleichung fiir 0 < A < 1 strikt ist, dann ist f strikt
konvex.

Anmerkung: Falls f konvex ist, so ist —f konkav.
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Monotonie und Krimmung

£

wachsend, konvex wachsend, konkav
y y
L X L X
fallend, konvex fallend, konkav
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Steigungs-Charakterisierung

Sei x > xp. Die Steigung der Sekante von (xg, f(xp)) nach
(x, f(x)) sei definiert durch

f(x) = f(x0)

X — X

s(xo,x) =
Eine Funktion f ist:

» (strikt) konkav, genau dann, wenn fiir jedes feste xp die
Steigung s(xp, x) (strikt) monoton fallend ist in x;

> (strikt) konvex, genau dann, wenn fiir jedes feste xo die
Steigung s(xo, x) (strikt) monoton wachsend ist in x.
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Fa)p-------------z .
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| i y = f(x)
f(x0) [ A | |
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Modul 1 Methodische Grundlagen: Vorkurs Mathematik Kapitel 08, Dr. Lars Metzger, September 2026, =< Kontakt 13 /28


mailto:mathe.wiwi@tu-dortmund.de

fo+ &)Cear- £ = o

Beispiel f(x) = x2

Ist s(x0,x) = %}CO(XO) strikt monoton wachsend in x?
. at it
Her t_ g (X + %) CX=H5T
Sl )= X =% LR L el x,
X =% X =
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8.3 Allgemeine Eigenschaften

Wir prasentieren in diesem Abschnitt allgemeine Eigenschaften
konkaver Funktionen.

Mit der Regel
f konkav < —f konvex

Lassen sich diese Eigenschaften leicht fiir konvexe Funktionen
anwenden.
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z

Summen X sheeay bomvex

-2x L Woultay | Wonvey

Sind die Funktionen f und g konkav, so ist f + g ebenfalls konkav.
Ist hierbei f oder g strikt konkav, so ist f + g strikt konkav.

Beispiel:

Ist f(x) = x2 — 2x + 2 konkav, konvex, oder weder noch?
e

(v
S{"‘fmw‘t Komve,
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Minima und Maxima

Sind die Funktionen f und g konkav, so ist min{f, g} ebenfalls
konkav.

Dies ist dquivalent zu:

Sind die Funktionen f und g konvex, so ist max{f, g} ebenfalls
konvex.
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Ubung: /\

o F«m azo
f(x) =2 — x und sei g(x) = -2+ x. 'ql,((
Ist max{f, g} konkav, konvex oder weder noch? - F‘js“"f°

Ist h(x) = |x — 2| konkav, konvex, oder weder noch? = muk {q’ '“}
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Verkettung von Funktionen

Sei f konkav und sei g monoton wachsend und konkav.

Dann ist g o f ebenfalls konkav.

22 g (f(Anecnn) B Aglf) e c-nsf i)

r&far.;v/uug ;
[ lonlear: _F(A.l’a f—(‘f-)().r(b) y A IC(a/.,} (-2 IC(('a)
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Inverse von Funktionen

Sei f streng monoton wachsend und konkav.

Dann ist g = f~1 streng monoton wachsend und konvex.

_5"‘!-'-:3 Vadv(q
Bsp: feor = & (Lo ¥yo)

53{1!3 kom [~
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8.4 Tests der ersten Ableitung

y = f(x0) + f'(x0)(x — x0)
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Charakterisierung von konkaven und konvexen Funktionen

Die Funktion f sei differenzierbar.

> f ist konkav genau dann, wenn fiir alle xg und x gilt:
uufm,,ﬁ Geaply Wert avf Towgeade
T — —

f(x) < f(x0) + ' (x0)(x — x0)

Fiir x > xp ist dies dquivalent zu

s(x0,x) = f(X)ziifEXO) < f'(x0)

und fiir x < xp ist dies dquivalent zu

s(x0, %) = ’w > (o)
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Lﬂt-é }Zr al-2af g2
Gilt fiir f(x) = x2 die Ungleichung

(f"&')' 2x f(X) > f(XO) + f’(xo)(X — Xo)

fiir alle xp und x?

Xy X ex -2xK
2
ke > -yt e 2kx | r -2xx
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8.5 Tests der zweiten Ableitung
f konkav: Die Steigung der Tangente fallt in x
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f konvex: Die Steigung der Tangente wachst in x

X0 X1 X2
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8.5 Tests der zweiten Ableitung gz x9 .
3’1’){] - G

5“{.«; 2448 - Rt 2°

Sei f zweimal differenzierbar. . p
ﬁu; Ko q (a) =z ©

f"(x) < 0 fiir alle x & f ist konkav
f"(x) < 0 fiir alle x = f ist streng konkav
f"(x) > 0 fiir alle x < f ist konvex

f"(x) > 0 fiir alle x = f ist streng konvex

F"((]; 2 20 = )(2 51‘!0...3 flava,‘l
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8.6 Wendestellen

Sei f zweifach differenzierbar.

Die Stelle xg heiBt Wendestelle fiir f, falls " in xg das Vorzeichen
wechselt.

Der Punkt P = (xp, f(x0)) heiBt Wendepunkt des Graphen von f.

y
y =x
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Zusammenfassung

» Konkavitdt / Konvexitat

» Summen und Minima / Maxima
» Verkettung und Inverse

P> Tests der ersten Ableitung

P Tests der zweiten Ableitung

» Wendestellen und Wendepunkte
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