Vorlesung zu Kapitel 10:1

Integration

Moodle Lehrbuch

!Aus , Mathematik fiir Wirtschaftswissenschaftler” von Sydszter,
Hammond, Strgm und Carvajal, 6. Auflage
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Integralrechnung

Von welcher Funktion F ist eine gegebene Funktion f die
Ableitung?

Anwendungen in den Wirtschaftswissenschaften:

> MaB fiir Handelsgewinne von Konsument:innen
> MaB fiir Kosten und Gewinne von Firmen

» Wahrscheinlichkeiten und Erwartungswerte

> ...
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10.1 Unbestimmtes Integral, Stammfunktion

Seien f eine stetige und F eine differenzierbare Funktion.

Wenn f die Ableitung von F ist, so nennen wir F ein
unbestimmtes Integral oder eine Stammfunktion von f und wir
schreiben:

/f(x)dx =F(x)+ C,
wobei C € R eine beliebige Konstante ist.
IE Integralzeichen
f(x): Integrand
X
C

Integrationsvariable (gekennzeichnet durch dx)
Integrationskonstante
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Einige wichtige Integrale: Potenzfunktionen

Wenn r € R mit r # —1, dann gilt:

/x”dx = Lx’Jrl + C
r+1

Beispiele:

/xdx =
1
/;dx =

/\/>_<dx _
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Das Integrationszeichen [

[DAb[tverkauf

Das Integrationszeichen [ ist aus dem langen s ,,{* der
Frakturschrift entstanden.

Der Buchstabe { steht fiir lat. summa und deutet darauf hin, dass
ein Integral eigentlich eine Summe ist.
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Einige andere wichtige Integrale
1 )
/x dx = In(|x]) + C (fir x #0)

1
/eax dx = geax—f— C (fur a#0)

« Lo "
/a dx_ln(a)a + C (fira>0,a#1)

Modul 1 Methodische Grundlagen: Vorkurs Mathematik Kapitel 10, Dr. Lars Metzger, September 2026, =< Kontakt

7 /37


mailto:mathe.wiwi@tu-dortmund.de

Grundlegende Integrationsregeln

Wie bei Summen gilt:

/af(x) dx = a/ f(x) dx, wobei a eine Konstante ist

[ 700+ 800) = [ ) e+ [ () o

Modul 1 Methodische Grundlagen: Vorkurs Mathematik Kapitel 10, Dr. Lars Metzger, September 2026, =< Kontakt 8 /37


mailto:mathe.wiwi@tu-dortmund.de

Das bestimmte Integral

Sei f eine stetige Funktion und sei F die Stammfunktion von f.

Dann heiBt die Differenz F(b) — F(a) das bestimmte Integral
von f iiber das Intervall [a, b].

Das bestimmte Integral bezeichnen wir mit

F(x) oder [F(x)]2

Die Zahlen a und b heiBen untere bzw. obere
Integrationsgrenze.
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10.2 Flachen und bestimmte Integrale

Wie berechnen wir die Flache A unter dem Graphen einer stetigen
und nichtnegativen Funktion f iiber dem Intervall [a, b]?
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10.2 Flachen und bestimmte Integrale

A: Flache unter f (stetig, > 0) auf dem Intervall [x, x + dx]

7Ny 2

x x4+ dx
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10.2 Flachen und bestimmte Integrale

Die Flache A zwischen [x, x + dx] ist mindestens so groB wie
dx - f™" und héchstens so groB wie dx - f™:

y

X X+ dx
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10.2 Flachen und bestimmte Integrale

Es gilt also

>l
/Ny f(x)

X x+ dx
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Flache als bestimmtes Integral

Mit A= F(x + dx) — F(x) gilt:

fmin < % < fmax

e T

flx) < F(x) < f(x)

Damit gilt F'(x) = f(x) und:
F(x) = /f(x)dx+ C

Die Flache A entspricht also F(b) f f(x
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Beispiel: Fliche von f(x) = x? auf [—2,1]

Modul 1 Methodische Grundlagen: Vorkurs Mathematik Kapitel 10, Dr. Lars Metzger, September 2026, =< Kontakt 15 / 37


mailto:mathe.wiwi@tu-dortmund.de

10.3 Eigenschaften bestimmter Integrale

Seien f, g : [a, b] — R stetig, dann gilt
> [P F(x)dx = — [2 F(x)dx
> [2f(x)dx =0
> [P f(x)dx = [ F(x)dx + [P F(x)dx fiira < c < b

> fab af(x)dx = afab f(x)dx , wobei a € R
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Differenzieren beziiglich der Integrationsgrenzen

Sei f eine stetige Funktion mit Stammfunktion F.
Dann gilt:

d [P )

— f(x)dx = F'(b) = f(b) .

G | s = Fe) = £(v)
Ebenso gilt:

d [P ,
) f(x)dx = —F'(a) = —f(a) .
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Beispiel A= [ x2dx

Wie verdndert sich die Flache A, wenn sich a oder b andern?
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10.4 Okonomische Anwendungen

> Konsumentenrente
> Kosten

» Produzentenrente
» Wahrscheinlichkeiten

» Erwartungswerte
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Konsumentenrente KR

Preis

Menge
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Angebotskurve und Kosten

Preis

Menge

Flache unter der Angebotskurve:
q1 ,
| < @da = cta) - <(0)
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Produzentenrente PR

Die Firma biete g1 Einheiten zum Preis p; an.
Erlos: p1 - g1
Gewinn: 7(q1) = p1- g1 — c(q1)

Preis

P1
Gewinn

(ohne Fixkosten)

M
0 enge
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Wohlfahrt

Preis

Angebot

Nachfrage

Menge

Die Wohlfahrt wird gemessen durch

W(q1) = KR(q1) + PR(q1) = /0 " (Po(q) - Ps(q)) da
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Wahrscheinlichkeiten

Betrachte eine stetige Zufallsvariable, welche durch die
Dichtefunktion f beschrieben wird.

Falls f stetig ist, besitzt f eine Stammfunktion F. Die
Woahrscheinlichkeit, dass die Zufallsvariable einen Wert kleiner oder
gleich x; annimmt, ist durch

Flxa) = / " Fx)dx

—00

gegeben.
Es gilt [ f(x)dx = 1.

Wir nennen die Stammfunktion F auch Verteilungsfunktion.
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Dichtefunktion und Wahrscheinlichkeit

y

X1 X
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Erwartungswert

Der Erwartungswert einer Zufallsvariablen ist der (theoretische)
Durchschnittswert der Variablen bei unendlich vielen unabhangigen
Ziehungen.

Elx] = / x - F(x)dx

Der Erwartungswert ist der , Gravitationspunkt® der
Dichtefunktion.
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Erwartungswert

y

E[x] = [ xf(x)dx X
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Beispiel Erwartungswert bei f(x) = 3x°

Sei X eine stetige Zufallsvariable mit der Dichte f(x) = 3x.

Welche Werte kann X annehmen, falls der kleinste Wert von
X =0 ist?

Wie lautet der Erwartungswert von X7
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10.5 Partielle Integration

Zur Wiederholung aus Kapitel 6:

Produktregel:
(f(x)g(x)) = f'(x)g(x) + f(x)g'(x)

Unbestimmtes Integral auf beiden Seiten der Gleichung:

/ (F(x)g(x)) dx = / F(x)g(x)dx + / F(x)g' (x)dx

f(x)g(x)
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Formel der partiellen Integration:

/ F(x)g' (x)dx = F(x)g(x) - / F(x)g (x)dx

Fiir bestimmte Integrale:

b

b b
/a F(x)g (x)dx = | F(x)a(x) - / ()& (x)dx

a

Wir benutzen die partielle Integration, wenn wir ein Produkt aus
zwei Funktionen integrieren wollen, von denen die eine eine
einfache Ableitung besitzt und die andere eine einfache
Stammfunktion.
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Beispiel 10.5.1 (partielle Integration)

/ xe*dx

Berechne:
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10.6 Integration durch Substitution

Zur Wiederholung aus Kapitel 6:
Kettenregel:
(F(g(x))' = F'(g(x)) &' (x)

N——
=f(g(x))

Unbestimmtes Integral auf beiden Seiten der Gleichung:
[ (Flety dx = [ fle(x) - '(x)ax
| S —

F(g(x))

AuBerdem gilt mit u = g(x) und du = g'(x)dx:
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Beispiel 10.6.3

Berechne

/e 1+ In(X)dx
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Beispiel 10.6.6

Berechne

/x4+3X2—4
Z—dx
x4 + 2x
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10.7 Uneigentliche Integrale

Wir sprechen von einem uneigentlichen Integral, falls (eine der)
Integrationsgrenzen eines bestimmten Integrals gegen oo geht
und der Wert des Integrals gegen eine Zahl strebt:

/b f(x)dx — b f(x)dx € R
0

b—oo 0
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Beispiel 10.7.1

Exponentialverteilte Zufallsvariable:
f(x) = de ™
Wie lautet die Wahrscheinlichkeit, dass 0 < X < b?
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Zusammenfassung

» Unbestimmte Integrale, Stammfunktionen: Notation

> Integrationsregeln

» Flichen und bestimmte Integrale

» Eigenschaften von bestimmten Integralen, Differenzierung
» Okonomische Anwendungen

> Partielle Integration

» Integration durch Substitution

> Uneigentliche Integrale
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