Mathematik
Variante A

Technische Universitat Dortmund Fakultat Wirtschaftswissenschaften 28. Juli 2026

Bitte tragen Sie lhre Daten sorgfaltig und leserlich ein:

1. Priifungsversuch Ja  Nein
Matrikelnummer Nachname
Studiengang Vorname

Bearbeitungshinweise:
Diese Klausur besteht aus 15 Aufgaben. Alle Aufgaben sind unabhangig voneinander l6sbar.
Jede Aufgabe hat vier Antwortmdglichkeiten, von denen jeweils genau eine zutreffend ist.

Markieren Sie die jeweils zutreffende Antwortmdoglichkeit jeder Aufgabe auf diesem Deckblatt. Es werden aus-
schlieRlich Ihre Markierungen der jeweiligen Antwortmoglichkeiten a) bis d) auf diesem Deckblatt gewertet.
Skizzen und Anmerkungen werden nicht bewertet.

Sie diirfen entweder eine oder zwei Antwortmdglichkeiten fiir jede Aufgabe markieren.

Markieren Sie genau eine Antwortméglichkeit, so erhalten Sie bei Markierung der zutreffenden Antwortmaoglich-
keit drei Punkte fiir die entsprechende Aufgabe.

Markieren Sie genau zwei Antwortmdglichkeiten, so erhalten Sie bei Markierung der zutreffenden Antwortmaog-
lichkeit einen Punkt fiir die entsprechende Aufgabe.

In allen anderen Féllen erhalten Sie null Punkte fiir diese Aufgabe.

Bitte verwenden Sie einen Kugelschreiber oder nicht zu starken Filzstift.

Es sind keine Hilfsmittel zugelassen (insbesondere keine Taschenrechner).

Bei 27 von maximal 45 erreichbaren Punkten ist die Klausur in jedem Fall bestanden.
Die Bearbeitungszeit betragt 90 Minuten.

Viel Erfolg!

Korrekturhinweis: Wenn Sie irrtiimlich ein falsches Kastchen
Markierung: X Korrektur: . angekreuzt haben, malen Sie dieses bitte vollstindig aus und
kreuzen Sie eindeutig erkennbar die zutreffende Antwort an.
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Aufgabe 1 zu Kapitel 7 Anwendungen der Differentialrechnung

Die Gleichung
-y =18

definiert eine Kurve in der z-y-Ebene.

Wie lautet die Steigung der Tangente an diese Kurve im Punkt (g, o) = (3,6)7?
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Aufgabe 2 zu Kapitel 7 Anwendungen der Differentialrechnung

Wie lautet die lineare Approximation der Funktion f(z) = e® fiir z nahe xzy = 07

a) f(e)~x
b) f(z)~1+z
) flz)~ —1+a
d) /() ~ In(x)
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Aufgabe 3 zu Kapitel 8 Konkave und konvexe Funktionen
Es seien f,g: D — R zwei beliebige stetige Funktionen, wobei der Definitionsbereich D konvex sei.

Welche Aussage ist in Bezug auf das Maximum oder Minimum von f und g richtig?

a) Sind f und g konkav, so ist min{ f, g} konkav.

b) Sind f und g konvex, so ist min{f, g} konvex.

c) Sind f und g konvex, so ist max{f, g} nicht konvex.
)

d) Sind f und g konkav, so ist max{f, g} konkav.
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Aufgabe 4 zu Kapitel 9 Optimierung

Welche Bedingung ist hinreichend dafiir, dass die stationare Stelle xy von einer zweimal differenzierbaren Funk-
tion f eine Minimumstelle ist?

2) f(x) < 0 fiir alle z.
b) f(x) < 0 fiir alle .
&) f"(x) > 0 fir alle z.
d) f'(z0) # 0.
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Aufgabe 5 zu Kapitel 10 Integration

Welche Aussage zu grundlegenden Integrationsregeln ist falsch?

a) [(f(x) +g(z))dz = [ f(z)dr + [ g(x)dz
b) [ f(2) - g(x)dx = [ f(z)dx - [ g(x)dw

) Jaf(x)de=a [ f(x)dz

d) [(f(z) = g(x))de = [ f(x)de — [ g(x)dx

c
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Aufgabe 6 zu Kapitel 12 Matrizenalgebra

Welche Bedingung ist notwendig dafiir, dass zwei Matrizen A und B addiert werden kénnen?

a) A muss quadratisch sein.

b

B muss eine Einheitsmatrix sein.

c) Die Anzahl der Spalten von A muss gleich der Anzahl der Zeilen von B sein.

)
)
)
)

d) A und B miissen die gleiche Ordnung haben.
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Aufgabe 7 zu Kapitel 12 Matrizenalgebra
Wie ist das Skalarprodukt zweier Vektoren a = (ay,...,a,) und b = (by,...,b,) definiert?

a) a-b=ab; +asby+ ...+ a,b,.

b) a-b=(a;+0by,a3+bo,...,a,+by).
c)a-b=a+ay+...+a,+b+by+ ...+ by
d) a-b=aib, +asb,_1 + ...+ ayb;.
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Aufgabe 8 zu Kapitel 13 Determinanten, Inverse und quadratische Formen

A= (1)

Die Matrix A sei gegeben durch:

Wie lautet die Determinante von A?

a) |A|=0

b) |A] = —12
c) |A] =12
d) |A|=6
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Aufgabe 9 zu Kapitel 13 Determinanten, Inverse und quadratische Formen

Welche der folgenden Aussagen ist richtig?

a) Eine Matrix A der Ordnung n x n ist positiv definit, wenn x’Ax < 0 fiir alle x # 0 gilt.

)

b) Eine Matrix A der Ordnung n x n ist negativ definit, wenn x’Ax > 0 fiir alle x # 0 gilt.

c) Eine Matrix A der Ordnung n X n ist indefinit, wenn x’Ax = 0 fiir alle x € R™ gilt.
)

d) Eine Funktion @ : R™ — R heillt quadratische Form, falls eine Matrix A der Ordnung n x n existiert,

sodass Q(x) = x'Ax fiir alle x € R" gilt.
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Aufgabe 10 zu Kapitel 14 Funktionen mehrerer Variablen
Die Funktion f sei fiir alle (x,y) € R? definiert durch:

f(z,y) = 2z + 2%y?

Wie lautet die partielle Ableitung der Funktion f nach x7?

2) % (z,y) = 3%

b) %(w,y) =2 + 2zy°.
c) %(x, y) = 2+ 3x?y?
d) I(z,y) = 22 + 2%
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Aufgabe 11 zu Kapitel 14 Funktionen mehrerer Variablen

Welche Matrix ist die Hessematrix einer zweimal partiell differenzierbaren Funktion f : D — R mit D C R??

o) 1) = ()

Q(xvy)
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Aufgabe 12 zu Kapitel 15 Partielle Ableitungen im Einsatz
Welche Formel gilt beim impliziten Differenzieren entlang einer Hohenlinie f(z,y) = ¢, falls fi(x,y) # 07

dy _ fi(zy)
a) do fz(zay)

dy _  fi(zy)
b) & = —Few:

dy _ fl(x7y)
c) de — _fZ(w,y)'

d) 3 = fi(z,y) + fr(z,y).
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Aufgabe 13 zu Kapitel 15 Partielle Ableitungen im Einsatz

Welche der folgenden Aussagen ist in Bezug auf eine quadratische Form f(x) = x’Ax, wobei x € R™ und A
eine Matrix der Ordnung n x n ist, richtig?

a) Der Gradient lautet V f(z) = Az und die Hessematrix lautet f”(z) = A.

b) Der Gradient lautet V f(z) = 2’ Az und die Hessematrix lautet f”(z) = .

c) Quadratische Formen besitzen keinen Gradienten.
)

d) Der Gradient lautet Vf(z) = (A’ + A)x und die Hessematrix lautet f”(z) = A’ + A.
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Aufgabe 14 zu Kapitel 17 Optimierung ohne Nebenbedingungen
Essei f: D — R mit D C R? partiell differenzierbar.

Es bezeichne z*(r) die eindeutige und innere Lésung des Problems
max f(z,7)

und es bezeichne f*(r) = f(x*(r),r) die Optimalwertfunktion.
Welche der folgenden Aussagen ist richtig?

df* of(z*(r),
) 4 it

df* of (x*(r),r
b) 4% — 20

) G =2"(r)

d) 4 =9

dr
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Aufgabe 15 zu Kapitel 18 Nebenbedingungen in Gleichheit
Welche Lagrangefunktion gehort zu folgendem Problem?

max f(z,y) bzw. min f(z,y) unter der Bedingung g(z,y) = ¢
z,Y T,y

a) L(z,y) = g(z,y) — AN(f(z,y) — ¢).
b) L(z,y) = f(z,y) — Mg(z,y) —¢).
c) L(z,y) = f(z,y) + 9(z,y) +c

d) L(z,y) = M(z,y) — g(z,y).
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Losung zu Aufgabe 1

Gesucht ist die Steigung der Tangente an die durch x - y = 18 definierte Kurve im Punkt (xq, y0) = (3, 6).
Wir differenzieren die Gleichung implizit nach x:

Mit der Produktregel ergibt sich:

L) = Ly
Also: a
lL-y+az- pri 0
Daraus folgt:
dy
T =y
Somit gilt:
dy _ v
dz x
Im Punkt (3,6) erhalten wir:
dyl 0y
dx (3.6) 3

Damit ist die Steigung der Tangente gleich —2.

Richtige Antwort: d)
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Losung zu Aufgabe 2

Gesucht ist die lineare Approximation der Funktion f(z) = e” fiir z nahe 27 = 0.
Die lineare Approximation einer Funktion f um xq lautet:

f@) = f(xo) + f'(20)(x — x0).

Hier gilt:
flz)=¢"
Also ist:
fl@)=e"
Fir 2o = 0 gilt:
) =" =1
und
f(0)=¢"=1.

Einsetzen in die Formel der linearen Approximation liefert:

flz)=~1+1-(x—0).
Damit:
flx) =~ 1+ .

Die lineare Approximation von e* nahe xq = 0 lautet also 1 + .

Richtige Antwort: b)
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Losung zu Aufgabe 3

Gesucht ist die richtige Aussage iiber das Maximum oder Minimum zweier Funktionen f,g : D — R auf
einem konvexen Definitionsbereich D.
Eine bekannte Eigenschaft konkaver Funktionen lautet:

f konkav und g konkav = min{f, g} konkav.
Daher ist Aussage a) richtig:
Sind f und g konkav, so ist min{f, g} konkav.

Die Aussage d) ist im Allgemeinen falsch, denn das Maximum zweier konkaver Funktionen muss nicht konkav
sein.

Die Aussage b) ist im Allgemeinen falsch, denn das Minimum zweier konvexer Funktionen muss nicht konvex
sein.

Die Aussage c) ist falsch, denn das Maximum zweier konvexer Funktionen ist konvex.

Damit ist genau Aussage a) korrekt.

Richtige Antwort: a)
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Losung zu Aufgabe 4

Gesucht ist eine hinreichende Bedingung dafiir, dass eine stationare Stelle z( einer zweimal differenzierbaren
Funktion f eine Minimumstelle ist.
Eine stationare Stelle erfiillt:

f'(@o) = 0.

Wenn zusatzlich gilt:
f"(x) >0 fir alle z,

dann ist f konvex.
Fiir eine konvexe Funktion ist jede stationdre Stelle eine Minimumstelle.
Daher ist die Bedingung
f(x) >0 firallex

hinreichend dafiir, dass zy eine Minimumstelle ist.

Die Bedingungen f”(x) < 0 oder f”(x) < 0 sprechen dagegen fiir Konkavitdt und damit bei einer stationaren
Stelle fiir ein Maximum.

Die Bedingung f'(xo) # 0 widerspricht sogar der Stationaritdt von x.

Richtige Antwort: c)
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Losung zu Aufgabe 5

Gesucht ist die falsche Aussage zu grundlegenden Integrationsregeln.
Die Linearitat des Integrals besagt:

[+ g@yde= [ s+ [ gla)as

und /(f(a:) ~ (@) dz = /f(x) d:z:—/g(x) dx.

Aulerdem darf ein konstanter Faktor vor das Integral gezogen werden:

/af(x)d:p:a/f(x)dx,
wobei ¢ eine Konstante ist.

Fiir Produkte gilt jedoch im Allgemeinen nicht:

/f(lf)g(x) dx:/f(x) dx-/g(x) dx.

Diese Gleichung ist keine giiltige allgemeine Integrationsregel.
Damit ist Aussage b) die falsche Aussage.

Richtige Antwort: b)
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Losung zu Aufgabe 6

Gesucht ist die notwendige Bedingung dafiir, dass zwei Matrizen A und B addiert werden kénnen.
Matrizenaddition ist nur definiert, wenn beide Matrizen dieselbe Ordnung besitzen.
Das bedeutet: Haben A und B die Ordnung m x n, dann ist

A+ B

ebenfalls eine Matrix der Ordnung m X n.
Die Addition erfolgt komponentenweise:

A+ B = (a;;) + (bij) = (ai; + bij).

Eine Matrix muss fiir die Addition nicht quadratisch sein.

Eine Matrix muss fiir die Addition auch keine Einheitsmatrix sein.

Die Bedingung, dass die Anzahl der Spalten von A gleich der Anzahl der Zeilen von B ist, gehort zur
Matrizenmultiplikation, nicht zur Matrizenaddition.

Damit miissen A und B dieselbe Ordnung haben.

Richtige Antwort: d)
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Losung zu Aufgabe 7

Gesucht ist die Definition des Skalarprodukts zweier Vektoren a = (ay, ..., a,) und b= (by,...,b,).
Das Skalarprodukt zweier n-Vektoren ist definiert durch:

a'b:a1b1+(l2b2+"‘+(lnbn.

In Summenschreibweise lautet dies: .
a-b= Z Clzbl
i=1

Das Ergebnis des Skalarprodukts ist eine Zahl, also ein Skalar.

Antwort c) ist nur die Summe aller Komponenten und nicht das Skalarprodukt.

Antwort b) beschreibt die komponentenweise Addition zweier Vektoren und liefert wieder einen Vektor.

Antwort d) multipliziert die Komponenten in umgekehrter Reihenfolge und ist nicht die Standarddefinition
des Skalarprodukts.

Damit ist Antwort a) korrekt.

Richtige Antwort: a)
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Losung zu Aufgabe 8

Gegeben ist die Matrix

Fir eine 2 x 2-Matrix

lautet die Determinante:

Hier ist:

Also ergibt sich:

Damit;:

Die Determinante der Matrix ist also 12.

A:G —36>.

A =2-3—(=6) 1.

|Al =6+6=12.

Richtige Antwort: c)
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Losung zu Aufgabe 9

Gesucht ist die richtige Aussage zu quadratischen Formen und Definitheit.

Eine Funktion
Q:R"—=R

heilt quadratische Form, wenn eine Matrix A der Ordnung n x n existiert, sodass

Q(z) = 2'Ax
fir alle z € R” gilt.
Damit ist Aussage d) korrekt.
Eine Matrix A heiRt positiv definit, wenn
P’ Az >0

fir alle = # 0 gilt.
Aussage a) ist daher falsch, weil dort 2/ Ax < 0 steht.
Eine Matrix A heillt negativ definit, wenn
2’ Ar <0

fir alle = # 0 gilt.
Aussage b) ist daher falsch, weil dort 2’ Az > 0 steht.
Eine Matrix ist indefinit, wenn es Vektoren x und y gibt, sodass

Az >0 und 3'Ay <O.

Aussage c) ist daher ebenfalls falsch.

Richtige Antwort: d)
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Losung zu Aufgabe 10

Gegeben ist die Funktion
flz,y) =2z + 2%y,
Gesucht ist die partielle Ableitung von f nach z.

Beim partiellen Ableiten nach x wird ¥ als konstant behandelt.
Wir leiten die beiden Terme einzeln nach z ab:

0

Fiir den zweiten Term gilt:

0

%(90293) = 2ay°,

weil 12 beim Ableiten nach z als Konstante behandelt wird.
Damit folgt:
of

5 Y) =2+ 20y

Die gesuchte partielle Ableitung ist also 2 + 2zy3.

Richtige Antwort: b)
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Losung zu Aufgabe 11

Gesucht ist die Hessematrix einer zweimal partiell differenzierbaren Funktion f : D — R mit D C R2.
Bei einer Funktion zweier Variablen gibt es vier zweite partielle Ableitungen:

ﬁ(l‘,y), {/2($7y>7 5/1(x7y>> 5/2(‘7573”

Diese werden in der Hessematrix angeordnet:

f”(x,y) — ( gl(magﬁ i%(xugﬁ) .

o1(7,y)  fao(w,y)

Antwort a) ist der Gradient beziehungsweise ein Vektor erster partieller Ableitungen und nicht die Hessema-
trix.

Antwort b) ist nur ein Zeilenvektor mit den Variablen x und y.

Antwort c) ist eine spezielle Diagonalmatrix und nicht allgemein die Hessematrix von f.

Damit ist Antwort d) korrekt.

Richtige Antwort: d)
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Losung zu Aufgabe 12

Gesucht ist die Formel fiir implizites Differenzieren entlang einer Hohenlinie f(z,y) = ¢, falls fi(x,y) # 0.
Entlang der Hohenlinie gilt:

flx,y) =c

Da ¢ konstant ist, ergibt die Ableitung nach z:

d

Mit der Kettenregel folgt:

ﬁ@w+ﬁmw%:o

Nun I6sen wir nach % auf:
dy
oz y) o = = filz,y).
Da f5(z,y) # 0 gilt, diirfen wir durch fi(z,y) teilen:

dy _ fi(z,y)

dr  fi(z.y)
Damit ist die gesuchte Formel:

dy _ fi(z.y)

dr  fi(z.y)

Richtige Antwort: c)
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Losung zu Aufgabe 13

Gegeben ist eine quadratische Form
f(x) =2’ Az,

wobei x € R™ und A eine Matrix der Ordnung n x n ist.
Fiir eine quadratische Form gilt allgemein:

Vix)=(A"+ A)x.

Aulerdem gilt fiir die Hessematrix:
f(x)=A"+ A.

Wenn A symmetrisch ist, vereinfacht sich dies zu V f(z) = 2Ax und f”(z) = 2A, aber im Allgemeinen
muss die Formel mit A" + A verwendet werden.

Antwort a) ware nur unter zusatzlichen Annahmen und selbst dann nicht in dieser Form allgemein korrekt.

Antwort b) ist falsch, weil 2’ Az ein Skalar ist und nicht der Gradient.

Antwort c) ist falsch, weil quadratische Formen sehr wohl einen Gradienten besitzen.

Damit ist Antwort d) korrekt.

Richtige Antwort: d)
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Lésung zu Aufgabe 14

Gegeben ist ein Optimierungsproblem der Form
max f(x,r),

wobei x die Entscheidungsvariable und r ein Parameter ist.
Die eindeutige und innere Losung sei z*().
Die Optimalwertfunktion ist definiert durch:

fr(r) = f(@*(r),r).

Nach der Kettenregel gilt:

df*(r) _ 0f(a*(r),r) dz(r) +3f(9€*(7“)77“)
dr ox dr or '

Da x*(r) eine innere Lésung des Maximierungsproblems ist, gilt die Bedingung erster Ordnung:

af (x*(r),r)

o =0.

Damit verschwindet der erste Term:

Somit bleibt:
&) _ o5 (r).r)

dr or
Dies ist die Aussage des Envelope-Theorems.

Richtige Antwort: a)
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Losung zu Aufgabe 15

Gesucht ist die Lagrangefunktion zum Problem

max f(z,y) bzw. min f(z,y) unter der Bedingung g(z,y) = c.
z,y T,y

Bei einer Gleichheitsnebenbedingung g(x,y) = ¢ wird ein Lagrange-Multiplikator A eingefiihrt.
Die Nebenbedingung kann in der Form

g(x,y) —c=0

geschrieben werden.
Die Lagrangefunktion lautet nach der hier verwendeten Konvention:

L(z,y) = f(z,y) — Mg(z,y) — o).

Fiir alle zulassigen Punkte (z,y) mit g(z,y) = c gilt:

g(z,y) —c=0.

Daher gilt an zul3ssigen Punkten:
L(z,y) = f(z,y).

Die Antwortmdglichkeiten a), c) und d) entsprechen nicht der angegebenen Lagrangefunktion fiir dieses
Problem.
Damit ist Antwort b) korrekt.

Richtige Antwort: b)
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Losungsschliissel

10 11 12 13 14 15

Aufgabe‘l 2 3 45
Antwort‘d b a ¢ b
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6 9
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