Vorlesung zu Kapitel 07:1

Anwendungen der
Differentialrechnung

Moodle Lehrbuch

!Aus , Mathematik fiir Wirtschaftswissenschaftler” von Sydszter,
Hammond, Strgm und Carvajal, 6. Auflage
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7.1 Implizites Differenzieren

Manchmal werden Funktionen implizit durch eine Gleichung
definiert.

Beispiele:

f(x)® +3x*f(x) = 13

Wie bestimmt man die Ableitung der jeweiligen Funktion?
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Implizite Differentiation

Wenn zwei Variablen x und y durch eine Gleichung in Beziehung
stehen, erhiltst Du die Ableitung y’ so:

(i) Differenziere jede Seite der Gleichung nach x. Betrachte dabei
y als Funktion von x.

(ii) Lése die resultierende Gleichung nach y’ auf.

Modul 1 Methodische Grundlagen: Mathematik Kapitel 07, Lars Metzger, SoSe 2026, x Kontakt 4 /42


mailto:mathe.wiwi@tu-dortmund.de

Beispiel: xf(x) = 18 fiir x > 0
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Beispiel: y/f(x) = x fiir f(x),x >0
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Beispiel: f(x)® + 3x*f(x) = 13
25
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7.3 Ableitung der Inversen »
5(,};) = X
C&{'l‘f 7 m‘[éﬂ/aa Secten nach x af.

Sei f eine differenzierbare Funktion mit der inversen Funktion g.

Wenn fiir einen inneren Punkt xg gilt f'(xp) # 0, dann ist g
differenzierbar in yg = f(xp) und

g/(YO) = f/(XO)

’ /

(3 (.Ffﬂ)) = SF(F“/)) i f{(}() = 4’ ’ : _{ (¢) + ©
l—’_'\"_\—l W
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Beispiel: Produktionsfunktion und Faktornachfrage
=5

Es gelte f(x) = x. (for #%0) ~ als) =%

f -

Wie lauten f'(x), g(y) und g’(y)? Ay = 2.3

‘Cr”,uf? ~ [((x) =

T
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e
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7.4 Lineare Approximation

Fiir x in der Ndhe von xp gilt:

f(x) = f(x0) + f'(x0)(x — x0)

Falls f linear ist und eine Gerade beschreibt, so ist die
H—-_-_-_-_""‘-
Approximation exakt.

(Siehe Gleichung einer Tangente.)
f(x), mrx +b& ’f’(m = m

Cig) + £uor(x -16) = mi +b v m(x -Xo
e =
- wmx 4 = ,ff(J
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Beispiel: Lineare Approximation

Beispiel: f(x) = In(1 + x)

y y=x
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Lineare Approximation: Ubung ~ #4 ® ft%> + £6) (x- %)

Wie lautet die lineare Approximation von
f(x) =In(1+ x)
in der Ndhe eines beliebigen Punktes xp > —17
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Das Differential einer Funktion

Sei f eine differenzierbare Funktion und dx # O eine beliebige

Anderung der Variablen x wa ] Z{Cg

Differential von y = f(x):

dy = f'(x)dx

Differenz des Funktionswertes y = f(x):

Ay = f(x + dx) — f(x)

Fiir dx klein gilt
Ay ~ dy
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Darstellung des Differentials dy und der Differenz Ay

y
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Differenz und Differential: Ubung

Berechne das Differential dy und die Differenz Ay fiir folgende
Funktion:

f(x)=1+x> 16’@.— 2-X
Begriinde, warum dy ~ Ay fiir dx klein.

db,f{rm-oﬁ( . 2.x . oAx

2
Ay = [ (xvde) = L) = A+ (xeed = (1+ xY)
e K axoti s @F A s rxde e (O
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7.5 Polynomiale Approximation

Die quadratische Approximation an f(x) um x = xo

le Aé/{l'f“vfd
Fiir x in der Nadhe von xg gilt: /
1 r_“'-.f‘"\
09 ) + ) )y 5 o)l =)
linesre  Approsimatipn,
Fiir xo = 0 gilt:

F(x) ~ F(0) + F'(0)x + %f"(O)x2
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Quadratische Approximation: Ubung

Wie lautet die quadratische Approximation von

f(x) =In(1+ x)
in der Ndhe x = xg?

f -4
( M) = ___’_’_ = (a+X)
atx
I -2 A
F (x) = -4 (lff-d\‘) - - (—4’:;‘)’,_
A _ _l A4 cx-x)
Lo (1bx) & (nlA+%) + 2 (X=%) 2 )t
Lo x-o x ) ,
— L — 1 4 _ (x-0)
lataix) s llatod v Z(x-0> ~ 3 (ara
= x - Lx*
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7.7 Elastizitaten

Wenn f an der Stelle x differenzierbar und f(x) # 0 ist, dann ist
die Elastizitdt von f beziiglich x gleich:

El.f(x) = f’(x)m

Die Elastizitat misst:

Wenn sich das Funktionsargument x um 1% &ndert, dndert sich
der Funktionswert f(x) um Elf(x)%.
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Relative Anderungen AL

[
flerdo) ~Lex)

%-Anderung des Funktionswertes f(x) : £00 - _A;_—FS
x
. _ ey - ol
%-Anderung der Variablen x : )_(-—xx—)-( : -f’-
Rate der relativen Anderungen:
4Af
%-Anderung f(x) Fon A X AF x
%-Anderung x N olx ST odXx  dx T
= f £w
Falls dx klein: Af ~ df und
%-Anderung f(x) N o(]L X
%-Anderung x AX L)
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Preiselastizitat der Nachfrage: Ubung

8—2%p fallsp<6
D(p) = { 3
0 sonst

1. Zeichne den Graph von D in ein Diagramm.
Trage hierbei den Preis auf der vertikalen Achse ein.

2. Berechne die Elastizitdit von D fiir 0 < p < 6
3. Kennzeichne die Bereiche El,D(p) < —1 und El,D(p) > —1.
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Elastizitat eines Produktes von Funktionen

Die Elastizitit eines Produktes von Funktionen ist die Summe der

Elastizitaten der Funktionen:

(FE0) s = F1(X) 5oy + 81—

[

(sl

Lalio
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Preiselastizitat des Erloses

Sei R(p) = D(p)p der Erlos.
Die Elastizitat der Erlésfunktion R(p) beziiglich des Preises p ist:

E/pR(p):dF:{'Ef))R’(pp): EZFDfP) + f{fyf’ = E[PD(;)) + - =0

Wann ist die Elastizitit des Erléses gleich null? ELOp = -1
AP P
EZP k- i F
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7.8 Stetigkeit

Die Funktion f ist stetig an der Stelle x = xp genau dann, wenn

lim f(x) = f(xo)

X—>X0
y y
P P
Ly =1(x) oy = f(x)
X0 X X0 X
stetig unstetig
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Eigenschaften von stetigen Funktionen

Wenn f und g stetig in xg sind, so gilt:

(a) f+ g und f — g sind stetig in xp.

(b) fg und f/g, falls g(xo) # 0, sind stetig in xo.

(c) (f(x))" ist stetig in xp, falls (f(x))" definiert ist, wobei r € R.

(d) Wenn f eine Inverse hat auf dem Intervall /, so ist die Inverse
f~1 stetig auf £(/).

Jede Funktion, die aus stetigen Funktionen durch Kombination
einer oder mehrerer der folgenden Operationen: Addition,
Subtraktion, Multiplikation, Division (auBer durch Null) und
Verkettung, erzeugt werden kann, ist stetig in allen Punkten, in
denen sie definiert ist.
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Stetigkeit: Ubung

Welche der drei folgenden Funktionen ist/sind stetig?

v v g 4
F(x)=x>—1+4yx— (1+x)% x>0 /
4
0 falls x <1 .
Xg(x): 0,7 fallsl<x<2 o2 —

1 falls x > 2 o X
o a Z
hx) = X | fallsx<1
Vx  falls x >1
L) = 4 H V4
h
X—)1

WX oahest siclh A you yeclds "
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7.9 Mehr uber Grenzwerte: Fehlender Grenzwert

f (wr-A (o fw g

IS
rechbssetiy skly o

L fra =B # [1x)

FETA

*Lﬂi‘f (-‘.bssa‘l-—a .g.(«a(.a o X,
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Einseitige Grenzwerte

Im Diagramm der vorigen Folie:

f(x) strebt gegen B, wenn x gegen xp von links strebt und f(x)
strebt gegen A, wenn x gegen xp von rechts strebt.

Notation:

Linksseitiger Grenzwert B

lim f(x) = B oder f(x) — B

X—Xg X—Xg
Rechtsseitiger Grenzwert A

lim f(x) =Aoder f(x) — A

+
X—>X0 X—}XO
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Einseitige Stetigkeit

Sei f eine Funktion deren Definitionsbereich ein offenes Intervall
(a, b) enthélt.

f ist linksseitig stetig in xp € (a, b], falls lim f(x) = f(xo).

X‘)XO

f ist rechtsseitig stetig in xp € [a, b), falls lim f(x) = f(xo).

+
X—>X0

f ist stetig auf [a, b], falls f in jedem Punkt xo € (a, b] linksseitig
stetig und in jedem Punkt xp € [a, b) rechtsseitig stetig ist.
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Grenzwerte im Unendlichen

f(x) hat den Grenzwert A, wenn x gegen unendlich strebt, falls:

f(x) kann beliebig nahe an A gewidhlt werden, indem man x
hinreichend groB wahlt.

Notation:
lim f(x) = Aoder f(x) — A

X—r00 X—>00

Analog:
lim f(x)= B oder f(x) — B

X——00 X——00
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Horizontale Asymptoten

lim f(x)=Aund Xﬂrpoo f(x)=B

X—00

Modul 1 Methodische Grundlagen: Mathematik Kapitel 07, Lars Metzger, SoSe 2026, x Kontakt 31 /42


mailto:mathe.wiwi@tu-dortmund.de

Grenzwert im Unendlichen: vertikale Asymptote

y
_ 1
Y = r2p
X
5 —4 -3
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Eigenschaften von unendlichen Grenzwerten

Falls die Funktionswerte von f und g mit x — xp gegen unendlich
streben, schreiben wir f(x), g(x) — oo.
X—>X0

Dann gilt:

f(x) 4+ g(x) — oo und f(x)g(x) — oo mit x — xp
X—rXp X—¥Xp

Es gibt jedoch keine Regel fiir die Grenzwerte von f(x) — g(x) und
f(x)/g(x), wenn x — xg.
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Einseitige Ableitungen

Wir nennen den einseitigen Grenzwert

. f(xo + Ax) — f(x0) ;o
| =f
Axs0- Ax ()

die linksseitige Ableitung von f an der Stelle xg

und

die rechtsseitige Ableitung von f an der Stelle xp.
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Stetigkeit und Differenzierbarkeit

Eine stetige Funktion muss nicht notwendig differenzierbar sein.

Beispiel: ‘C(,() _oIx] = wmee T, -x¢

Lo |xl = b R
- X0
¥2 0 ‘): iy Sé(‘z ™ }/‘, =0
Lim Il = Lim ERNv
X ot 450"
i flo-fro lim X -0 _ L= _y 4
zr-a X-0 Y x-° xhad
+
G Fuo -fo _ L X-o Lo g o a4
*‘:)O* -0 X‘)C"' x -0 X320

f;‘} Hl‘&(" D(fﬂ 2‘/ P Ky =0
35 / 42
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Stetigkeit und Differenzierbarkeit

Eine differenzierbare Funktion ist notwendig stetig.

Folffbr = f skl

Woutva positin
Loy o f ikt e
- _ - - R+ A
R R A
P il SN (ﬁ.‘;::,-F'fJJ - fw & fro
X2 X - _— 7 —
() - % S
Liim ?Cf()- ./((‘) /4 ’[r‘fa) &
(o, ———~  ~ ‘ Ko= 4%
,('y\b
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. o8]
7.10 Der Zwischenwertsatz

Inecvnll adgechiloce " oA b
J Shsepdloscon ] lowmpaiet

Sei f : [a, b] — R eine stetige Funktion.

Dann gibt es fiir jeden Wert y zwischen f(a) und f(b) wenigstens
ein ¢ € [a, b] sodass f(c) = y.

f(b)
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- Do > sco)

v Ec b eime Preic B omib OCBY < SCP)
Bebawphorn : E5 gidh eimen Preis P° mib DCp*) = Scpt)
Eeérij...fv:}

Olerschussmechfrage 2 (e = D(P = $CP)

2 oy [0,F] shetiy

Z2(0) = Dco) - S€2 >0 2 wgclen weid sat2 :
2CP) =D -8 <o y=o: €5 gt en ¢ € Lo P]
nik }(p‘) =

c=> D) = S cPh)



7.12 Regel von L'Hopital
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Quotienten mit null im Nenner

Bei der Berechnung von Quotienten achten wir darauf, dass der
Nenner ungleich null ist.

Seien f und g zwei stetige Funktionen mit g(xp) = 0 fiir ein xo.

Fiir f(xp) > 0 gilt: g 5, O
- . f(x
Fiir f(xo) < 0 gilt: ﬁ S T

Was passiert fiir f(xg) = 07
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Regel von L'Hopital

Seien f und g zwei differenzierbare Funktionen mit
f(Xo) = g(Xo) =0.
Falls g’(x0) # 0, dann gilt:

f(x) _ f'(x0)

e g() ~ &'(x0)
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Zusammenfassung

» Implizites Differenzieren
» Ableitung der Inversen
P Approximation

> Elastizitaten

> Stetigkeit

» Zwischenwertsatz

> L'Hopital
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