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5.1 Verschiebung von Graphen
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5.1 Verschiebung von Graphen

Sei f eine Funktion und c eine reelle Zahl.

Wie steht der Graph der Funktion f in Beziehung zu den Graphen
der Funktionen

> f(x)+c
> f(x+c¢)
> cf(x)

> f(—x)?
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Beispiel: f(x) = v/x und y = /x £2
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Beispiel: f(x) = v/x und y = /x £2
y

y=+vx+2

P
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Beispiel: f(x) = +y/x und y = v/x£2

y
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Beispiel: f(x) = +y/x und y = v/x£2
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Beispiel: f(x) = v/x und y = 2¢/x
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Beispiel: f(x) = v/x und y = 2¢/x
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Beispiel: f(x) = y/x und y = —/x

[my
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Beispiel: f(x) = y/x und y = —/x
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Beispiel: f(x) = y/x und y = /—x
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Beispiel: f(x) = y/x und y = /—x
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Addition einer Konstanten

Allgemeine Regeln fiir die Verschiebung von Graphen

y=Ff(x)+c
» ¢ > 0: der Graph wird um ¢ Einheiten nach oben verschoben.

» ¢ < 0: der Graph wird um ¢ Einheiten nach unten verschoben.

y =f(x+c):
» ¢ > 0: der Graph wird um ¢ Einheiten nach links verschoben.

» ¢ < 0: der Graph wird um ¢ Einheiten nach rechts verschoben.
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Multiplikation mit einer Konstanten
Allgemeine Regeln fiir die Verschiebung von Graphen

y = cf(x):
» |c| > 1: der Graph wird vertikal gestreckt.
> |c| < 1: der Graph wird vertikal gestaucht.

» ¢ < 0: der Graph wird an der x-Achse gespiegelt.

y = f(ex):
» |c| > 1: der Graph wird horizontal gestaucht.
> |c| < 1: der Graph wird horizontal gestreckt.

» ¢ < 0: der Graph wird an der y-Achse gespiegelt.
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5.2 Neue Funktionen aus alten
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5.2 Neue Funktionen aus alten: Summe und Differenz

Seien f und g zwei Funktionen.

Summe von f und g:

Die Funktion h, die durch h(x) = f(x) + g(x) definiert ist,
bezeichnet man als die Summe von f und g, wir schreiben
h=f+g.

Differenz von f und g:

Die Funktion k, die durch k(x) = f(x) — g(x) definiert ist,
bezeichnet man als die Differenz von f und g, wir schreiben
k=f—g.
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Beispiel: Gewinn = Erlos — Kosten
Erlés: R(g) = q - p, wobei p Marktpreis und g Menge

2
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5.2 Neue Funktionen aus alten: Produkt und Quotient

Seien f und g zwei Funktionen.

Produkt von f und g:

Die Funktion h, die durch h(x) = f(x) - g(x) definiert ist,
bezeichnet man als die Produkt von f und g, wir schreiben
h=f-g.

Quotient von f und g:

Die Funktion k, definiert wo g(x) # 0, durch k(x) = f(x)/g(x),
bezeichnet man als den Quotienten von f und g und wir
schreiben k = f/g.
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Beispiel: Durchschnittskosten

Sei die Kostenfunktion ¢ einer Firma, die g > 0 Einheiten
produziert, gegeben durch

c(q)=aq® +bg®+cq+d .

Die Durchschnittskosten avc sind dann fiir g > 0 mit
ave(q) = c(q)/q definiert durch

d
avc(q):aq2+bq+c+a.

aq? + bg + c: durchschnittliche variablen Kosten

%: durchschnittliche Fixkosten
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Verkettung von Funktionen P S

Es seien f und g zwei Funktionen. @

Der Wertebereich von g sei der Definitionsbereich von f.
Es wird zunichst die Funktion g auf ein Element x angewendet.

SchlieBlich wird f auf g(x) angewendet. )
Wemgel " ,u.s,r'xzt‘i{ﬂ‘ wik

( Z8)(x) = Flg(x))

L wnecrg ELalhi.

Wir schreiben

,4;” e 4 F-.laQt{‘..L *
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Beispiel: Gewinnfunktion

Produktionsfunktion f

x > 0: Inputmenge, f(x) > 0: Outputmenge
2 g, x: Slunslen /{N{fj

Kostenfunktion ¢ _— Clw) = 200X
x > 0: Inputmenge, c(x) > 0: Kosten N s tnden lobe
Preis-Absatzfunktion p P
g > 0: Outputmenge, p(g) > 0: Preis P+ Pcgd
Gewinnfunktion 7 > g
x > 0: Inputmenge, 7(x): Gewinn avpse T—"‘Zf
) = (p )06)106) () = o) 1) = et
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Definition: Symmetrie zur y-Achse

Es sei f eine Funktion.

Wenn f(—x) = f(x) fir alle x,
dann ist f symmetrisch zur y-Achse.

y
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Definition: Symmetrie zur Geraden x = a

Es sei f eine Funktion.

Wenn f(a+ x) = f(a — x) fir alle x,
dann ist f symmetrisch zur Geraden x = a.

y
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Definition: Symmetrie zum Ursprung

Es sei f eine Funktion.

Wenn f(—x) = —f(x) fir alle x,
dann ist f symmetrisch zum Ursprung.

y
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Symmetrie: Beispiel

?

Cf-x) = -;’X)

f(x) = 43

Sind die Funktionen

und

g(x) = —3x* 4 2x?

7

symmetrisch? al-x) = )

3
B
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5.3 Inverse Funktionen
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Definition: Eins zu Eins oder umkehrbar eindeutig

7]

" Tér’/bﬂt"uﬁt Ve

/

Es sei f : D — R eine Funktion mit D, R C R.

f ist Eins zu Eins oder umkehrbar eindeutig in D, wenn f
niemals denselben Wert in zwei verschiedenen Punkten aus D
annimmt:

Fiir jedes y € R gibt es genau ein x € D, so dass y = f(x).

<~

Wenn x1,x2 € D und x; # x2, dann gilt auch f(x1) # f(x2).
:‘_I-E-M V“"'E((‘rg.-r

elndet.;
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Beispiele

D X

% D Xo \ X

f ist nicht umkehrbar eindeutig.
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Definition: Inverse Funktion f~1 synonym: U f"”i’ﬂv"“*m

Sei f eine Funktion mit Definitionsbereich D und Wertebereich R.

Genau dann, wenn f umkehrbar eindeutig ist, hat sie eine inverse
Funktion g mit Definitionsbereich R und Wertebereich D.

Die Funktion g ist durch folgende Regel gegeben:

Fiir jedes y € R ist der Wert g(y) die eindeutig bestimmte Zahl
x € D mit f(x) =y.

Dann gilt:

gly)=xey=f(x) (firxe D,y € R)

Eine direkte Folgerung ist:

g(f(x)) = x fiir alle x € D und f(g(y)) =y firalley € R
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Beispiel: Inverse Nachfrage

9: 2-%p |+ 3r
Preis “
S Prg = (2 | -1 Nachfragefunktion
_ =D(p)=12-1%
&) EP_TQ_? |_i q (P) 3P
@‘ 3 t
& P =125 -24
1 ¢ gesucht:
P 3 -%9 _ .
inverse Nachfragefunktion
. P(q) =7 _ 3
' (q) J 29

' (i12,0)
- Menge

Dep) q P
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Beispiel: Faktornachfrage

2 4

Output
Produktionsfunktion

y=1f(x)=vx

gesucht:

Faktornachfragefunktion
x(y) =? ISZ‘ (.,} 43 0

Input
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Symmetrie inverser Funktionen

Wenn zwei Funktionen f und g Inverse zu einander sind, dann sind
die Graphen y = f(x) und y = g(x) symmetrisch zur Geraden
y = X.

(Die Einheiten auf den Koordinatenachsen miissen diesselben sein.)

Beispiel: g Ll
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5.4 Graphen von Gleichungen
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5.4 Graphen von Gleichungen

Betrachtet sei eine beliebige Gleichung mit den beiden Variablen x
und y.

Eine Losung ist ein Tupel (a, b), sodass die Gleichung an der
Stelle (x, y) = (a, b) erfiillt ist.

Die Lésungsmenge ist die Menge aller Tupel (a, b), die die
Gleichung erfiillen.

Der Graph ist die Darstellung der Lésungsmenge in einem
kartesischen Koordinatensystem.
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Beispiele: Indifferenzkurven
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Beispiele: Indifferenzkurven Povse bc Il 22
(2-%, (5-6)?

11 N MNP O W

123 6 9 1011 X
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5.5 Abstand in der Ebene
X-y -E beue

IR*
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- - = b ] [} r. y
Definition: Abstandsformel JGokliolscle Horm

Der Abstand zwischen zwei Punkten (x1,y1) und (x2, y2) ist

d= \/XQ_XI + (y2 — »1)?
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Definition: Kreisgleichung

Die Gleichung eines Kreises mit Mittelpunkt (a, b) € R? und
Radius r € R ist

(x —a)’> + (y — b)? = r?
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Beispiel: Abstand in der xy-Ebene

Py

f-‘naor-:

? ?
a“+§° =
q&

1)
(eru;,) y
(-4.3) 4o
: 21 el rel = c- fTors)
a:fs-f | e v
B4 3 2 m\3 4 5 6
| : : —0 : : ‘ : X
at-16 L oo £ I f)’
557 |_________2__-._/_({«;|‘54)

é

=5 =14 -l -
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Wie lautet die Kreisgleichung?

Motelpued Ca§d
hgr asz 2
7 £: -3
(22" + (g = y re s
(#-22° £ (Bt =2¢ 5
/ z I,.?- %
—10 5

e

10

res

-5
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Zusammenfassung

» Verschiebung von Graphen
f(x) + c: vertikal, f(x + c): horizontal
—f(x): Spiegelung x-Achse, f(—x): Spiegelung y-Achse

» Verkniipfung von Funktionen
Summe, Differenz, Produkt, Quotient, Verkettung

» Inverse Funktionen
umkehrbar eindeutig, Symmetrie mit x = y

» Graphen von Gleichungen

» Abstand in der Ebene
Euklidischer Abstand, Kreisgleichung
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